Abbildungen

Definition einer Abbildung

Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei Mengen X und Die Menge X heifit der

Y ist eine Vorschrift, welche jedem x € X ein eindeutiges Definitionsbereich und die
(oder auch: wohldefiniertes) y € Y zuordnet, welches dann Menge Y heiflt der Bildbe-
mit f(z) bezeichnet wird. reich oder Wertebereich der
Man schreibt hier z — f(z). Abbildung f.
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Bild und Urbild

Ist f: X — Y eine Abbildung und M C X, N C Y, so heifit

1. f(M)={y €Y : esexistiert ein x € M mit f(z) =y} ={f(x) €Y : 2z € M} das Bild von
M unter f,

2. f7YN)={z € X: f(x) € N} das Urbild von N unter f.

7
= Verkniipfung von Abbildungen }

Sind f: X Y,z f(z)und g : Y — Z, y — g(y) zwei Abbildungen, so ist die Verkniipfung
von f und g definiert als

gof:X—=2Z x—(gof)(z) =9(f(x)),dh. z+— f(zx)— g(f(z)).

Eine Abbildung f : X — Y heifit / r X
injektiv, wenn fiir alle z, 2’ € X aus X/'_\‘Y X/;\‘Y

f(x) = f(2') stets z = 2’ folgt. / 3 }
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Aquivalent: f ist injektiv, wenn...

o .. fiir alle z,2’ € X aus z # 2’ stets f(z) # f(a’) folgt.

o ... jedes Element in Y hochstens ein Urbild in X besitzt.
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Eine Abbildung f : X — Y heifit / f X
surjektiv, wenn zu jedem y € Y ein X/'_\‘Y X/;\‘Y

x € X mit f(z) =y gibt. _
?(

Aquivalent: f ist surjektiv, wenn...

e ... jedes Element in Y mindestens ein Urbild in X besitzt.

Eine Abbildung f : X — Y heif3t bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.
Aquivalent: f ist bijektiv, wenn...

e ... jedes Element in Y genau ein Urbild in X besitzt.

Die Umkehrabbildung }

Ist f: X — Y eine bijektive Abbildung, dann existiert eine Umkehrabbildung g : ¥ — X, y —
F~1({y}). Ublicherweise wird die Umkehrabbildung zu f mit f~* bezeichnet.
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Aufgaben

Bild und Urbild

Aufgabe 1. Bestimmen Sie fiir die folgenden Abbildungen jeweils das Bild von [—1, 1] und das Urbild
von {1}.

Losung
i

a) f:RoRax—z+5 b) f:R—=R,z~ 2?
c) f:R— R,z sin(z) d f:R\{0} >Rz~ 1

Aufgabe 2. Es sei f: X — Y eine Abbildung. Zeigen Sie:
a) Fiir jede Menge A C X gilt: A C f~1(f(A)).
b) Fiir jede Menge B C Y gilt: f(f~1(B)) C B.

Verkniipfung von Abbildungen

Aufgabe 3. Esseien f :R—> R z— e * und g: R — R,z > sin(z).
a) Bestimmen Sie fog und go f.
b) Bestimmen Sie die Wertebereiche von f, g, fog und go f.

c) Bestimmen Sie jeweils die Urbilder des Bildwertes 1.
Aufgabe 4. Gegeben seien die folgenden Abbildungen:

R R (21, 2n1,20) — (@1, .., Tpo1)

g: R SR (z1,..., 2y 1) (T1,...,Tp_1,1).
a) Sind f und g injektiv oder surjektiv?
b) Wie sehen die Abbildungen f o g und g o f aus?
c¢) Sind f o g und go f injektiv oder surjektiv?
Aufgabe 5.

a) Zeigen Sie, dass die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen assoziativ ist.

b) Widerlegen Sie, dass die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen kommutativ ist.

c) Geben Sie zwei Abbildungen f und g an, fiir die dennoch fog=go f gilt.

Injektivitat und Surjektivitat

Aufgabe 6. Welche der folgenden Abbildungen sind injektiv, welche surjektiv? KEII ounEP
a) f:N— Nz 22 b) f:N—oNz—a+1
¢) [Z—Zz—z+1 d) f:R?2 =R, (r1,22) > 2179

e) fap:R=Raor—a-z+0, mita,felR

Aufgabe 7. Es sei f : R — R eine injektive (bzw. surjektive) Abbildung. Ist die folgende Abbildung
g injektiv (bzw. surjektiv)?
g:R—R%z— (x,f(m))

Aufgabe 8. Es sei f: X — Y eine Abbildung. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent
sind:

a) f ist injektiv.
b) Fiir alle A C X gilt: f=1(f(A)) = A.
C) Fiir alle Al, Ay C X glh} f(Al N Ag) = f(Al) n f(Ag)

Umkehrabbildungen

Aufgabe 9. Essei f : X — Y eine bijektive Abbildung mit Umkehrfunktion g. Zeigen Sie, dass dann
(fog)ly) =y und (go f)(z) =« fiir alle x € X und alle y € YV gilt.
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