Gruppen

(Abelsche) Gruppe
E I

Eine Gruppe (G, o) ist eine Menge G und eine Verkniipfung o : G x G — G, die die folgenden
Bedingungen erfiillen

(i) Die Verkniipfung ist assoziativ, das heifit

ao(boc)=(acb)oc, Vabcel. Das neutrale Element e

(ii) Es gibt ein neutrales Element e € G mit aoe =eoa,, VYa € G.| von G und das Inverse
a~!vona € G sind ein-

(iii) Fiir jedes Element a € G existiert ein Inverses a~! € G mit g
deutig.

-1

aoat=aloa=e VacG.

Ist die Verkniipfung noch kommutativ, das heifit es gilt a o b = b o a fiir alle a,b € G, so nennt
man die Gruppe (G, o) abelsch.

Untergruppe }

Sei (G, o) eine Gruppe. Eine Teilmenge U C G e G und {e} sind die trivialen
heifit Untergruppe von G, wenn Untergruppen von G.
(i) ee U, e Eine von G verschiedene

Untergruppe U wird auch

&) firdlea b EU gl eob 8 U echte Untergruppe genannt.

(ili) und aus a € U folgt, dass a=! € U.

Gruppenordnung und Ordnung von Gruppenelementen ‘

Sei G = (G, o) eine Gruppe. Die Michtigkeit |G| der Menge G wird auch als Ordnung von G
bezeichnet. Ist |G| < oo, so nennt man die Gruppe (G, o) endlich, sonst unendlich.

Ist fiir g € G die Zahl m die kleinste natiirliche Zahl mit

m — DY
g™ = e, so nennt man m := ord(g) die Ordnung von g. g =9ge9e °9

m—mal

Satz. Alle Elemente einer endlichen Gruppe haben eine
endliche Ordnung, die ein Teiler der Gruppenordnung ist.

Verkniipfungstafel }

Eine Verkniipfungstafel ist eine Tabelle,
mit der zweistellige Verkniipfungen dar-

gestellt werden konnen. Fiir eine vor- ’ 5 H a ‘ 5 ‘ c ‘ ’ " H a ‘ b ‘ c ‘ X
gegebene Menge G und Verkniipfung

o: G x G — @G ergeben sich die Ein- ajla|bjc ajja|bjc
trige als alle mdglichen Verkniipfungen b © | & bjb|b]b
von je zwei Gruppenelementen. Damit cllcjalb cllelblec
ldsst sich priifen, ob (G, o) eine Gruppe

bildet.

Gruppenhomomorphismus [

Seien (G,o) und (H,*) Gruppen. Eine Abbil- Ein Homomorphismus ist strukturerhaltend:
dung f : G — H heift Gruppenhomomor- Es ist egal, ob man erst zwei Elemente ver-
phismus, wenn fiir alle a,b € G gilt kniipft und das Ergebnis abbildet oder ob
man erst die zwei Elemente abbildet und

fil@ob)= fa)5 £(B). dann die Bilder verkniipft.

Isomorphie von Gruppen

Seien (G, o) und (H,*) Gruppen. Existiert ein ein bijektiver Gruppenhomomorphismus (kurz:
Gruppenisomorphismus) f : G — H, so nennen wir die Gruppen (G, o) und (H, *) isomorph.
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Aufgaben
(Abelsche) Gruppe

Aufgabe 1. Priifen Sie, ob es sich bei den folgenden Paaren (G, o) um Gruppen handelt.

(a) Teilmengen der ganzen Zahlen Z der Form nZ := {n -k | k € Z} fiir n € N zusammen mit der
gewoOhnlichen Addition auf Z.
Bemerkung: Die Teilmengen der Form nZ sind sogar die einzigen Untergruppen von (Z, +).

(b) Die reellen Zahlen R zusammen mit der Verkniipfung xoy =z +y — - y.

(c) Die symmetrische Gruppe Ss, die aus allen Permutationen einer dreielementigen Menge besteht,
zusammen mit der Komposition o.

Aufgabe 2. Sei (G, o) eine Gruppe. Es gelte g? = e fiir alle g € G. Zeigen Sie, dass G abelsch ist.

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass (S3, o) nicht abelsch ist.

Aufgabe 4. Man zeige durch Bestéitigung der Gruppenaxiome, dass die Menge
M:={zeQ|IncZ:x=2"}

zusammen mit der gewdhnlichen Multiplikation eine abelsche Gruppe bildet, die zu (Z, +) isomorph
ist.

Gruppenordnung und Ordnung von Gruppenelementen
Ldsung
o e

o

Aufgabe 5. Bestimmen Sie die Ordnung von (Z/7Z)" sowie die Ordnung jedes Gruppenelements.

Erinnerung: (Z/7Z)" ist die multiplikative Gruppe des Restklassenrings Z/7Z. Sie besteht aus den zu
7 teilerfremden Restklassen.

Verkniipfungstafel

La
Aufgabe 6. Sei (G, o) eine endliche Gruppe. Kénnen in der Verkniipfungstafel von G in einer Zeile (| osr‘}é\

(oder Spalte) an verschiedenen Stellen zwei gleiche Elemente stehen?

Aufgabe 7. Ist e neutrales Element einer vierelementigen Gruppe (G, o) mit G := {a,b, ¢, e}, so ist
die Verkniipfungstafel mit der Angabe c o ¢ = b bereits eindeutig bestimmt. Wie lautet demnach die
Tafel?

Gruppenhomomorphismen und Isomorphie von Gruppen

Aufgabe 8. Welche der angegebenen Abbildungen f : G — H sind Gruppenhomomorphismen oder [}
sogar Gruppenisomorphismen?

(a) G=(Z,+), H=(Z/3Z,+), z — z mod 3;
(b) G=H=R,+), z— a%
(c) G=H = (2/2Z,+), x — z2.
Aufgabe 9. Sei (G, o) eine Gruppe und die Abbildungen f und g, fiir a € G folgendermaflen definiert

f:G—=>Gx—xou,

go:G—G,x—aoxzoa L.

Man zeige:

(a) Die Abbildung f ist genau dann ein Gruppenhomomorphismus, wenn die Verkniipfung o kom-
mutativ ist.

(b) Die Abbildung g, ist ein Isomorphismus von G nach G.

Aufgabe 10. Zeigen Sie, dass die Menge der Kongruenzabbildungungen eines gleichseitigen Dreiecks
zusammen mit der Hintereinanderausfithrung o eine Gruppe bildet. Zeigen Sie, dass diese Gruppe
isomorph zu (Ss,0) ist.
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