Vektorraume und lineare Abbildungen

Fiir ein festes n € Nist R” ein n-dimensionaler Vektorraum. To

Ein Vektor € R" ist gegeben als T
/
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mit x1,x2,...,2, € R.
r1,T3,...,T, heilen die Koordinaten von x.
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Vektorrdume definiert man iiber einem Korper K. Eine Menge V' zusammen mit
e ciner , Vektoraddition® (innere Verkniipfung) +: VXV —V
e einer , Skalarmultiplikation“ (duere Verkniipfung) -: K x V — V

nennt man einen Vektorraum iiber dem Kérper /4 Abgeschlossenheit der Skalarmultiplikation:

o (V, + ) ist eine abelsche Gruppe, d.h. AveV, VieKveV.
o Abgeschlossenheit der Vektoraddition: e IIs gelten Vertraglichkeitsregeln
v+weV, YoweV. fir alle v,w € V und alle A\, p € K:
o Assoziativitét: o Assoziativitét:
u+ (v+w)=(u+v)+w, Yu,v,w e V. A(p-v)=A-p)-v.
o Existenz eines neutralen Elements: o Distributivgesetz I:
JecV : v+e=v, YoeV. A+p) v=Av+pu-v.
o Existenz eines inversen Elements: o Distributivgesetz II:
YoeV I-wv:v+(—v)=e A-(v+w)=X-v+ A w.
o Kommutativitét: o Neutralitét der 1 € K:
v+w=w+v, Yo,weV. 1-v=n.
Untervektorraum }

Sei V' ein Vektorraum. Eine Teilmenge U C V heifit Untervektorraum von V', wenn gilt:
e Der Untervektorraum ist nicht leer: U # 0.
e Abgeschlossenheit beziiglich der Addition: v+wel, Yowel.
e Abgeschlossenheit beziiglich Skalarmultiplikation: A -v € U, VA € K,v € U.

Hinweis: Es geniigt, diese Untervektorraumkriterien zu iiberpriifen, damit U C V ein Unter-
vektorraum ist. Sdmtliche weiteren Eigenschaften ,erbt“ U von V.

Es folgt: 0 € U und zu v € U ist —v € U. Ferner ist jeder Untervektorraum ein Vektorraum!

Lineare Abbildung und Vektorraumisomorphie }

Seien V7,V Vektorrdume. Eine Abbildung f : V4 — V5 heift linear, falls sie die folgenden
Bedingungen erfiillt:
o Additivitit:  f(v+ w) = f(v) + f(w), Vo,w eV Jede lineare Abbildung bildet die 0 auf die
o 0 ab. (Notwendig, nicht hinreichend.)
e Homogenitéit: f(A-v)=A- f(v), VveV, A€ K.

Mit linearen Abbildungen kann man rechnen. Fiir lineare Abbildungen f, g: V; — V5 und
h: Vo — Vs gilt:

o A- fist linear mit (A- f)(z) = A- f(x). Die Multiplikation einer Matrix mit

o f+ g ist linear mit (f + g)(z) = f(z) + g(x). Vektoren ist eine lineare Abbildung.

e ho f: Vi — V3ist linear mit (ko f)(z) = h(f(z)).

Ist f: V43 — V5 eine bijektive lineare Abbildung, so heilen V4 und V5 isomorph zueinander.
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Aufgaben

Vektorraume
Aufgabe 1. Essei V :={f : N —= R} und fiir f,g € V,A € R,n € N sei
(f+9)n):=f(n) +g(n) und (A-f)(n):=A-f(n).

Zeigen Sie, dass V mit diesen Verkniipfungen ein R-Vektorraum ist.

Untervektorrdume

Aufgabe 2. Es ist R[z] der R-Vektorraum der Polynome iiber R und o € R.
Zeigen Sie, dass

Uy ={P eR[z] | P(a) =0} und C;:={PeRjz]|deg(P) <1}
Untervektorrdume von R[z] sind. Dabei bezeichnet deg(P) den Grad des Polynoms P.

Aufgabe 3. Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und U, W Untervektorrdume von V.
Zeigen oder widerlegen Sie:

a) UNW ist ein Untervektorraum von V.
b) U + W ist ein Untervektorraum von V.
c¢) UUW ist ein Untervektorraum von V.

Bemerkung: Sind U C V' , W C V zwei Teilmengen eines Vektorraums. Dann ist die (Minkowski-)
Summe von U und W definiert als U + W :={u+w | u € U,w € W}.

Lc
Aufgabe 4. Zeigen oder widerlegen Sie: Fiir jeden K-Vektorraum V und alle Untervektorraume Ersm

Ul, UQ,U,?, cVv gllt

a) (UyNUz) + Us C (U + Us) N (Uy + Us)
b) (U1 NUz) + Us O (U + Us) N (U + Us)
c) (U +Ux)NUs C (U NU;3) + (U NU3)
d) (Uy 4 Us)NUs 2 (UL NUs) + (Ua N Us).

Lineare Abbildungen

Aufgabe 5. Uberpriifen Sie, ob die folgenden Abbildungen linear sind:

a) l; : R3 = R?, [(x) = (221 — 72,72 + T3)

b) lo: R = R? Iy(z) = (z1 +23,1)

c) I3:R?2 = R3, I3(z) = (21 + T2, 71 — T2, 371 — 273)
d) Iy :R? 5 R?, ly(z) = (4 + 321, 5 + 22,0)

e) Is:R2 - R3 I5=1I3+14

f) I :R—=R2, lg=1I +1o

g) I :R2—R3 Iy =4-I13+5-1

h) Ig: R2 5 R? Ig=1;0l3.

- Losung ~
o

Aufgabe 6. Sei f : R? — R? eine Abbildung, die jeden Vektor z = <i1> € R? an der xo-Achse
2
spiegelt. Wie sieht diese Abbildung aus? Ist sie linear?

Aufgabe 7. Was macht die folgende Abbildung f : R? — R? geometrisch/anschaulich?

f@r,20) = (Cf)sa Smo‘) : (ml) mit o € [0, 27).

Sin & COS « xTo
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