Skalarprodukt und Orthogonalitat

Skalarprodukt und Euklidische Norm

Rechenregeln des Skalarprodukts

Seien v = (v1,...,v,),w = (w1,...,wy,) € R™ Dann ist N " o
das (Standard-)Skalarprodukt von v und w definiert Fiir v,v,w € R und A € R gilt:
als L (v, w) =(w,v)

I (A -v,w) =X (v,w)

T
= . = Z" 'L R.
(v,w) =v" - w ;v w; € I (v + w, u) = (v,u) + (w0, u)

Fiir v € R™ ist die Euklidische Norm definiert als Rechenregeln der Norm
n Fiir v,w € R” und A € R gilt:
lvll = V{v,0) = VoT v =, | > v €R. L o|=0&v=0
i=1
, IL Aol = AL ]l
Satz.( Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Fiir v,w € R™ gilt L |[v + w|| < |[o]l + |[w]

| (v, w) | < loll - Jwl]-

Geometrische Interpretation des Skalarprodukts }

Zwei Vektoren v,w € R™ heiflen Das Skalarprodukt von v und w ist also das Produkt der
orthogonal, wenn gilt Lénge von v und der Lange der orthogonalen Projektion von

{(v,w) = 0. w auf v.

Es besteht die folgende Beziehung
zwischen dem von v und w ein-
geschlossenen Winkel o und dem
Skalarprodukt von v und w:

Vv

<U’w> = COS(O{) : HU” . ||w|| H/UJH . COS((Y)

Orthonormalbasen und orthogonales Komplement }
E I———————————————————————————

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Wir Satz. Jeder reelle Vektorraum V besitzt eine
nennen die Vektoren vq,...,v, eine Orthonor- Orthonormalbasis.
malbasis, falls sie paarweise orthogonal und Gegeben eine Orthonormalbasis vy, . . ., v, von

normiert sind, das heifit (v;,v;) = 0 fiir i # j V' lasst sich jeder Vektor v € V' schreiben als
und ||v;|| =1 fiir alle 1 <i <n gilt. n
v = Z (v, ;) - v;.

e Fir alle v € R™ hat der normierte Vektor i=1

= 2 die La 1 und = . . .
W= o ¢1€ Lange L un (v, w) = o] Sei W C V ein Untervektorraum. Das ortho-

e Es muss nicht gefordert werden, dass gonale Komplement von W ist definiert als

v1,...,V, linear unabhéngig sind, da dies W v 0 fiir all W
bereits aus der Eigenschaft, paarweise =o€ V| foyus) =0 fitr allle oy & 7§
orthogonal zu sein, folgt. und ist ein Untervektorraum von V.

Orthogonale Abbildungen }

Eine n x n—Matrix A heit orthogonal, wenn gilt AT - A = E,,.

Das ist genau dann der Fall, wenn die Spaltenvektoren von A Die Menge der orthogona-
paarweise orthogonal und normiert sind. len Matrizen bilden eine Un-
tergruppe der invertierbaren
n X n—Matrizen.

Ist A eine orthogonale Matrix, dann gilt
(A v, A-w) = (v,w)

fir alle v, w € R™.

Wir nennen eine lineare Abbildung f : V' — W zwischen reellen Orthogonale Abbildun-
Vektorrdumen orthogonal, wenn fiir v, w € V gilt gen sind lingen- und

(f(), f(w)) = (v,w). winkelerhaltend.
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Aufgaben
Skalarprodukt und Euklidische Norm

Aufgabe 1. Man beweise die folgenden elementargeometrischen Aussagen mit Hilfe des Skalarpro-
duktes:

a) Satz des Fytlla oras.
m ombus stehen die lagonalen senkrec t aufeinander.
b) Im Rh b die Di 1 k h fei d

(¢) Im Parallelogramm ist die Summe der Diagonalquadrate gleich der Summe der 4 Seitenquadrate.

Aufgabe 2. Neben der Euklidischen Norm auf R"” lassen sich noch weitere sinnvolle Normen definie-
ren. Die ,,1-Norm “|| - ||; ist fiir alle v € R™ definiert als

[olls = lva] + -+ - + |vnl.

Zeigen sie, dass die 1-Norm die Rechenregeln einer Norm erfiillt.

Orthonormalbasen und orthogonales Komplement

Aufgabe 3.
1 1 1
a) oind die Vektoren v; = —= ,Ug = | — und vz = orthogonal?
Sind die Vek \}5 0 1 d 2 h 17
-1 1 1
Sind sie orthonormal?
1
(b) Sei U =span | |1 C R?, Berechnen Sie U+.
0
(c) Geben Sie alle a,b € Z an, sodass A = (a,l ll)) orthogonal ist.
(d) Seien vy, ..., v, orthonormale Vektoren des R™. Beweisen Sie, dass m < n ist.

Orthogonale Abbildungen

~Losung ~
el

Aufgabe 4. Welche der folgenden Matrizen sind orthogonal?

(a) A= G _11) (b) B = (; i) (c) C = (Sin(o‘) _COS(O‘)) (d) die Einheitsmatrix

cos(e)  sin(a)

)
=

Aufgabe 5. Zeigen Sie, dass fiir orthogonale Matrizen A gilt det(A) = +1.
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