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Determinante

Axiomatische Einfiihrung der Determinante

Die Determinante ist eine Abbildung
det : k™" — K
vom Raum der n x n—Matrizen in den zugrundeliegenden Korper, fiir die gilt:
(i) Sie ist multilinear, d.h. fiir jede Spalte v; € K™ einer Matrix A = (vq,...,v,) gilt
det(vy, ..., Vi—1, AV + pWw, Vit1, ..., Vn) =Adet(v1, ..., Vi1, Vi, Vit1, -« -, Un)
+pdet(v, ..., Vie1, W Vig1y .-, Up),
wobei w € K™ und A\, p € K.

(ii) Sie ist alternierend, d.h., wenn zwei Spalten v; und v; mit ¢ # j gleich sind, ist die Deter-
minante gleich 0.

(iii) Sie ist normiert, d.h. fiir die Einheitsmatrix E,, gilt det(E,) = 1.

Aus (i) und (ii) folgt unmittelbar, dass sich das Vorzeichen der Determinante dndert, wenn man
zwel Spalten vertauscht und dass det(A) = 0, wenn zwei Spalten linear abhéngig sind.

Geometrische Interpretation

Fiir eine n x n—Matrix A misst die Determinante  Es ergibt sich im Spezialfall das folgende Bild:
das (orientierte) Volumen des von ihren Spalten
AW A0 qufgespannten Parallelotops im R”™.
Dieses Volumen hat genau dann den Wert 0, wenn
die Spalten von A linear abhingig sind. Zum Bei-
spiel hat die 2 x 2—Matrix <l>
d

a b
a=(2 3)
Der Flacheninhalt ist genau dann Null, wenn
det(A) = ad — be. die aufspannenden Vektoren parallel (und da-

lad — be ]’

die Determinante

mit linear abhéngig) sind.
Laplace’scher Entwicklungsatz }

Mit dem Laplace’schen Entwicklungssatz kann man die Determinante einer n x n-Matrix
A = (a; ;) durch Entwicklung nach einer Zeile oder einer Spalte berechnen. Die beiden Formeln
lauten

e . . Schachbrettmuster
A) = —1)"* q; 4 A;) (B kl h - 1
det(A) ;( ) a;; det(A; ;) (Entwicklung nach der j-ten Spalte) der Vorzeichen:
+ -+
det(A) = Zl(—l)’i*j a;; det(4;;), (Entwicklung nach der i-ten Zeile) _T_ i_ _T_
=
wobei A, ; die (n — 1) X (n — 1)-Untermatrix von A ist, die durch Streichen
der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.
18 Anwendung der Determinante Leibniz-Formel

Die folgenden Aussagen sind dquivalent. Die Determinante einer n x n-Matrix A = (a; ;) kann

() Ai tiorh auch berechnet werden durch
i invertierbar.

(ii) Das homogene LGS Az = 0 besitzt det(4) = Z sgn(o) H Gio(i)-
i=1

nur die triviale Losung. P
(iii) det(A) # 0. Sy, ist Menge aller Permutationen von 1,...,n.
Eine Permutation o ist eine bijektive Abbildung

Ist A invertierbar, so gilt o {1,....ny = {1,....n}i o).

=i _ 1( ) Adj(A) Hier verwendet man hiufig die Schreibweise

det(A ’

wobei Adj(A) die Adjunkte von A be- o= < 1 2 3 ...m > .
zeichne (Cramer’sche Regel). o(1) o(2) o) ... oln)



https://online-eval.studiumdigitale.uni-frankfurt.de/evasys/online.php?p=lernskripte-gesamt
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/446e14a637144b30bbb5ce772950cf781d
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/ae17a0e01d094fd5b2e60470d619e9181d
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/42dd131f6f864135903ef2ee6e044f681d
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/265cdbc9e8de43b0b0fed69ae8be15091d
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/6df1acf5d3ec493da42b36c83df6a5d01d
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/4270c40daeaf4c5886abda77118eb3f71d
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/8af57d13ee2f468d8ecb35a5078179091d
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/5b8dd7d459ef400981513cc48b90de301d

Aufgaben

Axiomatische Charakterisierung

Aufgabe 1. Zeigen Sie, dass die Abbildung

det : GL,(K) — K \ {0}

ein Gruppenhomomorphismus ist. Dabei bezeichnet GL, (K) die Menge der invertierbaren n x n-
Matrizen.

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass fiir n x n-Matrix A = (a; ;) gilt

(i) det(AA) = A" det(A) fiir A € K,  (ii) det(A?) = det(A), (iii) det(A~) = (det(A))~".

Laplace’scher Entwicklungssatz

Aufgabe 3. Berechnen Sie die Determinante der folgenden Matrizen

L s o 01 2 3 010 0
1 2 3 4 1 0 0 O sina  cosa .

A 1 g _11 w12 3 4 5 L= 0 0 0 1 ’D_(—cosa sina) i @ € I,
3 4 5 6 0 0 1 O

Aufgabe 4. (i) Berechnen Sie die Determinante der Matrix

(if) Wir nennen eine n x n-Matrix A = (a; ;) obere Dreiecksmatriz, wenn fiir alle ¢ < j gilt a; ; = 0.
Zeigen Sie, dass fiir eine obere Dreiecksmatrix gilt

det(A) = H Qi -
g=Il

Anwendung der Determinante

L
Aufgabe 5. Priifen Sie, ob die folgenden Matrizen invertierbar sind und bestimmen ggf. mit Hilfe (=

der Cramerschen Regel das Inverse. 5
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Leibniz-Formel

einer 3 x 3-Matrix A = (a; ;) gilt

det(A) = @1,102,203 3 + 012023031 + 1,302,103 2 — 1 3G2203 1 — 01,102,303 2 — 41202103 3.
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