
Integration

, /

Erklärung

Es sei [a, b] ⊆ R ein abgeschlossenes Intervall.
Eine Funktion t : [a, b]→ R heißt Treppenfunk-
tion, wenn es eine Unterteilung

a = x0 < x1 < · · · < xn = b

von [a, b] und c1, . . . , cn ∈ R, sodass

t(x) = ci

für x ∈ [xi−1, xi) für alle i = 1, . . . , n. Mit
T ([a, b]) bezeichnen wir die Menge aller Trep-
penfunktionen auf dem Intervall [a, b].

Wir definieren dann das Integral der
Treppenfunktion t auf [a, b] als∫ b

a

t(x)dx :=

n∑
i=1

ci(xi − xi−1).

a = x0 x1 x2 b = x3

c1

c2

c3

Für eine Funktion f : S → [a, b] mit [a, b] ⊆ S
definiert man

T ∗(f, [a, b]) = {t ∈ T ([a, b]) | t(x) ≥ f(x) ∀x ∈ [a, b]}
T∗(f, [a, b]) = {t ∈ T ([a, b]) | t(x) ≤ f(x) ∀x ∈ [a, b]} .

Treppenfunktionen und das Integral
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Erklärung

Wir nennen eine Funktion f : [a, b]→ R integrierbar, wenn∫ b

a

f(x)dx := inf

{∫ b

a

t(x)dx | t ∈ T ∗(f, [a, b])

}
= sup

{∫ b

a

t(x)dx | t ∈ T∗(f, [a, b])

}
=:

∫ b

a

f(x)dx.

Die linke Seite bezeichnet man auch als Oberintegral, die rechte Seite als Unterintegral von f . In
diesem Fall definieren wir das Integral von f über [a, b] als∫ b

a

f(x)dx :=

∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx.

x0 x1 x2 x3 x4

Sei −∞ < a < b ≤ ∞ und f : [a, b)→ R
eine Funktion. Dann ist das uneigent-
liche Integral im Fall der Konvergenz
definiert durch∫ b

a

f(x)dx := lim
β↗b

∫ β

a

f(x)dx.

Analog ist das uneigentliche Integral für
−∞ ≤ a < b < ∞ und f : (a, b] → R
definiert.

Sind f : [a, b] → R und g : [a, b] → R integrier-
bare Funktionen und c ∈ R, dann sind auch
f + g und c · f integrierbar und es gilt∫ b

a

(f(x) + g(x)) dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx∫ b

a

c · f(x)dx = c ·
∫ b

a

f(x)dx.

Interpretation als Flächeninhalt
Sei f : S → R eine integrierbare Funktion.
Dann entspricht das Integral von f über [a, b]
dem (orientierten) Flächeninhalt, den f auf
dem Intervall [a, b] mit der x-Achse einschließt.

Definition Riemann-Integral
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Mittelwertsatz der Integralrechnung
Sei f : [a, b] → R eine stetige Funktion. Dann
gibt es ein c ∈ [a, b], sodass∫ b

a

f(x)dx = (b− a)f(c).

In anderen Worten: Für eine stetige Funktion ent-
spricht das Integral über einen Intervall [a, b] dem
Produkt der Intervalllänge b− a mit dem Funkti-
onswert von f einer Stelle c ∈ [a, b].

(Stückweise) stetige Funktionen sind
integrierbar.

Hauptsatz der Differential -und
Integralrechnung

Sei f : [a, b]→ R stetig. Dann ist

F : [a, b]→ R, x 7→
∫ x

a

f(y)dy

eine Stammfunktion von f , d.h. F ′ = f .
Ist f : [a, b]→ R stetig und F eine Stammfunk-
tion von f so gilt∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

Wichtige Aussagen

1

https://online-eval.studiumdigitale.uni-frankfurt.de/evasys/online.php?p=lernskripte-gesamt
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/f8b8c93e9298442a9a7e6715016347dc1d
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/f9361c99489b4aa18293a1853b7538601d
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/8377957291e04aaa8d3c9aec03d4c4081d
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/439aacf02ff84d81bf1a992826735a191d
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/71e1b60d5ee54dbbbcef02348d6e7e8b1d
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/77ee0157b30c4e22b3c8789e363902821d


Aufgaben

Treppenfunktionen und das Integral
Lösung

Aufgabe 1. (i) Man berechne für a > 1 das Integral∫ a

1

1

x
dx

mit Hilfe von Riemann-Summen.
Anleitung: Nutze die Unterteilung

1 = x0 < . . . < xn = a mit xi = ai/n für 0 ≤ i ≤ n.

(ii) Mit gleicher Unterteilung wie in (i) berechne man für a > 1 das Integral∫ a

1

ln(x)dx

für a > 1 mit Hilfe von Riemann-Summen.

Riemann-Integral
Lösung

Aufgabe 2. Zeige, dass die Dirichlet-Funktion

χ(x) =

{
1, wenn x ∈ Q
0, wenn x 6∈ Q

nicht integrierbar ist.

Lösung
Aufgabe 3. Zeige mittels Ober- und Untersumme, dass die Funktion

f : R→ R
x 7→ x2

Riemann-integrierbar ist.

LösungAufgabe 4. Berechne die folgenden Integrale:

(a)

∫ 1

−1
x3dx, (b)

∫ ∞
0

e−xdx, (c)

∫ 5

1

1

x
dx, (d)

∫ 1

0

2e2x−1dx, (e)

∫ π

0

cos(x)dx.

Wichtige Aussagen
Lösung

Aufgabe 5 (Partielle Integration).

(i) Seien f, g : [a, b]→ R stetig differenzierbar. Zeige, dass gilt∫ b

a

f ′(x) · g(x)dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

f(x)g′(x)dx.

(ii) Nutze diese Regel, um die folgenden Integrale zu berechnen:

(a)

∫ π

0

x · cos(x)dx, (b)

∫ ∞
0

x · e−xdx, (c)

∫ 2

1

ln(x)dx.

Lösung
Aufgabe 6 (Substitution).

(i) Seien f : [c, d]→ R stetig und g : [a, b]→ [c, d] stetig differenzierbar. Zeige, dass gilt∫ b

a

f(g(x)) · g′(x)dx =

∫ g(b)

g(a)

f(x)dx.

(ii) Nutze diese Regel, um die folgenden Integrale zu berechnen:

(a)

∫ π

π/2

sin(2x+ π)dx, (b)

∫ 2

1

1

5x− 7
dx, (c)

∫ ∞
0

2x · ex
2

dx.
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