Integration

Treppenfunktionen und das Integral }

Es sei [a,b] € R ein abgeschlossenes Intervall.
Eine Funktion ¢ : [a,b] — R heifit Treppenfunk-
tion, wenn es eine Unterteilung

a=xg<x1<--<xp=0>b
von [a,b] und ¢y, ..., c, € R, sodass

t(x) = ¢

fir x € [x;—1,x;) fir alle ¢ = 1,...,n. Mit
T ([a,b]) bezeichnen wir die Menge aller Trep-
penfunktionen auf dem Intervall [a, b].

Wir definieren dann das Integral der
Treppenfunktion ¢ auf [a, b] als

/abt(ac)dx _ i:ci(xi — ).
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Fiir eine Funktion f : S — [a,b] mit [a,b] C S
definiert man
T*(f,a,0]) = |

To(f,[a; b)) = {t € T([a,0]) | ¢

{t € T([a,b])

Definition Riemann-Integral

Zf(x)dw
/ f(z)de —/ fa

iy

Ty Lo $3 Ty

Sei —co<a<b<oound f:[a,b) = R
eine Funktion. Dann ist das uneigent-
liche Integral im Fall der Konvergenz
definiert durch

b B
/a flx)dx = }3%/(1 f(x)dx.

Analog ist das uneigentliche Integral fiir
—0<a<b<oound f: (a,b - R
definiert.

Wir nennen eine Funktion f : [a,b] — R integrierbar, wenn

b b
:inf{/ H(z)dz | teT*(f,[a,b})}:sup{/ Hz)dz | ¢ € To(f, [a,b] } /f

Die linke Seite bezeichnet man auch als Oberintegral, die rechte Seite als Unterintegral von f. In
diesem Fall definieren wir das Integral von f diber [a,b] als

dx—/f

Sind f : [a,b] = R und g : [a,b] — R integrier-
bare Funktionen und ¢ € R, dann sind auch
f+gund c- f integrierbar und es gilt

/ab (f(z) +g(z))dz = /ab f(x)dx + /abg(x)dx
/abc.f(x)d:zr =c- /abf(:r)dx

Interpretation als Fldcheninhalt

Sei f : S — R eine integrierbare Funktion.
Dann entspricht das Integral von f iiber [a, b]
dem (orientierten) Fldcheninhalt, den f auf
dem Intervall [a, b] mit der z-Achse einschlieft.

18 Wichtige Aussagen }

Mittelwertsatz der Integralrechnung
Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann
gibt es ein ¢ € [a, b], sodass

b
/ f(@)ds = (b— a) £ (c).

In anderen Worten: Fiir eine stetige Funktion ent-
spricht das Integral iiber einen Intervall [a, b] dem
Produkt der Intervalllinge b — a mit dem Funkti-
onswert von f einer Stelle ¢ € [a, b].

(Stiickweise) stetige Funktionen sind
integrierbar.

Hauptsatz der Differential -und
Integralrechnung

Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist
F:la,b) > R,z »—)/ f(y)dy

eine Stammfunktion von f, d.h. F' = f.
Ist f : [a,b] — R stetig und F eine Stammfunk-
tion von f so gilt

/ " fla)da =

F(b) — F(a).
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Aufgaben

Treppenfunktionen und das Integral

Aufgabe 1. (i) Man berechne fiir a > 1 das Integral

@1
/ —dx
1 T

mit Hilfe von Riemann-Summen.
Anleitung: Nutze die Unterteilung

l=x9g<...<xp=a mitz; =ad’" fir 0<i<n.
(ii) Mit gleicher Unterteilung wie in (i) berechne man fiir a > 1 das Integral

/j In(z)dx

fiir @ > 1 mit Hilfe von Riemann-Summen.

Riemann-Integral
Losung

Aufgabe 2. Zeige, dass die Dirichlet-Funktion
1, wennz € Q
x(x) =

0, wenn z ¢ Q

nicht integrierbar ist.
Aufgabe 3. Zeige mittels Ober- und Untersumme, dass die Funktion

fR—=R

T x?
Riemann-integrierbar ist.

Aufgabe 4. Berechne die folgenden Integrale:

(a) /_11 x3dx, () /000 e *dz, (c) /15 édm, (d) /01 22"z, (e) /07r cos(x)dx.

Wichtige Aussagen

Ldsung
O kel

Aufgabe 5 (Partielle Integration).

(i) Seien f,g: [a,b] — R stetig differenzierbar. Zeige, dass gilt
b b
[ #@)-sta)ds = 10)g®) - f@)sta) - [ f(@)g (@)
(ii) Nutze diese Regel, um die folgenden Integrale zu berechnen:

(a) /OTr x - cos(z)dz, (b) /000 x-e “dx, (c) /12 In(z)dz.

Ldsung
O]

Aufgabe 6 (Substitution).

u"'

(i) Seien f : [c,d] — R stetig und g : [a,b] — [c, d] stetig differenzierbar. Zeige, dass gilt

b g(b)
) - ¢ (x)dx = x)dx.
/af(g( ) d(@) /g(a) f(@)

(ii) Nutze diese Regel, um die folgenden Integrale zu berechnen:
1

™ 2 [es]
(a) / sin(2x + m)dx, (b) / dz, (c) / 2 - e dr.
/2 1 b =7 0
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