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Aufgabe 5:  [Riemann-Summen]

Betrachten sie die linksseitige Riemann-Summe R!, mit n Punkten zur numerischen Integration im
Intervall [0, 1] der drei Funktionen

filx)=z , fo(r)=+x und f3(z) = sin(nz).

(a) Ermitteln sie fiir die drei Funktionen das jeweilige Stetigkeitsmodul w und damit obere Schranken
fiir den Quadraturfehler.

(b) Berechnen sie fiir n = 4, 16,64, 256,1024 die jeweilige Riemann-Summe R f; und den exakten
Quadraturfehler B, f; = |RL f; — I f;|.

(c) Plotten sie jeweils Aufwand (n) gegen Genauigkeit (E, f;) in einen doppelt logarithmischen Plot
und ermitteln sie so die ndherungsweisen Konvergenzraten.

Aufgabe 6:  [Orthogonalpolynome]

Es sei
b
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ein gewichtetes Skalarprodukt mit positiver Gewichtsfunktion w. Weiterhin sei P der Raum der
Polynome vom Grad kleiner oder gleich k mit reellen Koeffizienten. Die Elemente einer Folge von
Polynomen {Pj}r C P vom exakten Grad k heissen Orthogonalpolynome iiber [a,b] beziiglich der
Gewichtsfunktion w, falls gilt

(Pi, Pj) = 045(5;, ).

(a) Zeigen Sie, dass es zu jedem gewichteten Skalarprodukt der obigen Gestalt eindeutig bestimmte
Orthogonalpolynome Pj € Pj mit fithrendem Koeffizienten 1 gibt und dass diese der Drei-Term-
Rekursion

Pk(t) = (t + ak)Pk,l(t) + kak,Q(t) firk=1,2,...

mit den Anfangswerten P_; := 0, Py := 1 und den Koeffizienten

_ (Pe1, Pea)
(Pr—1, Pr—1) (Py—2, Pr—2)
geniigen.

(b) Zeigen Sie, dass das Polynom Py, aus Teilaufgabe (a) genau k einfache Nullstellen in ]a, b[ besitzt.
(c) Sei f € C?"*2[a,b] mit —co < a < b < oo und SUPye|a,5] 1F®B ()| < oo fiir k= 0,1,...,2n + 2.

Zeigen Sie, dass dann fiir den Approximationsfehler der Gaufl-Quadratur

E(F)] < (Past, Posa) sup Hor Ol

gilt.
(d) Es sei die GauB-Quadraturformel
3
QU) = _wif(w:)
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mit w; = wg = 5/9,wy = 8/9,—x1 = x3 = /3/5,22 = 0, zur Auswertung von f_ll f(x)dx
gegeben. Zeigen Sie, dass die Quadraturformel exakt fiir alle Polynome bis zum Grad 5 ist.



