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1 Grundlagen

1.1 Integrale
Wiederholung aus der Analysis:

e Riemann-Integrale — konstruktiv

e Lebesgue-Integrale — nicht konstruktiv

Eindimensionaler Fall

Fiir eine Funktion f: [a,b] — R wird das Integral

If:/abf(x)dx

iiber die Riemann-Summe

R, = Z(xi-H — ;) f(&),
i=1

definiert, wobei a = 1 < 2 < ... < &, < Tp41 = b eine Unterteilung von [a,b] in n Teilintervalle ist
und &; € [z, x541] fiir 1 = 1,2,...,n ist. Falls alle Folgen {R,,} mit

A, = max{ry — x1,...,Tpt1 — Tp} — 0 fir n — o0

gegen den gleichen Grenzwert R streben, dann ist f Riemann-integrierbar auf [a, b] und

b
If:/ f(z) dz:=R

Bedingungen fiir Riemann-integrierbarkeit:
o f ist stetig auf [a, b] oder
e f ist beschinkt auf [a,b] und stetig bis auf an abzéhlbar vielen Punkten

Mehrdimensionaler Fall

Fiir eine Funktion f: B ¢ RY — R wird das Integral

[f:/Bf(x) dr mit x = (x1,...,2N),

wobei das Gebiet B = [a1,b1] X ... X [an,by] C RY der N-dimensionale Hyperwiirfel sei, iiber die
Riemann-Summe

Rnf = Z UOI(Cll,mJN)f(fll,~~~,lzv)

definiert. Hierbei sind aj = xgk) < xgk) <. . < mg? < a:;’?“ = b fir k=1,2,..., N Unterteilungen der

Intervalle [ag, b in ny,...,ny in Teilintervalle, sowie
Ciy,in = [xl(ll)wl(lli_l] X ... X [ml(g),xl(gil] mit I, =1,2,...,n; fir k=1,2,...,N
eine Partition P von B in n =ny - ... - ny Teilwiirfel und

Ehin €0 an CRY fiir €y, €P



ist. Falls alle Folgen {R,,} mit

A, = max{diam(Cy,,. 15),Cly..ixy € P} =0 fiir n — o0

.....

gegen den gleichen Grenzwert R streben, dann ist f Riemann-integrierbar auf B und
If:/ f(z) dx =R
B

Riemann-Integrale konnen auch fiir allgemeinere Gebiete definiert werden. Falls das Gebiet B beschrinkt
ist, dann gibt es einen Hyperwiirfel

[al,bl] X ... X [CLN,bN] D) B

und das Riemann-Integral von f iiber B ist definiert als das Riemann-Integral der Funktion cp f mit der
charakteristischen Funktion

1 z€B
CB(I):{O ¢+ 4B

Das Integral der konstanten Funktion

/B 1 dz = vol(B)

muss dabei existieren, d.h. B muss Jordan-messbar sein.
Bedingungen fiir Riemann-integrierbarkeit:
o f ist stetig auf B oder

e f ist beschankt auf B und stetig bis auf an einer Teilmenge vom Mafl 0

1.2 Eigenschaften

Es sei R(B) die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen auf einer beschréinkten, messbaren Menge
B C R¥, dann gilt fiir R(B):

e Vektorraum: fiir alle c € Rund f,g € R(B) gilt ¢f € R(B) und f + g € R(B), das heifit R(B) ist
ein Vektorraum

e Absolutstetigkeit: fiir f € R(B) ist auch |f| € R(B), denn |f]| ist tiberall dort stetig, wo auch f
stetig ist

Weiterhin besitzt das Riemann-Integral I f die folgenden Eigenschaften:

e Linearitét: die Abbildung I: f — If ist ein lineares Funktional, d.h. I(f + ¢g) = If + Ig und
I(cf) =clf

e Positivitit: ist f(z) > 0 fiir alle x € B, dann ist If >0

e Additivitat bzgl. Partitionierung: wird B in paarweise disjunkte Teilgebiete By, ..., B; zerlegt,
dann gilt

/f(x)da:: F@) det. .+ [ f(2) da
B B, B,

Beispielsweise gilt



b c b
/f(x)dx:/ f(l“)dff-k/ f(x) dr falls a<c<b

Da diese Formel aber auch fiir alle ¢ giiltig ist, definiert man

/baf(z) dx_/abf(x)d;z:

sofern f € R([min{a,b, ¢}, max{a,b,c}]) ist.

1.3 Integration und Differentiation

Sei f integrierbar auf [a, ], dann ist fiir ¢ € [a,b] die Funktion

tn—>/f

ein unbestimmtes Integral von f, das sich nur in der Wahl von ¢ um eine Konstante von anderen unbe-
stimmten Integralen unterscheidet. Falls f stetig an tg € [a,b] ist, dann ist jedes unbestimmte Integral
von f differenzierbar an tg und es gilt

e dw)/ (to) = f(to).

Falls f stetig auf ganz [a, b] ist, d.h. f € C°([a,b]), dann ist jedes unbestimmte Integral von f differen-
zierbar auf [a,b] und seine Ableitung gleich f.

Eine differenzierbare Funktion F': [a,b] — R mit

F'(z) = f(x) fiir alle z € [a,b]

heiflit Stammfunktion von f. Fiir beliebige zwei Stammfunktionen F, G, der gleichen Funktion f gibt es
eine Konstante ¢ € R mit

F(z) = G(x) + ¢ fiir alle z € [a,]].

Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung: Ist f: [a,b] — R integrierbar und F' eine Stammfunk-
tion von f, dann gilt

/tf(x) dz = F(t) — F(s) fiir alle s,t € [a,b]

1.4 Transformationen
Partielle Integration

Sind f, g differenzierbar, sowie f, g’ und (fg)’ integrierbar auf [a, b], dann ist auf f’g integrierbar und

/ f(@)g(x) dz = F()g(b) — F(a)g(a) — / f(@)g' (@) da

Transformationssatz (eindimensional)

Sei v [a,b] — R eine differenzierbare Funktion mit Yla,b] = [a,b]. Ist ¢’ integrierbar auf [a,b] und
Y'(z) # 0 fiir = € [a,b], dann ist f: [a,b] — Rgenau dann integrierbar, wenn (f o)1 integrierbar auf
[@, ] ist. Das Integral von f ist dann gegeben als



¥(b b
/ ﬂ@mz[ﬂMWW@ﬂ
) a

Y(a
Falls ¢ stetig auf [a,b] ist und ¢'(Z) # 0 fiir alle 2 € [a, b], dann ist 1" entweder strikt positiv oder strikt
negativ auf [a, b] und

falls ¢/ >0 dannist a =1(a) und b= (b)
falls ¢/ <0 dannist a=1(b) und b=1)(a)

Damit ist

b b
[ @) do= [ @) (e da
Transformationssatz (mehrdimensional)

Die Jacobi-Matrix einer differenzierbaren Funktion v/: B C RY — R mit den N Komponenten ¢;: B — R
firl=1,..., N ist gegeben als

Y1 (%) YN (Z)
0T e 0%
J(f) = : .
oT N et oT N

Seiy: B ¢ RN — R nun eine stetig differenzierbare, bijektive Abbildung von B auf B mit nichtsingulirer
Jacobi-Matrix, d.h.

det(J(z)) # 0 fiir alle z € B,
dann ist fiir jede integrierbare Funktion f: B C RV — R die zusammengesetzte Abbildung

|det(D)|(f o)

integrierbar auf B und
1f = [ 1) do = [ et J@)] f(0(@) da.
B B
Beispiel 1. (Linear affine Transformationen): Ist

V(Z) = Az +b mit Ac RN pbeRY,
dann ist det(J(Z)) = det(A) unabhdingig von T und damit

If:/ @) dx:|detA|/ F(AZ +b) dz
B B
Beispiel 2. (Sphirische Koordinaten): Ist

(1,1, ON—2,6N—1) ERY x [0,7) x ... x [0,7) x [0, 27]

mat
Ty = rsingisings...singy_gsingy_ssinpy_1,
To = rsing;sings...singdy_ssinpy_ocosdy_1,
T3 = rsing;sings...singpny_3cosPN_o9,
TN_1 = 7TSin¢ggcos oo,
TN = TCOS¢q,



dann ist

|det J(r, 1, ..., on—1)| =V 1 (sin )N 2 (sin o)V 3 ... - (sinpy_3)?singn_o
Iterierte Integration
Sei f: B ¢ RY — R integrierbar mit N = N; + Ny (RY = R™M x R¥2) und die Gebiete B; und
Bs(z1),21 € By definiert als
By ={z; e RV : ({z1:} x RM™)N B # 0} und
By(z1) = {x2 € RN? @ (21,25) € B} fiir z; € By,

dann kann I f iteriert werden, das heifit

/Bf(x) dx = /B1 /BZ(wl)f(xl,xQ) dxodxy,

sofern alle interen Integrale

/ f(z1,72) dxo
BQ(Il)

existieren. Die iterierte Integration kann auch wiederholt werden:

/f(x)dx:/ / / / flzy,...,zx) dek ... .dxy
B B1 Bz(wl) B3($17$2) BK($1,~~7£UK)

1.5 Uneigentliche Integrale

Bisher waren das Gebiet B und die Funktion f beschrinkt, wodurch eigentliche Integrale definiert wurden.
Uneigentliche Integrale entstehen als Grenzwert von Folgen eigentlicher Integrale.

Unbeschrinkte Gebiete

Ist f: [a,00) — R integrierbar auf allen beschrinkten Teilintervallen [a, 8], dann ist das uneigentliche
Integral von f auf [a,00) definiert als

/:O f(z) de := lim /j f(z) dx,

B—00

sofern der Grenzwert existiert. Das analoge Vorgehen ist auch fiir (—oo,b] méglich und damit ist

/_O;f(x) dx::/_;f(:c) dx+/jof(x) dr fir v€R,

sofern die beiten uneigentlichen Integrale existieren, und diese Definition ist dann unabhéngig von .
Unbeschrinkte Funktionen
Ist f: [a,b) — R integrierbar auf allen Teilintervallen [a, 5] C [a,b) und f unbeschrinkt an b, dann ist
b B
/ f(x) dz = lim / f(x) dz,
a B—=b" Jq

sofern der Grenzwert existiert. Das Analoge Vorgehen ist natiirlich auch bei @ moglich. Ist f unbeschriankt
an einem inneren Punkt ¢ € [a, b], aber integrierbar auf allen Teilgebieten [a,v~] C [a,c) und [yT,b] C

(¢, b], dann ist
[ s = [rw ars [ s an



sofern die beiden uneigentlichen Integrale existieren.
Mehrdimensionaler Fall

Sei Sy die Menge der Singularititen von f: B C RY — R, wobei f iiber jede messbare Teilmenge Bg C B,
fir die der Abschluss von Bg und Sy disjunkt sind, (Cl Bg) NSy = 0, integrierbar sei. Weiterhin seien B
und/oder f unbeschrinkt (also Sy sei nicht leer). Sei dann By C B C ... eine beliebige Folge messbarer
Mengen, sodass

ClB)NSy =0 fir 1 =1,2,...
gilt und B\ Sy = B; UBy U.... Falls nun fiir jede solche Folge {B;} die Folge {R;} definiert als

R = f(z) dz
B

den gleichen Grenzwert R hat, dann ist f uneigentlich integrierbar iiber B und es ist
/ f(z) dz:=R
B

Eigenschaften

Das uneigentliche Integral ist wie das eigentliche Integral linear und positiv. Auch die Transformationen
sind genauso anwendbar. Als Ausnahme gilt lediglich: falls f uneigentlich integrierbar ist, dann ist nicht
notwendigerweise | f| uneigentlich integrierbar.

Verallgemeinerungen des Integralbegriffs sind:
e Cauchy-Hauptwerte
e Hypersinguliire Integrale (Hadamard-Integrale)

e Kurven- und Oberfldchenintegrale

1.6 Integrationsprobleme

Problemstellung
Berechne fiir f: BC RY - R

If = /B f(@) d

wobei die Integrale als eigentliche oder uneigentliche Riemann-Integrale existieren. In vielen Anwendungen
betrachtet man gewichtete Integrale

Lof = I(wf):/ w(@) (@) da,

B

wobei w(z) oft nichtnegativ ist, w(z) > 0 fiir alle € B, oder oszillierend ist. Oft ist (im Gegensatz zu

)
/Bw(x) dz

bekannt. Eine Gewichtsfunktion heifit dabei zuléssig, falls I,,p fiir alle Polynome p existiert. Oft sind in
Anwendungen viele Integrale bei variierenden f aber gleichem w zu lésen.

Standard-Integrationsgebiete



Gebiet Notation Definition

Ganzraum RY zeRY

Einheitswiirfel Cn reRYN 2]l <1
Einheitskugel Sn reRN 1 |z]2 <1
Einheitskreuzpolytop Gy reRN i 2] <1
Einheitssimplex Tn reRYN i |z]p <1,z >0

Standard-Gewichtsfunktionen

Intervall Gewichtsfunktion Name

[—1,1] 1 Legendre

[-1,1] (1 —22)*1/2 Tschebyscheff (1./2. Art)
[0, 00) exp(—x) Laguerre

(—00,00)]  exp(—x?) Hermite

Mehrdimensionale Gewichtsfunktionen fiir Produktgebiete B = [a1,b1] X ... X [an, bn] sind oft Produkte
eindimensionaler Gewichtsfunktionen

Beispiele hierfiir sind
o fiir RY : e~ llzlh

o fiir RN : eIzl
1.7 Quadraturverfahren

Eingabedaten

e Integrand f, Integrationsgebiet B
e Genauigkeit, Verlisslichkeit

e weitere Eigenschaften, z.B. Positivitit, exakte Integrierbarkeit

Integrand
e Funktionswerte f(z1),..., f(zy) sind nur fiir fest vorgegebene Punkte z; € B,i = 1,...,n erhéltlich
(systematisch oder unregelméfig)
e Die Funktion kann an beliebigen Punkten x € B ausgewertet werden (Unterprogramm, Orakel)

e explizite Darstellung von f bekannt (symbolische Manipulationen méglich)
Zusatzinformationen zum Integrand

o Glattheit von f (Differenzierbarkeit)
e Schranken von f, Schranken der Ableitungen
e Ableitungen explizit bekannt

e Informationen zu Punkten x, an denen sich f aulergewohnlich verhélt (singulér, unstetig, reduzierte
Differenzierbarkeit)



Integrationsgebiet

e Standardgebiet

o Iterierte Darstellung

b1 pba(xy) b (21, TN —1)
If:/f(l‘)dJZZ/ / / f(xl,...,xN)da:N...darl
B a1 Jaz(z1) an (%1, TN-1)

.....

spezifiziert {iber die 2N Funktionen ay, by : RF"! - R, k=1,...,N
e Randdarstellung von B (explizit, implizit, parametrisiert)

e Orakel: z € B
Genauigkeit und Verlisslichkeit

e Genauigkeit: Input: f, B Fehlertoleranz ¢, Output: Qf mit |Qf — I[f| <e

o Verlésslichkeit: Wahrscheinlichkeit, dass das berechnete Ergebnis die Genauigkeitsanforderungen
erfiillt

Algorithmus

e Linearer Aufwand fiir Quadraturformeln Q. f = Y., ¢; f(x;)

e Maximaler Aufwand vorgegeben: Abbruch nach vorgegebener Rechenzeit
Vorverarbeitung

e Transformationen
e Zerlegungen

e Reihenfolge bei iterierter Darstellung
Software

e Bibliotheken: NAG, IMSL, Quadpack
e Pakete: Maple, Mathematika, Matlab



2 Eindimensionale Quadraturformeln

Ziel: berechne das Integral einer reellen Funktion

If:/:f(x)dac

mittels einer Quadraturformel

Qnf =Y cif(x)
=1

mit Stiitzstellen z; und Gewichten ¢;,2 =1,...,n.

Klassifikation
e symmetrisch: 1 < 29 < ... < zp,x; = (a+b)—xp_sy1und ¢; = ¢pyqq fliri =1,2,..., [ (n+1)/2]
e gleichgewichtig: ¢c; =co = ... =¢,

e geschlossen: 1 = a,z, = b

e offen: 1 > a,xz, <b

2.1 Riemann-Summen
Ansatz: zerlege das Intervall [a,b] in n Teilintervalle [z;,z;41] gleicher Lénge mittels z; = a + ih,i =
0,1,...,n,h = b_Ta und wéhle Stiitzstellen &; € [x;_1, 2], z.B.

e rechtsseitig: R] f := Z(Z‘z —xio1)f(x;) = hz f(z;) oder
i=1 i=1

e linkssseitig: R. f := Z(glcZ —xi—1)f(xic1) = hZf(xi_l)
i=1

i=1
Diese Riemann-Summen sind gleichgewichtige Quadraturformeln und werden auch Rechteckregeln ge-
nannt. Man erhiilt Konvergenz R” f, Rl f — I f fiir n — oo.

Zur Bestimmung von Fehlerschranken definiert man fiir stetiges f den Stetigkeitsmodul

w(f;6) == max{|f(z1) — f(w2)] : 21,73 € [a,b], |21 — wa| < 6}
Satz 1. Sei f € C[a,b], dann gilt

IRZ—IﬂS(h—Mw(ﬁb_a)

n

Beweis.

R, —If] =

hZf(sm) — f(z) da
S [ G - sy as
) - f@)] de <

< Z/mw(f;h) dxnhw(f;h)(ba)w<f;ba) O
i=1"Y%i

<

IN

n

Analog erhiilt man die Fehlerschranke fiir R,. Diese Fehler treten im schlechtesten Fall (worst case) auf.

10



2.2 Approximationsformeln

Ansatz: Wihle Polynome g = f und berechne Ig statt If. Falls dann

€

— <
g~ flloo < 5=

gilt, dann gilt fiir den Quadraturfehler

/ dxf/f ) dx

Wihlt man eine Folge (g,,), sodass g, — f fiir m — oo gilt, dann erhilt man Konvergenz.

|[Ig—If|=

</ 9(2) — f(@)] dz < (b—a)lg — fllw <€

Beispiel 3. (Bernstein-Polynome) Fir f € C[0,1] konvergiert die Folge

SHONORES

7

der Bernstein-Polynome By(f) uniform gegen f und es gilt

[ -5 () [0 5 ()

=0

Die resultierende Quadraturformel ist die Mittelpunktregel x; = %7 = die jedoch keine Verbesse-

rung tuber den Rechteckregeln bringt.

d+1’

Beispiel 4. (Taylor-Reihe) Betrachtet man die Taylor-Entwicklung von f um den Punkt 0

f(z) = £(0)+ f'(0)x + @xz +.oF f(i;!(o)xd+...

dann gilt

f//(o f(4)(0) f([d/2J) 0

mit dem Taylor-Polynom Ty und fir f € C4H1[—1,1] gilt

@) = Tl 50)@)| < rethlaf®™ fir @€ [-1.1]

und damit

Md+1

Gewichtete Integration

Bei gewichteten Integralen wahlt man wiederum ¢ =~ f und berechnet

If = / yao= | " w(@)g(a) de = Lg.

Fiir den Quadraturfehler gilt dann

/ " w(w)g(w) da - / " w(&)f(g) d

11

b
g — Tuf] = < / (@) - 19(z) — f(@)] dz < wlllg — Flloe




2.3 Polynominterpolation

Ansatz: Wihle ein Interpolationspolynom P,,_; € P,_1, sodass

Po_i(x;) = f(x;) fiir i=1,...,n
ist. Die Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynoms ist dann

n

Pooa(z) = f(@i)Ln-1(x) mit Ly_1:(z) =[]

i=1 j=1
J#i

LL'—{L‘j

fir i=1,...,n
Ti — Tj
Mit

n

IwPu_y = /abw(z)Pn_l(x) dr = Z/abw(a:)Ln_u(:z:) dx

i=1
folgt fiir die Gewichte der Quadraturformel @, f := [, P—1

b
I :/ w(x)Lp—1,(z) de fir 1=1,...,n

Als andere Herleitung kann man die Gewichte cy,...,¢, so wihlen, dass @Q,f die Basisfunktionen
{bo,...,by_1} des Polynomraums exakt integriert. Fiir die Monombasis {1,z,2?%,...,2" "1} folgt dann
das lineare Gleichungssystem

b
cat+ea+...te, = / w(z) dz
a
b
Ty + oo+ ...+ cpr, = / w(z) z dz
a
B b
i M a4 et = / w(x) 2" dx
a
das Momentengleichungen genannt wird. Die entstehende Matrix ist die Vandermonde-Matrix V(x1, ..., z,),
mit Determinante
n i—1
det V(xy,...,2n) = H 1_[(95z —xj).
i=2j=1
Falls die Stiitzstellen z1,...,z, disjunkt sind, dann ist V nichtsinguldr und die Gewichte ci,...,c,

geniigen den Momentengleichungen. Die Quadraturformel @, f integriert damit die Monome bis zum
Grad n — 1 exakt.

Interpolatorische Quadraturformeln

Eine Quadraturformel heifit interpolatorisch falls
e entweder die Gewichte als Integrale der Lagrange-Polynome gegeben sind
e oder die Gewichte die Momentengleichungen erfiillen

Eine interpolatorische Quadraturformel berechnet damit das exakte Integral des Interpolationspolynoms
durch die gegebenen Stiitzstellen. Fiir den Quadraturfehler gilt dann

|an - wa| = |Ian71 - wal < Hw”lHPnfl - fHoo
und fiir f € C"[a,b] gilt

12
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Affine Transformationen

Ein Punkt 7 € [a,b] kann auf 2 € [a, b] durch

1 b
xr=~vZ+f bzw. T=—(x— ) mit T=3 B=—=
v
abgebildet werden. Damit gilt dann

/ () f () dr = / ' w@)F@) o

mit w(z) = w(yZ + B) und f(Z) = f(yZ + B). Die Quadraturformeln sind dann im transformierten und
untransformierten Fall

mit z; = vZ; + B,¢; = ¢ fir i =1,...,n und E(f) :yE(f).

Einfache interpolatorische Quadraturformeln

Stiitzstellen Klasse
dquidistant Newton-Cotes-Formeln
mit Endpunkten offene
ohne Endpunkte geschlossene
Nullstellen orthogonaler Polynome | Gaufl-Formeln
Legendre GauB-Legendre
Laguerre Gauf3-Laguerre
Hermite Gauf3-Hermite
Nullstellen von
P,_1(z) + P,(x) Radau-Formeln
(22 —1)P!_ () Lobatto-Formeln
Tschebyscheff-Polynome Clenshaw-Curtis-Formeln
Extrema praktisch
Nullstellen klassisch

Eine Quadraturformel hat den Exaktheitsgrad D, falls gilt

QnzF =I,2% fir k=0,...,D und QpaP*! # I,zP*.
Satz 2. Jede n-Punkt Quadraturformel Q,, mit Fxaktheitsgrad D > n — 1 ist interpolatorisch
Beweis. Ist der Exaktheitsgrad D > n — 1, so sind die Momentengleichungen erfiillt. O
Satz 3. Jede Quadraturformel Q, mit Exaktheitsgrad D > 0 erfillt

Quf = Lo f < (lwlly + > leil) - €p(f)
i=1
mit

13



ep(f) == mf|[[|[Pp — flleo : Pa € Pp

Fulls alle Gewichte nichtnegativ sind, dann gilt
|an - wa‘ < (lell + Iw) ’ €B(f)
Beweis. Fiir alle Polynome Pp € Pp gilt Q,,Pp = I, Pp und damit ist

|an_-[wf| = |an_QnPD+QnPD_IwPD+IwPD_wa|S
> |Q71f*QnPD‘+IwPD*wa|:|Qn(PD7f)|+|Iw(PD7f)|

N

Fiir diese beiden Terme gilt

Qn(Pp — Z (Pp(zi) = f(z:))| < Z |cil|[Pp (i) — f(x:)| < [|[Pp — fllooz lcil
b b
[Lw(Pp = f)| = / w(x)(Pp(z) — f(2)) dr| < / [w(@)[[Pp = flleo dz = [Jw][1[|Pp = flle

und damit insgesamt

Qnf — Tuf| < (lell + Ci|> 1PD = flloo-
i=1

Die schérfste Fehlerschranke erhélt man mit dem besten Approximationspolynom Py, € Pp beziiglich der
Lo-Norm:

IPD = flloe =: €p(f)-

Falls die Gewichte ¢; > 0 sind, dann ist

Z\cl|—ZcZ / x) dx = I,

da die Quadraturformel @),, nach Voraussetzung fiir das konstante Polynom Py = 1 exakt ist. O

Konvergenz

Falls die Gewichte alle positiv sind, ¢; > 0 dann konvergiert @, f — Iy fiir n — oo fiir alle Integranden
f € Cla,b], da nach dem Satz von Weierstrass ef,(f) — 0 fiir D — oo gilt. Es gilt sogar Konvergenz fiir
alle Riemann-integrierbaren Funktionen f € RJa, b].

Weiterhin gilt

ep(f) <ep_y(f) firalle DeN,

das heiffit der Fehler fillt mit wachsendem D. Den maximalen Exaktheitsgrad bei positiven Gewichten
erreichen die Gauf-Formeln.

Satz 4. Falls D > 2n—1, dann gilt ¢; >0 firi=1,...,n
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Beweis. Da die Quadraturformel @Q,, exakt fiir P, ist, ist sie auch exakt fiir die Lagrange-Polynome

L72171,j €Py, o fir j=1,...,n
Damit gilt
b n
o< / w(x)L,zL_Lj(:L’) = ZciLi_Lj(:ci) =¢; fur j=1,...,n
@ i=1
O
Konvergenzrate

Es gelten die folgenden Abschétzungen:

ep(f) < Crw (f; bQ—Da> fiir alle f € Cla, b]

en(f) < 0

fiir alle Lipschitz-stetigen f

E(p _ \k
ep(f) < o M 0n

wobei die Konstanten C7, Cy, C3 unabhéngig von f sind.

fiir alle f € C®a,b], k € N, mit |f*)| < M,

Hat man keinerlei Information iiber die Glattheit der Funktion, dann existiert, selbst wenn Q,f — If
fiir n — oo gilt, fiir jede (beliebig langsam) konvergierende Folge (A\,), A\, € R, A, > 0,1imy, 00 Ay, = 0
eine Funktion f € Cfa,b], sodass

|Qnf —I1f] > A, firalle neN
noch langsamer konvergiert.

Newton-Cotes-Formeln

Die geschlossenen Newton-Cotes-Formeln Q),,,n = 2,3, ... verwenden dquidistante Stiitzstellen x; = a +
(i — 1):’;’1. Fiir Q9 und @,, mit n > 11 treten negative Gewichte auf. Es gilt sogar

n
Z|cz(-n)| — oo fir n— oo

i=1
Die Newton-Cotes-Formeln sind damit instabil und man erhélt keine Konvergenz fiir analytische Funk-
tionen. Die offenen Newton-Cotes-Formeln @,,,n = 1,2, ... verwenden als Stiitzstellen x; = a + zfg_‘}

Clenshaw-Curtis-Formeln

Die Clenshaw-Curtis-Formeln verwenden als Stiitzstellen die Nullstellen

2i—1
xl-:cosu fir i=1,2,...,n
n
oder die Extrema
—1
xi:cosu fur ,9=1,2,...,n
n—1

der Tschebyscheff-Polynome. Fiir die Legendre-Gewichtsfunktion w = 1 erhélt man immer positive Ge-
wichte und somit Konvergenz fiir alle stetigen Funktionen. Fiir w € Lyla,b mit p > 1 erhdlt man
sogar Konvergenz fiir alle Riemann-integrierbaren Funktionen. Der Exaktheitsgrad der Clenshaw-Curtis-
Formeln ist D = n — 1. Fiir die Extrema der Tschebyscheff-Polynome sind die Clenshaw-Curtis-Formeln
geschachtelt, das heiBt beim Ubergang von n — 2n — 1 miissen nur n — 1 neue Finktionswerte berechnet
werden.
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2.4 GauB-Formeln

Alle interpolatorischen Quadraturformeln @,, besitzen einen Exakheitsgrad D > n — 1. Die Gewichte
werden dabei fiir gegebene Stiitzstellen so gewéhlt, dass alle Polynome bis zum Grad n—1 exakt integriert
werden. Nun wihlt man die Stiitzstellen und Gewichte gemeinsam und erhilt so einen Exaktheitsgrad
von D = 2n — 1, die Quadraturformeln sind also wieder interpolatorisch. Die Gewichte werden dabei wie
bisher iiber die Momentengleichungen bestimmt.

Bestimmung der Stiitzstellen
Die Wahl der Stiitzstellen ist jedoch nicht ganz leicht. Sei Ps,_1 € Pa,_1. Mit dem Euklidischen Algo-
rithmus kann Ps,,_; dann aufgeteilt werden in

Pyp1 = r(x)w,(z) + s(x)

mit r,s € P,,_1 und

wp(z) = (@ —z1) - (x—22) - ... (T — 2p)

mit noch unbekannten Stiistzstellen x4, ..., z,. Daraus folgt dann fiir das Integral iiber Ps,_1

/abw(x)Pzn—l(z) dx /abw(:c)r(x)wn(x) dx + /:w(x)s(x) dr —

= > cr(@dwn(@) + Y cis(@:) + E(Pan1) = Y cis(xi) + E(Pan—1),
i=1 i=1 i=1
da wy,(x;) =0 fiir i = 1,...,n ist. Falls die Stiitzstellen so gewihlt werden, dass fiir alle r € P,,_4

b
/ w(z)r(x)wy(z) de =0 (*)

gilt, dann fithrt die Wahl der Gewichte nach dem Interpolationsprinzip zu

/ " w(e)s(a) di = gm

also zu E(Py,—1) = 0 fiir alle Py,_1 € Py,_1. Die Frage ist nun: kénnen die Stiitzstellen so gewéhlt
werden, dass (*) erfiillt ist?
Orthogonale Polynome
Das gewichtete Lo-Skalarprodukt auf Funktionen ist gegeben als
b

(R@W:M@@:/w@W@@mM

a

fir alle P,@ € P. Die von dem Skalarprodukt abgeleitete Norm ist dann
[1Pllw = (P, P)w

Zwei Funktionen P, (@ sind damit w-orthogonal, falls gilt

b
1(PQ) = [ w(@)P()Q(s) dz =0
und w-orthonormal, falls || P, = ||@|lw = 1. Die Menge der w-orthogonalen Polynome sei

{Pw — P;U’d:1727} mit degpélj:d

16



Fiir orthogonale Polynome gilt die Rekurrenzformel

Py = (aqx — ba)Py —cqPy, fiir d=0,1,2,...

mit

aq 75 0
(@Py, Py w
by = ~dotd)woghog_0.1,2,...
IPZI%
Pw2
0y = o IPPls o

aa—1 [Py 113

w

Fiir ag = 1 sind die Polynome normalisiert (haben als hochsten Koeffizienten Eins), die Koeffizienten ¢,
sind positiv un die Tridiagonalmatrix

by /o1
Vel by Ve2

VCen—-1

Cp—1 bn—l

ist die Jacobi-Matrix n-ter Ordnung fiir w. Die Nullstellen orthogonaler Polynome sind einfach, reell und
im Inneren von [a,b]. Sie sind die Eigenwerte der Jacobi-Matrix J¥. Die Gewichte sind ¢; = xfﬂ,i =
1,2,...,n, wobei (2;1,...x;,) der i-te Eigenvektor von J¥ ist.

Eigenschaften
Die Gauf3-Formeln

n

Gy = Z cif (z:)

i=1

e sind die eindeutigen interpolatorischen Quadraturformeln mit n Punkten, die als Stiitzstellen die
Nullstellen der w-orthogonalen Polynome P} verwenden

e werden nach der Gewichtsfunktion benannt: Gaufi-Legendre (auch einfach nur Gau$l), Gau-Laguerre,
Gauf3-Hermite, ...

e sind nicht exakt fiir (P¥)? € Py, da die Stiitzstellen von G¥ die Nullstellen von P sind und damit
GY((P™)?) =0 ist, jedoch I, ((P")*)#0
e erreichen den maximalen Exaktheitsgrad D = 2n — 1 fiir n-Punkt Quadraturformeln, sofern die
Gewichtsfunktion w zuldssig ist

e konvergieren gegen das exakte Integral, G¥ f — I, f fiir n — oo fiir alle Funktionen f € Cla,b]
Erweiterungen

e GauB-Formeln fiir nicht-positive Gewichtsfunktionen (kein Skalarprodukt)

e GaufB-Formeln mit vorgeschriebenen Punkten:
Radau: z1 = a oder 1 = b = 2n — 1 iibrige Parameter = D = 2n — 2
Lobatto: 1 = a und x5 = b = 2n — 2 iibrige Parameter = D = 2n — 3
Sind fiir alle zuléssigen Gewichtsfunktionen konstruierbar
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e Geschachtelte Gau-Formeln: die Gauf}-Formeln sind i.a. aufler evtl. am Nullpunkt nicht geschach-
telt. GauB-Kronrod-Formeln: schreibe die n Stiitzstellen von G,, vor und berechne n + 1 Punkte,
sodass der Exaktheitsgrad maximal wird (n + 14 2n + 1 = 3n + 2). Die neuen Stiitzstellen liegen
dann in (a,z1), (x1,22),..., (T, b), sie existieren aber nicht fiir alle Gewichtsfunktionen.

e die Gau-Patterson-Formeln sind die rekursive Erweiterung der Gauf3-Kronrod-Formeln, sie exis-
tieren aber nur in wenigen Fillen, z.B. fiir das Legendre-Gewicht und die Folge an Punkten
1,3,7,15,31,.. .. Die Gauf}-Patterson-Formeln sind geschachtelte Quadraturformeln mit maximalem
Exaktheitsgrad

Gauf3-Formeln mit vorgeschriebenen Punkten
Allgemeiner Ansatz: fixiere x1,...,x, und finde 41, ..., Tptm und ci, ..., Chim, sodass

n+m

Qn+mf = Z Cvf(xz) ~ wa

=1

exakt fiir D > n + 2m — 1 ist. Die Bedingung hierfiir ist

/bw(a?)v(x)wm(x)Pml(x) dx =0 firalle Py,_1 €Ppg
mit
vg)=(r—x1) ... - (x —x,) und
Wn(2) = (2= Tns1) o (@ = Tnsm),
damit Qptn exakt fiir alle P,19,,-1 € P, +2m — 1 ist.

Die neuen Stiitzstellen miissen die Nullstellen des ,,orthogonalen“ Polynoms w, (z) mit Grad m beziiglich
der Gewichtsfunktion w - v sind. Die Funktion wwv ist jedoch im allgemeinen nicht zuléssig, da v das
Vorzeichen wechselt, falls mindestens ein z; innerhalb von [a, b] liegt. Orthogonale Polynome w,, (z) mit
einfachen, reellen Nullstellen existieren somit im Allgemeinen nicht (bei den Kronrod-Formeln z.B. nur
falls w(z) = 1). Bei den Radau- und Lobatto-Formeln liegen die vorgeschriebenen Stiitzstellen jedoch am
Rand, somit wechselt v das Vorzeichen nicht in [a, b] und die entsprechenden Quadraturformeln existieren
uneingeschrankt.

2.5 Zusammengesetzte Quadraturformeln

Ansatz: integriere statt ein Interpolationspolynom, stiickweise Interpolationspolynome:

e zerlege das Intervall [a, b] in Teilintervalle und verwende einfache Quadraturformeln fiir jedes Teil-
intervall

e bestimme k + 1 Partitionspunkte, um k gleich groffe Teilintervalle zu erhalten

a
a=20<Z <...<Zp=0 mit z; :a—‘ro,j:O,l,...,]f
e verwende eine n-Punkt Quadraturformel in jedem Teilintervall [Zg, Z1], ..., [Tx—1, Zx] und erhalte
so die zusammengesetzte Quadraturformel k x @,
Eigenschaften

o Ist ), geschlossen, dann ist die Zahl der Punkte der zusammengesetzten Formel k(n — 1) + 1 (die
Partitionspunkte werden nur einmal gezihlt)
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n 1
Qnf = Zcif(xi) :/ f(z) de mit z; € [-1,1],i=1,...,n
i=1 -1

eine einfache Quadraturformel, dann ist die transformierte Formel fiir [Z;_1, Z;] gegeben durch

Tj b— n

/ f(z) de ~ a4 cif(xyy) fur j=1,2,...k
Tj-1 2k i=1

mit

Tij = Tjqp1 + (1+xz) fir i=1,...,n und j=1,...,k

2k

und damit ist

k n k n
(k% Qu)f =30 Pt S cuflag) = ot S ef o)
=1 =1

j=1i=1
Konvergenz

Satz 5. Sei Q, eine n-Punkt Quadraturformel mit Exaktheitsgrad D > 0, dann gilt fiir alle Riemann-
integrierbaren Funktionen

(kx Qu)f — If fir k— oo

Beweis. Andert man die Summationsreihenfolge zu

n k
(kXQn = Qk ZZCZ -771] Zczbkafozj

j=11i=1 =1 j=1
dann ist fiir jedes k =1,2,...und i =1,2,...,n

b—a k
z Zf(fl?v:j) (*)

eine Riemann-Summe, da z;; € [Z;_1,%;] und Z; — Z;_1 = (b—a)/k fir j = 1,...,k ist und (*) — o0
fiir K — oo. Nachdem f =1 exakt integriert wird, gilt

n
IPEE
i=1

woraus folgt

lim (k x Qn)f ch hm—fo” Zczlf—lf O

n—oQ

Konvergenzordnung

Satz 6. Ist fiir f € CP[a,b] der Quadraturfehler von Q, gegeben durch

b
Enf = Quf — / (@) de = Clb— )" fP () mit ¢ € [a,b)],

wobei C' unabhingig von a,b, und f ist, dann ist der Fehler von k x Q,

b
Euof = (kx Qu)f - / f(z) dz
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gegeben durch
lim KB, f = Co—a)? (f7D(b) = 7D (a))
das heif$t die Konvergenzordnung fir k — oo ist mindestens p.
Beweis. Der Fehler Eyyq, f ist die Summe der Fehler in jedem Teilintervall
p+1 k

r b—a\"t b—a
Fraf =Y C(F) 1@ =c("F1) V) mit €l
j=1 j=1

und mit Grenzwert

. b—a
kinolo k

k b
S 10E) = [ 1@ do= 17V - 17 00)
=1 a

Solche Fehlerschranken existieren beispielsweise fiir die Newton-Cotes-, Gaufl- und Clenshaw-Curtis-
Formeln. Da @,, mindestens Exaktheitsgrad D = p — 1 besitzt, gilt fiir den Quadraturfehler

Erxq,(f) =0(k™"71)

Zusammengesetzte Trapezregel

Wendet man /-mal die Trapezregel an ergibt sich

Tlle:>Tlfh(;f(a)+f(a+h)+...+f(a+(l1)h)+;f(b)>

mit Maschenweite b?—a und Quadraturfehler
h2 ! !/
Lf-1f~ ﬁ(f (b) = f(a))

Satz 7. (Euler-MacLaurin) Ist f € C?**'[a,b], dann ist

Tf-1f = SER(0) - fa) + RO - @)+ + 5;’;! RR(FED(0) = F2 D (@) +
b j—
+ h2k+1/a Pajia (lzj_ Z) FEH (@) da

mit den Bernoulli-Zahlen

Boy = (C1y (20 S 2(2im) S fir j=12,...

j=1

Bg = —+ ) und der Funktion

Py () = (1)1 " 2(2im) ~2F ! sin(2mia)
=1

Beweis. Betrachte
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Setze Pi(z) = x — |x] — § als stiickweise periodische Funktion mit Periode 1. Fiir k = 0,1,...,n—1 und
zusammensetzen ergibt sich

1
if(O)—i-f(l) o+ fln—=1)+ f / flz dx+/ Py(x
Die Funktion P; besitzt die Fourier-Reihe
B i sin 2mnx
™m
n=1

Integrieren fithrt zu

Ccos 2mnx >, 2sin 27nx
; Qﬂ'n . und Pg(l') = n; W Usw.

und allgemein

2 cos 27mx 2sin 2mnx
Pyj(x) y Z und  Pyji1() ) Z (2mn)2i+1

Die Funktion P, ist ein stiickweises Polynom vom Grad n und periodisch mit Periode 1. Weiterhin gilt

7/1+1(x) = Pn(x)
Pi11(0) = Pyya(1) =0 fur j =1,2,.
B
— 1 _ P2 .. .
Pyi(0) = Pyl ) Z G~ (2)) fir j=1,2,...

Weitere partielle Integration ergibt

/n Plf/(m) dx = Pg(x)f/(x)|g — /On PQ(x)fH(.T) dr = % [f/(n) o f/(O)] o An PQ(ZL’)f”( ) de

0
und

/pgf” ) dz = Py(a) " ()7 - /P V(a) de = = [ Pya) @) de

und weiter wiederholt

SFO 4+ 4 =14 55y = [ @) det SEIf )~ PO+ )~ fO]
+ (f,j’; [0 - 100 + [ Pra(e)f @) da
Die Aussage folgt dann durch Anwendung auf f(a + hx). O

Anmerkungen:

e die zusammengesetzte Trapezregel ergibt auflerordentlich gute Resultate fiir glatte Integranden,
deren ungerade Ableitungen an den Intervallgrenzen gleich sind (beispielsweise (b — a)-periodische
Funktionen. Ist @) (a) = f@)(b) fiir j = 1,...,2k — 1 und |fZ*+1)(z)| < Moy, fiir « € [a, b], dann
gilt

—a

b
Ty f —If] <C-h2**1 mit h=
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e Die Euler-MacLaurin-Formel ldsst sich weiter verallgemeinern: ist @, eine Quadraturformel mit
Exaktheitsgrad D und gleichen Gewichten an a und b (wobei auch offene Formeln zugelassen sind),
dann ist der Fehler der zusammengesetzten Formel k x Q,, fiir f € CP*1[a, b] gegeben als

p—D
(kxQu)f—1f =) ak P 9+0(k™P"),
q=1
wobei die Koeffizienten a;,...,a,—p von @, und f, aber nicht von k£ abhéngen.

Periodisierende Transformationen

Periodisierende Transformationen sind monotone Funktionen 4 : [0,1] — [0, 1] mit = ¢(Z) und

1 1
/O f(z) da = / F@) (z) de

e Polynomiale Transformationen:

Y(Z) = Dq /Ow(t(l —t)* 1t dt fir @=2,3,4,...

mit Skalierungsfaktor
-1

D, = (/Ol(t(l — 1))t dt>

Damit gilt ¢*)(0) = ) (1) = 0 fir k = 1,2,...,a — 1. Ist f € C*2[0,1], dann ist (f o 1))y’
ebenfalls € C*~2[0, 1] und alle Ableitungen bis zum Grad « — 2 verschwinden am Rand. Zudem hat
(f o)y’ eine glatte periodische Fortsetzung. Falls f geniigend glatt ist, gilt

Ti(fov))' —If =0(™%)

e Sinus-Transformationen:

Y(z) = Da/ (sin7t)*™ 1 dt fir a=2,3,4,...
0

mit Skalierungsfaktor
-1

D, = (/Ol(sinmi)al dt)

e IMT-Transformationen (nach Iri, Moriguti, Takasawa)

C

¢($)=Da/ozexp <—t(1_t)> dt mit ceR

und Skalierungsfaktor
-1

([ vl ei) 9

Mit dieser Transformation verschwinden alle Ableitungen am Rand ¢*)(0) = ¢®*) (1) = 0. Ist
f € C>[0,1], dann ist (f o)y’ ebenfalls € C*°[0, 1] und alle Ableitungen verschwinden am Rand
und (f o)y’ hat eine glatte periodische Fortsetzung.
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Diese Transformationen kénnen auch direkt auf die Quadraturformel @,,n =1 — 1 angewandt werden:

T =19 7 und ¢; = ——= fiir i=1,2,...,n

n+1

Die resultierenden Quadraturformeln sind keine zusammengesetzten Formeln mehr, aber die Folge Q1, Q3,
Qs, . .. ist geschachtelt (sogenannte IMT-Formeln). Sie sind gut bei Randsingularititen einsetzbar, da
(f o)y’ am Rand stetig differenzierbar ist. Sie fithren jedoch zu numerischen Instabilitéiten, da ¢’ sehr
klein werden kann (underflow).

Romberg-Quadratur

Durch die Euler-MacLaurin-Entwicklung sieht man die Fehlerentwicklung

Ty — If = Cyh® + Cyh* + Csh® + .. .,

wobei die Konstanten Cy, (Y, ... nur von f, aber nicht von h = h; = ”_T“ abhingen. Man kann nun

Richardson-Extrapolation verwenden, um die Konvergenz zu beschleunigen. Wihle hier zu [,,, :== 2™~ m =
1,2, ... und setze

T = Tymof
, 4iTi-t il
T, = % fir m,j=1,2,...

Die Werte TJ, kénnen dann rekursiv mit einem Dreiecksschema berechnet werden. Die Formeln T7,
besitzen dabei die gleichen Stiitzstellen, wie T, ;1 und heilen Romberg-Formeln.

Eigenschaften
o der Exaktheitsgrad ist D =25 — 1
e jede Romberg-Formel ist eine Riemann-Summe

edaD=2j—1<2 fiir j >1sind T2, T, ... nicht interpolatorisch; trotzdem konvergieren die
Folgen T7 f, T4 f,... und TO, f,TL f, ... fiir alle Riemann-integrierbaren Funktionen

e die Romberg-Formeln sind besonders gut fiir glatte Funktionen geeignet

23



3 Mehrdimensionale Quadraturformeln

Igf:/Bw(ac)f(x) dx

mit f: B ¢ RY — R. Wihrend eindimensionale Quadraturformeln meist auf Polynominterpolation
basieren, beruhen mehrdimensionale Quadraturformeln meist auf zahlentheoretischen Folgen.

Ziel: berechne das multivariate Integral

3.1 Konstruktionen
Riemann-Summen
Die multivariate Riemann-Summe ist gegeben als

Rnf = Z UOl(Cll7~~-7lN)f(glly-'wlN)

wobei P eine Partition von B in n =ny -... - ny Teilwiirfel Cj, . ;, und &, . i1y € Ciy,... 1 ist. Ist B ein
N-dimensionaler Hyperwiirfel und f stetig, so gilt fiir den Fehler

I1f = R f] < vol(B) - w (f, vollB ))

mit dem mehrdimensionalen Stetigkeitsmodul

w(f;6) == max{|f(21) — f(z2)| : 21,22 € B, |lz1 — 22| < 0},

wobei || - || irgendeine Norm auf R ist. Ist B kein Hyperwiirfel, dann ist cpf auf B’, wobei B’ ein
Hyperwiirfel ist, der B enthilt, im Allgemeinen unstetig am Rand 0B von B. Der Diskretisierungsfehler
kann dabei nicht durch den Stetigkeitsmodul beschriankt werden (die Regularitdt von OB spielt eine
wichtige Rolle). Die Konvergenz der Riemann-Summe ist in der Regel sehr langsam.

Approximationen
Analog zum eindimensionalen Fall ersetzt man f durch g und berechnet I,,g statt I, f. Fiir den Quadra-
turfehler gilt dann mit der Holder-Ungleichung

[Twg = Twf| < lwliillg = fllso

unabhéngig von der Dimension N. Man approximiert nun f durch g in der L..-Norm, beispielsweise
durch multivariate Polynome.

Beispiel 5. (Taylor-Reihe) Die multivariate Taylor-Reihe von f im Nullpunkt ist definiert als

+Z axz xn“‘Z Z 2 a.’E“a.’EZ 331133124- Z Z s! 8‘%“ . am“( ).T“ e z~+ ..

i1=1 i1=11i2=1 i1=1 is=1

Durch Integration ergibt sich dann

of
0 O K3 d )
fa) dax 10+ 3 50 [ wdos
11 1 N
wobet die Monome x;,, ..., x;, exakt integriert werden kénnen.
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3.2 Produktregeln
Zwei Faktoren

Sei B = By X By mit B; C RM und By C R und seien

n2
oy Zc @) wd QP fo =3 @ fo(a?)

i1=1 io=1
Approximationen von
Ilfl = fl(x(l))dac(l) und Igfg = fg(x(z))d$(2)
By B2

dann ist die Produktregel Q%ll) X Q%) gegeben als

1) (2 1) (2
(lel) % Q(Z) Z Z @) .( )f 51)7 52))

1,1 112 1

Satz 8. Integriert Q%ll) die Funktion f, exakt tiber By und Q%) die Funktion fo exakt tiber Bs, dann
integriert (lell) X Qgi)) das Produkt
Fat a2y = f@D) f@E) mit 2D € By und 2@ € By

exakt tiber B = By X Bs.

Beweis.
If = / f(xgl)’ Z(22) deWdr@ — / FENf(z Ef))dﬂf(l)dl'@) _
BlXBQ Bl BQ
ni
= [, f@a® | f@ae® =5 o)) )30 ) =
i1=1 ia=1
= S ) = (@ x ) O
i1:112:1
Beispiel 6. Sei B = Cy = [—1,1] x [-1,1], ;?,Q(Z) die Gauf$-Legendre-Formeln G, G,, mit Ezakt-

heitsgrad di = 2ny — 1 und dy = 2ny — 1, dann ist Gp, x Gy, exakt fir alle Polynome

Pe span{avlflx;€2 tk1 <2ng —1,kg < 2ny — 1}

also insbesondere fiir alle Polynome P € P? mit totalem Grad d < 2min{ny,ns} — 1.

Allgemeinfall

Sei B = B;j X ... x By und seien Quadraturformeln

Qi’?*z P p@®)y fir k=1,2,.. K

=1
fiir die Integranden
I fr = fe(®Ndz® fir k=1,2,...,K

By,

dann ist die allgemeine Produktformel
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ni Nk
1 k 1 k
(Q;ll) X ... X Qgi))f = Z Z cgl)...cgk)f(mgl),...7x§k))

i1=1 ip=1

exakt fiir

f(a:(l) m(k)):f(mgll))f(ng)) mit 2z € By fir k=1,...,K

11 Y Vik
falls Q1) exakt ist fiir fi iiber By, k = 1,..., K.

Die Zahl der Stiitzstellen n = ny - ... ng wichst sehr schnell an, falls N = K und Qg{? eindimensionale
Quadraturformeln sind (Fluch der Dimension).

Beispiel 7. Dimension N = 30, Zahl der Stiitzstellen in einer Dimension n, = 10 = Gesamtzahl der
Stiitzstellen n = 1030, Erhoht sich die Dimension um Fins, wdchst die Zahl der Stiitzstellen um einen
Faktor 10 an.

Iterierte Integrale

Sei

If = / flz) dx = / / f@W,2®) de®dx®™ = | fi(2V) da,
B B; J By (z(D) B,
wobei
W)= [ a®)
Ba(z(1))

Sei weiterhin 4,1, fiir jedes 2(!) € B eine stetig differenzierbare, bijektive Transformation von By auf
By (x(l)), fiir die die Jacobi-Matrix J,a) reguldr auf Bs ist. Dann ist

QWA= A

i1=1
eine Quadraturformel fiir
Il,fl = fl(x(l))dx(l)
By

Damit kann I f approximiert werden durch

ni ni

=S peE =3 CS)/ Fa®, 2 dz®.
i1=1 i1=1 Ba(z)

Ist weiterhin

na
Q2 f =3 ¢ fo(a?

ig=1
eine Quadraturformel fiir
Lyfy = fo(x®)dz®),
B

dann kann jedes der n; Integrale

/ f@M, 2@y dz® fir i1 =1,...,m
Ba(aM)
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durch die Quadraturformel Q%) transformiert auf Bs (xif)) approximiert werden

£ 2 42 ~ 2)
/Bz(:r(l)) Z

7,21

det J1), <1>( ))’f< i ,1/1 <1>( ))

und damit ist

If ~ chl) ()

11=112=1

detjl/) (1)( ())‘f( i 71/) (1)( ))

Beispiel 8. (Integration iiber ein Dreieck)

If = //(1) 2@ dzD @

Wiihle lel) und Qg?) als zusammengesetzte Mittelpunktsregel n x M auf [0,1]

mXﬂﬂfzifC_5>

n
Transformiere [—x™M), M) durch eine affine Transformation

YV 23— M (2z2) — 1),
Somit ist 1z (2?)) = 221 unabhingig von 2 und

2 1\ ¢ i1— % i — 52— 1
Quf =53 (i-g) S (M

i1=1 ip=1

Gebietszerlegung

Zerlege B = B U ...U By, in disjunkte Teilgebiete. Sind

(l)f Zc x(l) fir [=1,...,L

’Lll

Quadraturformeln fiir die Integrale
) dv = QL) f + BV (f)
B,
dann ist die zusammengesetzte Quadraturformel

QY +...+Q)f= ch

=1 14=1

und der Fehler ist

QY+ .. +QNf—If=EVf+. .. +Eyf

Eine asymptotische Fehlerentwicklung und Konvergenzbeschleunigung ist nur méglich, wenn B und By
sehr reguliir sind (Cy, Tx) und immer die gleiche Quadraturformel angewandt wird.
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3.3 Polynomiale Formeln
Mehrdimensionale Interpolation mit Polynomen

Der Polynomraum P sei die Menge aller multivariaten Polynome mit N Variablen und reellen Koeffizi-
enten. P™ ist ein linearer Vektorraum iiber R unendlicher Dimension.
Die multivariaten Monome sind die Funktionen z% - 32 .. .. le\,” und werden geschrieben als

x4 mit d = (dy,...,dy) € NY
Die Menge aller N-dimensionalen Monome
{Xd :d € Név }
ist eine Basis fiir PV, es gilt also fiir ein multivariates Polynom P

J
P=Zajxdj mit a; #0,5=1,...,J
j=1

Der Grad eines Monoms x¢ ist

degx?:=|[d|; =dy + ... +dyn

Der Grad eines allgemeinen Polynoms P ist dann

deg P := max{||d1||1,...,||ds]l1}

und die Menge der Polynome vom maximalen Grad d

PY = {PcPV: deg P < d}

ist ein endlichdimensionaler linearer Unterraum von PV, da

PY = span{x9: d e N, ||d||; < d}

und
N+d
dimPY = |[{x%, d| < d}| = ( ; ) —: dim(d, N)
Beispiel 9. Fir dim(d, N) gilt
| d=1 d=5 d=10 d=15

N=1 | 2 6 11 16

N=2 | 3 21 66 186

N=5 | 6 252 3003 15504

N=10| 11 3003 184756 3268760
Polynominterpolation
Ziel: interpoliere eine gegebene Funktion f an n Punkten xi,...,x, € RY mit einem Interpolationspo-

lynom P € PV, sodass

P(x;)=f(x;) firi=1,...,n

Ein solches Interpolationspolynom existiert genau dann, wenn die linearen Funktionale

X5, %5, ..., x5 M CPY - Rmit x}(P) = P(x;) firi=1,...,n
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linear unabhéngig iiber dem Polynomraum M sind. Eindeutigkeit gilt wenn dim M = n ist. Nach dem
Satz von Weierstrafl ldsst sich eine Funktion beliebig genau approximieren, wenn der Polynomgrad hoch
genug ist. Mit Hilfe von Jackson-Ungleichungen l&sst sich zeigen, dass auch niedrige Grade moglich sind,
wenn f glatt ist.

In einer Dimension ist die natiirliche Wahl M = PL_, und es gilt immer Existenz und Eindeutigkeit fiir
alle n € N. In N Dimensionen gilt fiir die Wahl von M = P4 Existenz nur fiir n € {dim(d, N): d € Ny}
und Eindeutigkeit nur, falls x},...,x} nicht linear abhingig iiber P sind.

Beispiel 10. Sei 1 = (0,0),29 = (1/2,1/2) und x3 = (1,1) sowie M = P? = span{l,z1,x2}. Das
Interpolationsproblem ist im allgemeinen nicht eindeutig losbar, denn alle Polynome der Form P+ \(x1 —
x9) € P2\ € R erfiillen die Interpolationsbedingungen.

Aus diesem Grund ist der Interpolationsansatz in héheren Dimensionen nicht praktikabel.
Interpolatorische Formeln

Die Fehlerschranke

Qnf = Luf| < <|w||1 + Cil) ¢p(f)
i=1

gilt fiir D > n — 1 auch wenn die Quadraturformel @,, nicht die Interpolationsbedingungen erfiillt. Der
Exaktheitsgrad einer N-dimensionalen Quadraturformel ist dabei D, falls

o Qur¢ = 1I,x% fiir alle d € N mit ||d||; < D und

o Q,x¢ # I,2¢ fiir mindestens ein d € N} mit ||d|; = D +1

Momentengleichungen
Fiir gegebene n Stiitzstellen x4, ...x, bedeutet ein Exaktheitsgrad d = D, dass die Gewichte c1, ..., ¢,
in der Quadraturformel Q,,f = Y7, ¢; f(z;) so gew#hlt werden, dass

QnPy = I, Py fiir alle P; € PY

Da I, und @Q,, lineare Funktionale sind und PdN endlichdimensional, reicht es aus zu zeigen

Qnbj = Iyb; fir j =1,2,...,dim(d, N)

fiir eine Basis {b1, ..., bdim(a,n)} von PY. Die Momentengleichungen sind dann

> eibj(xi) = Lyb; fir j =1,2,...,dim(d, N)
i=1

und eine Quadratuformel heifit interpolatorisch, falls die Gewichte die (eindeutige) Losung der Momen-
tengleichungen sind.

Beispiel 11. Wir betrachten das Integral

If = f(m17x2) dﬂﬂld!m

T>

wobei Ty das Einheitsdreieck bestehend aus den Punkten vy = (0,0),v2 = (0,1) und vz = (1,0) ist. Wir
verwenden nun eine 1-Punkt Quadraturformel mit x; = (1/3,1/3) und als Basis {b1,ba, b3} von P? die
Monome

bl(SIJl,{EQ) = 1,b2(x17x2) =T U?’Ld bg(xl,wg) = T2.

Dann gilt
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sowie
bl(Xl) =1 und bg(Xl) = bg(Xl) = 1/3.

Die eindeutige Losung der Momentengleichungen

1
Cl—i
1 1
L
31776
1 1
L
3176

ist dann ¢; = 1/2 und die Quadraturformel

Q1f = 5£(1/3,1/3)

ist interpolatorisch.

Eindeutigkeit
Sind x},x3,...,x5: P — R lineare Funktionale mit x}(P) = P(x;) fiir i = 1,...,n, dann sind die
Momentengleichungen
n
> ey (by) = Lyb; fir j =1,2,...,dim(d, N)
i=1
nur dann eindeutig lésbar, falls I, € span{z7,..., 2%} und dann gilt
n
I, = Z cix} iiber PY
i=1
Die Gewichte ¢, ..., c, sind iiber die Stiitzstellen x1,...,x, genau dann eindeutig bestimmt, wenn die
linearen Funktionale z7,...,z} linear unabhéngig tiber Pév sind. Falls «7,...,z} linear abhingig sind,
dann gilt zum Beispiel
n—1
Xy = Z diz} iiber PY
i=1
und damit
n—1 n—1 n—1
I, = Z ¢zl +cp Z dix} = Z(cZ + cnd;)x} ﬁber]P’éV
i=1 i=1 i=1

Falls Q,, nicht interpolatorisch ist, dann existiert also eine Quadraturformel @, _; mit n — 1 Stiitzstellen,
die die gleichen Momentengleichungen erfiillt. Falls @),,_1 ebenfalls nicht interpolatorisch ist, existiert ein
Qn_2 usw. Aus Effizienzgriinden wihlt man daher immer eine interpolatorische Formel Q,,; mit n’ < n.

Existenz

Ziele:

e 7 sollte so klein wie méglich sein (und maximal so groff wie PY)

30



e die Stiitzstellen x,...,x, sollen innerhalb des Integrationsgebiets liegen

e die Gewichte ¢y, ..., ¢, sollen nichtnegativ sein (wenn die Gewichtsfunktion w zuléssig ist)

Satz 9. (Tschackaloff) Sei w eine zulissige Gewichtsfunktion und das Gebiet B C RN beschrinkt und
abgeschlossen, dann existieren fiir jedes D > 0 n = dimPéV Stiitzstellen x1,...,x, € B und positive
Gewichte cq, ..., ¢y, sodass die zugehirige Quadraturformel Q,, fir das Integral I, vom Grad D ist.

Der Beweis zu diesem Theorem ist aufler fiir w = 1 nicht konstruktiv und Konstruktionen verwenden in
der Praxis diesen Satz nicht.

Satz 10. Ist w eine zulissige Gewichtsfunktion und das Gebiet B C RN, dann erfillt die Zahl n der

Stiitzstellen jeder interpolatorischen Quadraturformel Q,, fir das Integral I,, mit Exaktheitsgrad D > 0
dim P}, 5 < n < dim P

Der Beweis geht wieder {iber das Quadrat von Polynomen.

Satz 11. Jede interpolatorische Quadraturformel mit Exaktheitsgrad D > 0 erfillt

Qnf — Luf] < (leh +y Ci|> ep(f)

i=1
mit
lep(f) = inf{||Py — flloo, Py € PD}

und, falls alle Gewichte nichtnegativ sind,

Der Beweis funktioniert wie im eindimensionalen Fall. Damit gilt Q,,,, f — L, f und e}, (f) — 0 fir D — o0
fiir alle stetigen Funktionen f € C(B) auf einem kompakten Gebiet B. Weiterhin ist e}, (f) < el,_,(f)
fur D € N.

Konstruktionen

Die Momentengleichungen

> eibj(xi) = Lyb; fir j =1,2,...,dim(d, N)

i=1
miissen also nach x1,...,x, und ¢1, ..., ¢, gelost werden. Es handelt sich dabei um dim(d, N) nichtlineare
Gleichungen mit n(N + 1) Unbekannten.

Beispiel 12. Es gibt fiir

e N=5D=5n=10:dim(5,5) = (150) = 252 Gleichungen mit 60 Unbekannten

e N=10,D =5n=100:dim(5,10) = (}8) = 3003 Gleichungen mit 1100 Unbekannten

Die Gleichungen sind in der Praxis fiir hohere Dimensionen und Exaktheitsgrade zu komplex zu 16sen.
Sie kénnen aber durch Nutzen von Symmetrie vereinfacht werden. Die Integrationsgebiete in héheren
Dimensionen (Wiirfel Cy, Kugel Sy, Simplex Ty, ...) weisen in der Regel einen hohen Grad an Symmetrie
auf.

Beispiel 13. Das Intervall [—1,1] ist symmetrisch beziiglich der 0. Die Stiitzstellen aller Quadraturfor-
meln fiir w =1 sind damit ebenfalls symmetrisch: fir x; € Q,, ist auch r; = —x; € Q,, und die Gewichte
c; und c; sind gleich.
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Symmetrie bedeutet hierbei, dass das Gebiet B invariant beziiglich bijektiver linearer Transformationen
G auf RY ist, also

G(B)=B
Ist B invariant beziiglich zweier Transformationen G, G2, dann ist

G2(G1(B)) = B,

B ist also invariant beziiglich G o Gy. Ist B invariant beziiglich G, dann auch beziiglich G~!. Die Menge
G aller Symmetrie-Transformationen eines Gebiets G bildet eine Gruppe beziiglich der Hintereinander-
ausfiihrung o. Eine Funktion g auf B heifit dabei G-invariant, falls

goG™! =g fir alle G € G
Ein Integraloperator I, ist G-invariant, falls B und w invariant beziiglich G sind.

Beispiel 14.

e Das Einheitsintervall [—1,1] ist invariant beziiglich der Gruppe Zo bestehend aus G1: x — x und
Go: x+— —x. Die Legendre- und Tschebyscheff-Gewichtsfunktionen sind Zs-invariant auf [—1,1].

e Der Wiirfel Cy = [—1,1]V ist invariant beziiglich

G: (Ila cee axN) = (Slxw(l)552xﬂ(2)7' . '7SNI7T(N))7
wobei T eine Permutation von {1,..., N} ist und (s1,...,sn5) € {=1,1}N. Fiir N =2 ist G = Dy

die dihedrale Gruppe. In allgemeinen Dimensionen besteht G aus N! 2V Transformationen. Ein
Integraloperator L, f = fCN w(x) f(x) dx ist G-invariant, falls die Gewichtsfunktion die Darstellung

w(zy,...,en) =w(x1) ... - 0(rN),

besitzt, wobei w eine Zo-invariante Gewichtsfunktion ist.

Orbits und Generatoren

Eine Quadraturformel ist invariant beziiglich G, falls

1. die Menge der Stiitzstellen {x1,...,x,} G-invariant ist, also

G({x1,...,xn}) ={x1,...,x,} fiir alle G € G

2. alle Paare von Stiitzstellen x; und x;, die durch eine Transformation G € G aufeinander abgebildet
werden, also x; = G(x;), das gleiche Gewicht ¢; = ¢; haben

Die Menge

G(x;) = {G(x;) : G € G}
heifit G-Orbit von x;. Alle Stiitzstellen im gleichen Orbit haben die gleichen Gewichte. Es ist

G(z;) C{x1,...,xp} firallei=1,...,n.

Eine Teilmenge {x;,,...,%;, } C {X1,...,X,} heit Generatormenge fiir Q,, genau dann wenn

G(xi,) NG(zy,) =0 fiir j # 1 und G(x;,) U...UG(x4,) = {X1,...,Xn}.
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Dann existiert fiir jede Stiitzstelle x; € {x1,...,X,} ein eindeutiger Generator x;, € {x;,,...,x;, } und
eine (nicht notwendigerweise eindeutige) Transformation G € G, sodass x; = G(x;,).
Falls {x;,,...,X;, } eine Generatormenge ist, dann gilt

Qnf = Zczf(xl) = Zcil Z f(xj)

= =1 xjeg(xil)

Satz 12. (Sobolev) Ist ein Integraloperator I,, invariant beziiglich einer Menge von Transformationen G
und eine Quadraturformel Q,, fir I, ebenfalls invariant beziiglich G, dann ist

Qn Py = IPy fiir alle Py € PY

genau dann wenn

Q. Py = IPy fir alle Py € PY(G),
wobeil Pff(g) der Raum der G-invarianten Polynome von Maximalgrad d ist.

Damit kénnen die Momentengleichungen reduziert werden auf

> by = Lyb; fir j =1,2,...,dim P} (G),
i=1
wobei {bj,j =1,...,dimPY (G)} eine Basis fiir P} (G) ist.

Beispiel 15.

2

e Die Zy-invarianten Polynome in [—1,1] kénnen als Polynome in x* ausgedriickt werden. Damit ist

{1,22,2%, ..., 22L9/21} eine Basis fiir PL(2s)

e Die Menge der Dy-invarianten Polynome tiber Cy besteht aus allen Polynomen mit geraden Ezpo-
nenten, die symmetrisch in x1 und xo sind, beispielsweise x? + x3 oder x?x%. Man kann zeigen,
dass ein Polynom genau dann Dy-invariant ist, wenn es sich als Polynom in x3 + 2% oder x3x3

darstellen lsst. Der Raum P%(Dy4) hat damit als Basis in

d=0,1:{1}
d=2,3:{1,2% + 23}
—d=4,5: {1,%%4—1’%,%%1’%,(1’% +1’%)2}

— USsw.

Konsistenzbedingungen

Die Momentengleichungen kénnen mit der Orbitdarstellung auch geschrieben werden als

k
Qubj =Y 1G(xi,)|ei,bj(x;,) = Ib; fir j =1,...,dimPY(G)
=1
wobei k die Zahl der Generatoren in Q,, und |G(x;,)| die Zahl der Punkte im Orbit G(x;,) von x;, sind.
Damit fiihrt jeder Orbeit das Gewicht ¢;, und, abhéngig vom Generator, eine Reihe von Parametern fiir
X;, ein.

Beispiel 16.
e B =[-1,1], Zs-invariante Quadraturformel:

Typ Generator |G(x;,)| # Unbekannte  Unbekannte
1 0 1 1 c
2 a,a >0 2 2 c,a
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e B = (5, Dy-invariante Quadraturformel:

Typ Generator |G(z;,)| # Unbekannte  Unbekannte

1 (0,0 1 1 c

2 (a,0) 4 2 ¢, a

3 (a,a) 4 2 ca

4 (a,b) 8 3 c,a,b

Die Typen von Generatoren kénnen durch m € {1,2,..., M} indiziert werden, wobei M von G abhéngt.
Es sei K, die Zahl an Generatoren vom Typ m, dann heifit der Vektor
K= (Ky,...,Ky)
Struktur von @,,.
Beispiel 17.
e B=[-1,1],G = 25: eine symmetrische Quadraturformel mit 7 Punkten hat die Struktur K = (1, 3).

e B = (5%, G = Dy: eine Produktquadraturformel mit 8 Punkten pro Richtung hat die Struktur K =
(1,1,1,0).

Die Konsistenzbedingungen sind Ungleichungsbedingungen an K, ..., K, sodass die Momentenglei-
chungen l6sbar sind.

Beispiel 18. Sei B = [~1,1] und G = Z: eine Basis von PL(2y) ist {1,22%,... 222}, Damit erhilt
man |d/2] +1 Momentengleichungen. Die Zahl der Unbekannten in einer Quadraturformel mit Struktur
(K1, K2) ist K1 + 2Ks. Die Konsistenzbedingungen sind damit

< 1

> |d/2]+1

Der Ansatz ist nun: finde fiir ein gegebenes Gebiet und gegebenen Exaktheitsgrad die Struktur K, die
die Konsistenzbedingungen erfiillt, sodass die Zahl der Stiitzstellen minimal ist = ganzzahliges Optimie-
rungsproblem

Beispiel 19. Sei B = [-1,1], G = 25 und Grad D = 5. Die Struktur ist wieder (K1, K2) und die Zahl
der Stu”tzstellen n = Ky + 2K5. Es erfiillt bereits K = (1,1) die Konsistenzbedingungen und n = 3 ist
somit minimal. Die Momentengleichungen lauten nun

c1+2c=2
2c0a® = 2/3
2coa = 2/5

und somit ist a®> = 3/5 und damit a = \/3/5, sowie ¢, = 8/9 und co = 5/9. Man erhdlt die bekannte
Gauf-Quadraturformel

Qsf = 27 (~V375) + 51O + 25 (V37)

3.4 Diinne Gitter
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