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Vorwort

Dies ist ein Skript1 zu einer Vorlesung , Algebra” in Frankfurt/Main im WS 2012 /13.
Sie baut auf einer Vorlesung , Grundlagen der Algebra” auf, in der Begriffe wie
Gruppen, Gruppenoperationen, Bahnformel, Ringe, Ideale insbesondere der Poly-
nomring, faktorielle Ringe und Hauptidealringe eingefiihrt wurden. Diese Begriffe
werden vorausgesetzt und hochstens knapp wiederholt. Der Leser sei auf die Li-
teratur, insbesondere das Skript von Philipp Habegger zur Vorlesung im SS 2012

verwiesen.

Quellen und Literatur: Literatur zur Algebra gibt es viel. Diese Vorlesung wurde
zumeist folgenden Biichern entnommen:

e S.Bosch: ,Algebra” (Springer)
* M.Artin: ,Algebra” (Birkhduser)

¢ J.Wolfart: ,Einfiihrung in die Zahlentheorie und Algebra” (Viehweg)
Weiterfiihrendes zu diesem Thema findet man z.B. bei

¢ S.Lang: ,Algebra” (Addison-Wesley)

!Titelbild: http:/ /www.jimloy.com/geometry/17-gon.htm
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1 Einfiihrung

Algebra bedeutet Rechnen mit Gleichungen, heutzutage vielleicht das, was man mit
Termumformungen iibersetzen wiirde. Gleichungen sind dabei, in Abgrenzung zur
Analysis, stets polynomielle Gleichungen wie z.B.

2 +2r+13=0

oder in 3 Verdnderlichen
"yt ="

tiir ein festes n > 0. Losen will man diese Gleichungen in einem Ring, z.B. ist die
Losbarkeit der zweiten Gleichung oben fiir n > 3 im Ring Z Fermats Problem, seit
1994 ein Satz von Wiles. Oder man sucht Losungen in einem Korper. In der Tat
gewinnt man aus jeder Losung (z,vy, z) € Z* der Fermat-Gleichung - mit Ausnahme
vonr =y = z = 0 eine Losung von 2" 4+ y* — 1 = 0 in den rationalen Zahlen,
namlich (f, %), falls z # 0 ist und analog in den anderen Fillen. Umgekehrt liefert
jede Losung (¢1,¢2) € Q? von 2" + y™ — 1 = 0 eine Losung der Fermat-Gleichung in
ganzen Zahlen, indem man mit dem Hauptnenner durchmultipliziert. Die Fermat-
Gleichung wird uns noch haufig wiederbegegnen, auch wenn der Wiles’sche Beweis
weit aufier Reichweite dieser Vorlesung ist.

Konstruktionen mit Zirkel und Lineal. Das folgende Problem der Griechen hat tiber

Jahrhunderte die Algebra, insbesondere die Korpertheorie motiviert. Es ist heutzu-
tage kaum mehr wichtig, aber schon genug, um auch hier als Motivation zu dienen.
Wir werden es im Rahmen der Vorlesung vollstandig verstehen.

Die Griechen fragten sich, welche Punkte der Ebene man ausgehend von (0,0) und
(1,0) mit Zirkel und Lineal konstruieren kann. Erlaubt sind dabei Geraden durch
zwei bereits konstruierte Punkte, das Abtragen einer Strecke (zwischen konstruier-
ten Punkten) auf einer Geraden, Kreise mit bereits konstruiertem Mittelpunkt und
Radius, sowie Schnittpunkte solcher Geraden und Kreise.

Wir fassen die Punkte (z, y) der Ebene als komplexe Zahlen z = z + iy auf und fra-
gen, welche z € C konstruierbar sind. Ist /7 konstruierbar (Quadratur des Kreises)?
Ist /2 konstruierbar, die Seite eines Wiirfels mit Volumen 2 (Delisches Problem)?
Fiir welche n ist das regelmafiige n-Eck konstruierbar?

Den geometrischen Teil dieses Problems l6sen wir vorweg.

Satz 1.1 Die konstruierbaren Punkte bilden einen Korper F' Ve C C. Dies ist der kleinste
Teilkorper von C, der zu jedem z € F , auch \/z enthiilt.
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Die Frage, welche der oben genannten Zahlen in F , liegen, beantworten wir im
Hauptteil dieses Skripts, in dem auch alle Begriffe nochmals sorgfaltig definiert wer-
den.

Beweis : Durch Abtragen kann man Streckenldngen addieren. Mit Zirkel und Li-
neal kann man Parallelen konstruieren. Mittels des Strahlensatzes kann man al-

P

so Gleichungen der Form § = ¥ bei drei gegebenen Grofien losen. Also ist F' -

ein Korper. Aus dem Thales-Kreis iiber eine Strecke der Linge x + y folgt aus

2+ 22 =a? y? + 2 = v und o® + b* = (2 + y)* der Hohensatz

roy=2=z
und damit die Behauptung, dass F' , die Wurzel aus allen z € F , enthalt.
Schliefdlich ist der Schnittpunkt von zwei Kreisen, von Geraden und Kreis oder zwei
Geraden stets durch eine Gleichung vom Grad hochstens zwei (mit Koeffizienten
in bereits konstruierten Langen) gegeben. Dies zeigt, dass F - nichts enthilt, was

nicht aus Quadratwurzeln und Kérperoperation entsteht, also dass F - der kleinste
Korper mit den genannten Eigenschaften ist. O

2 Korper und Korpererweiterungen

Ringe (R, +, - ) haben in diesem Skript stets ein Einselement bzgl. der Multiplikation
und sind kommutativ. Ein Ring heifst nullteilerfrei, falls aus a - b = 0 folgt a = 0 oder
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b = 0. Ein Ring heif3t Korper, falls (R \ {0}, - ) eine Gruppe ist. Sind L C K beides
Korper, so nennen wir L einen Teilkérper von K und K eine Korpererweiterung von L.
(,,Oberkorper” und ,,Unterkorper” sind uniibliche Begriffe hierfiir.)

2.1 Primkoérper und Kérperhomomorphismen

Da ein Ringhomomorphismus (per Definition) stets 1 auf 1 abbildet, gibt es zu jedem
Korper K genau einen Ringhomomorphismus

p: Z — K.

Der Kern von ¢ ist also ein Ideal und es ist Z /ker () — K, also ist Z/ker () nulltei-
lerfrei. Folglich ist ker () ein Primideal, also ker (¢) = {0} oder ker (¢) = (p), fiir ei-
ne Primzahl p. Wir nennen dementsprechend 0 oder p die Charakteristik des Korpers.
Ein Korperhomomorphismus ist ein Ringhomomorphismus zwischen zwei Kérpern. Ein
solcher ist stets injektiv. Zwei Korper K;, K, sind isomorph, wenn es Korperhomo-
morphismen ¢: K1 — Ky und ¢: Ky — K; mit ¢ o ¢ = idg, und ¢ o ¢ = idg,
gibt. Man priift leicht, dass dies dquivalent zur Existenz eines surjektiven Homo-
morphismus ¢: Ky — K, ist. Ist K; = Ky, so nennt man ¢ einen Automorphismus.
Der Durchschnitt aller Teilkorper von K ist stets nichtleer (da {0, 1} darin enthalten
sind) und aufierdem ein Korper. Er wird Primkdrper von K genannt.

Proposition 2.1 Sei P C K der Primkorper von K. Dann gilt:

i) Ist char(K) =p > 0, soist P =, (mit p prim).

ii) Ist char(K) =0, soist P = Q.

Zur Erinnerung: F, = (Z/(p),+, - ) ist ein Korper, da jedes k # 0 ein Inverses besitzt,
welches man mit dem erweiterten Euklid’schen Algorithmus findet.

Beweis : Fiir den kanonischen Homomorphismus ¢: Z — K gilt Im(y) C P. Ist
char(p) > 0, soist Z/(p) = Im(yp) bereits ein Korper. Dies zeigt[2.1]i). Andernfalls ist
¢ injektiv und daher P’ = {4, a € Im(y), b € Im(¢) \ {0}} C K ein zu Q isomor-
pher Korper. Dies ist der kleinste Korper, der Im(p) enthédlt und jeder Teilkorper
enthilt Im(y) und damit P°. Alsoist P = P° ~ Q. O
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Beispiel 2.2 Die Korper Q, R, C sind aus der Vorlesung , Lineare Algebra” bekannt.
Wir betrachten die Menge (lies: Q adjungiert v/2).

Q[\/ﬂ :{aer-\/Q:a,beQ}QC

Diese Menge ist ein Korper, denn sie ist offenbar unter Addition und Multiplikation
abgeschlossen und das Inverse von a + by/2 ist
-1 a b
(a“”@) e e vV
Wir hétten diesen Korper auch ohne das Wissen tiber R und C einfiihren konnen,

indem wir v/2 als formales Symbol betrachten, das uns daran erinnert, dass sein
Quadrat 2 € Q ist. Diesen Standpunkt werden wir im folgenden Abschnitt ausfiihr-
lich verwenden.

Wir bestimmen noch die Kérperhomomorphismen ¢: Q [\/ﬁ] — Q [\/ﬂ Eine
Mbglichkeit ist natiirlich ¢ = id. Eine weitere Moglichkeit ist durch ¢ (v2) =
—/2 gegeben. In der Tat ist y damit eindeutig festgelegt, denn (1) = 1, also
¢ (a+bv2) = a+bp (V2).

Dies sind alle Moglichkeiten, denn ist ¢ (vV2) = ¢ + dv/2, so muss 2 = ¢(2) =
e (V2) - ¢ (V2) = ¢+ 2d® + 2cdv2 sein. Ist d = 0, so ¢* = 2, was in Q keine L&-
sung hat und ist ¢ = 0, so ist d € {£1} und wir sind bei den oben genannten Fallen.

Ubung 2.3 Ist char(K) # char(K3), so gibt es keine Kérperhomomorphismen von
K, nach K.

Ist die Charakteristik von K nicht Null, so gibt es einen Homomorphismus, der ganz
anders aussieht als im obigen Beispiel. Er basiert auf dem folgenden Lemma.

Lemma 2.4 Ist F ein Korper mit char(F') = p > 0, so gilt fiir alle a,b € F und r € N:

T

(a+b)P =a" +V, (a—0bP =a’ —b" .

Beweis : Per Induktion gentigt es r = 1 zu betrachten. Es ist

p—1
I P\ ipi py_ P
(a+b) a+;<i>abp +1 und <Z> TR

Der Ziahler ist durch p teilbar, der Nenner nicht, da p primund 1 < i < p — 1. Also
sind alle mittleren Terme gleich Null in F. O

Dabher ist fiir alle /' mit char(F') = p > 0 die Abbildung
T ' — Fa— ad

ein Kérperhomomorphismus, genannt Frobenius-Homomorphismus.
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2.2 Quotientenkorper

Das Verfahren, mit dem man aus dem Ring Z den Korper Q gewonnen hat, lasst
sich auf beliebige nullteilerfreie Ringe R anwenden. Es wird wichtige Beispiele (und
oft gute Gegenbeispiele) von Korpern definieren. Der Leser denke im Folgenden
an R = K[X] den Polynomring tiber dem Korper K und beobachte, was bei der
Prasenz von Nullteilern (also z.B. bei R = Z x Z) schiefgeht.

Auf der Menge der Paare {(a,b),a € R,b € R\ {0}} fiihren wir die Relation

(al,bl) ~ (ag,bg) < CL1b2 — a2b1 =0

ein. Reflexivitdt und Symmetrie dieser Relation sind offensichtlich. Zur Transitivi-
tat betrachten wie 3 Paare auf (ai,b1) ~ (a2, bs) und (ag,b2) ~ (as,bs). Dann gibt
a1by = asb; und agbs = asby, also a1bsbs = biaszbs oder by(a b3 — biaz) = 0. Da nach
Voraussetzung b, # 0 und R nullteilerfrei ist, folgt das gewtinschte a,b5 — bjas = 0.
Wir schreiben die Aquivalenzklassen von Paaren (a, b) sofort wie gewohnt als Brii-
che 7.

Proposition 2.5 Ist R nullteilerfrei, so bilden die Menge aller Aquivalenzklassen ¢,a €
R,b € R\ {0} mit der obigen Aquivalenzrelation ~ und der iiblichen Addition und Multi-

plikation
aq a9 o CL1b2 —|—CL2b1 a; Qo - a10a9

bk bbb bbby
einen Korper, genannt der Quotientenkorper von R, Schreibweise Q(R).

In der obigen Konstruktion werden die ,Nenner” b; stets multipliziert, nirgends
wird die Addition bendétigt. Erlaubt man als Nenner alle Ringelemente in einer Teil-
menge S C R mit 0 ¢ 5, die multiplikativ abgeschlossen ist (Beispiele hierfiir fiir
R = 7? Ubung!), so ist ~ wiederum eine Aquivalenzrelation. Man erhilt aber im
Allgemeinen keinen Korper, sondern nur einen Ring, die Lokalisierung von R nach
S.

Ubung 2.6 Wie kann man die Definition der Relation verallgemeinern, sodass sie
auch in der Gegenwart von Nullteilern noch eine Aquivalenzrelation ist?

2.3 Endliche und algebraische Korpererweiterungen

Eine Korpererweiterung ist eine Inklusion von Koérpern K — L, die wir haufig als
L/K schreiben. Insbesondere kann man die Multiplikation L x L — L im ersten
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Argument auf K einschrdanken und erhilt eine Abbildung K x L — L, die L zu
einem K-Vektorraum macht. Wir werden uns im Folgenden fiir Zwischenkorper, d.h.
tiir Korper £ mit K C E C L interessieren.

Definition 2.7 Wir nennen die Dimension von L als K-Vektorraum den Grad von L/K,
in Zeichen [L : K|. Wir nennen L/K endlich bzw. unendlich, je nachdem ob [L : K]
endlich oder unendlich ist.

Satz 2.8 Sind K C E C L Korpererweiterungen, so gilt
[L:E]-|[E:K|=IL:K]|,

wobei der Fall unendlicher Korpererweiterungen mit den offensichtlichen Konventionen ein-
geschlossen ist.

Beweis : Es sei B = {z;|i € I} und C = {y;|j € J...} eine Basis von L/E bzw. von
E/K. Wir zeigen, dass die Menge D = {x;y;, ¢ € I, j € J} linear unabhingig ist
und, im Falle m = #B < oo und n = #C < oo, eine Basis von L/K.

Seien also endlich viele ¢;; € K gegeben mit > ¢;;(x; - y;) = 0. Wir gruppieren um

> (Z(%w)) 2; =0

i J

und erhalten

Die Koettizienten vor den z; liegen in £ und die z; sind E-linear unabhingig. Also

Z CijY; = 0.
J

Aus der K-linearen Unabhédngigkeit der y; folgt ¢;; = 0 fiir alle ¢ und j.

ist fiir alle ¢

Um zu zeigen, dass die z;y; den K-Vektorraum L aufspannen, nehmen wir z € L

beliebig her. Dann gibt es b; € E mit ) b;z; = 2. Die b, wiederum konnen wir als

b; = > ¢;j - y; mit ¢;; € K schreiben. Insgesamtist z = > ¢;;2,y;. O
J

Ist L/ K eine Korpererweiterung und o € L, so gibt es genau einen Ringhomomor-

phismus
0ot K[X] — L, po(X) = a,

genannt der Einsetzungshomomorphismus. In der Tat erzwingt die Homomorphie,

dass ¢, (X") = o™ und damit ¢, (E an”) = > b,a"

n=0 n=>0
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Definition 2.9 Das Element o € L heifst algebraisch tiber K, falls Ker(y,) # {0}, d.h.
falls es eine Gleichung der Form

1

o+ e+t aqa+ce =0

mit ¢; € K gibt. Andernfalls heifit o transzendent tiber K. Wir nennen L/ K algebraisch,
falls jedes o € L algebraisch iiber K ist.

Zum Beispiel ist @ = v/5 € R algebraisch iiber Q, denn es ist a” — 5 = 0. Es ist nicht
leicht zu zeigen, dass ein « transzendent tiber Q ist, d.h. dass eine Gleichung mit
Koeffizienten in Q noch so hohen Grades niemals o annulliert. Wir werden spéter
sehen, dass m und e in der Tat transzendent tiber Q sind.

Der Ring K [X] ist nach [GA] eine Hauptidealring. Also ist Ker(¢,) = (f,) von einem
Element f, erzeugt. Ist a algebraisch, so ist f, nicht null und bis auf K*-Vielfache
eindeutig bestimmt. Wir normieren f, immer so, dass der hochste Koeffizient gleich
1 ist. Offenbar ist f, das Polynom kleinsten Grades (ungleich Null) mit der Eigen-
schaft f,(a) = 0. Wir nennen f, das Minimalpolynom von «. Es ist K[X]|/(f.) — L
ein Teilkorper. Denn da L nullteilerfrei ist, ist auch K[X]/(f,) nullteilerfrei. Also ist
fo prim und somit irreduzibel nach [GA]. Wir halten fest:

Proposition 2.10 Das Minimalpolynom eines algebraischen Elements o € L ist irre-
duzibel und der von « erzeugte Unterring ¢, (K[X]) C L ist ein Korper, isomorph zu
K[X]/(fu) und mit

[Kla] : K] = deg(fa) =i n

Beweis : Jedes von Null verschiedene Primideal in K[X] ist maximal, also ist
K[X]/(fa) ein Korper, via ¢, zu K[a] isomorph. Die Dimensionsaussage zeigen wir
fiir K[X]/(fa)- Sei z die Restklasse von X. Offenbar erzeugt {1, z,2?,...,2" '} die-
sen I{-Vektorraum, denn ist g € K[X], so ist nach Polynomdivision

g=¢q- fo+r mitdeg(r)<n-—1,

also g = rin K[X]/(f.). Andererseits ist diese Menge auch linear unabhingig, denn
n—1

sonst gibe es eine nichttriviale Linearkombination Y b, X" € (f,), im Widerspruch
i=0

zu deg f, = n. OJ

Proposition 2.11 Jede endliche Korpererweiterung L/ K ist algebraisch.
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Beweis : Es sein = [L : K] und a € L. Dann sind die (n + 1) Elemente

o ot a? ... a" linear abhdngig tiber K. Folglich gibt es eine nichttriviale Relati-
on
n
Z ca' =0,
i=0
was zu zeigen war. O

Es ist nicht richtig, dass jede algebraische Erweiterung endlich ist. Bevor wir dies
zeigen, einige Zwischenschritte.

Sei L/K eine Korpererweiterung und A = {«;,i € I} eine Teilmenge von L. Wir
bezeichnen mit K (A) den kleinsten Teilkorper von L, der K und alle «; enthdlt,
genannt der von A erzeugte Korper. Er enthilt alle Ausdriicke der Form

flag, ... 5 ap)

mit f,g € K[X1,...,X,], g(aq,...,0,,) #0 und ay, ..., , € A.
gla,. .., ap)

Definition 2.12 Die Korpererweiterung L/ K heif$t endlich erzeugt, falls es eine endliche
Menge A gibt mit L = K(A).

Proposition 2.13 Sei L = K(ay,...,«a,) endlich erzeugt. Sind oy, ..., o, algebraisch
iiber K, soist L = K|ay, ..., o, eine endliche und damit algebraische Erweiterung von K.

Beweis : Wir schlieflen per Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die Aussage in Proposi-
tion enthalten. Per Induktion konnen wir annehmen, dass Ko, ..., a,_1] eine
endliche Korpererweiterung von K ist und dass K[ay, ..., a,] ein Korper und end-
lich tber K[ay, ..., a,_1] ist, folgt wiederum aus Proposition Nach Satz 2.8]ist
also K|ay, ..., a,] endlich tiber K. O

Als Ubung iiberlege man, wie man algorithmisch das Minimalpolynom von «a + f3
tiber Q bestimmt, wenn man die Minimalpolynome von « und /3 kennt. Die obige
Proposition besagt, dass dies moglich ist!

2.4 Irreduzibilititskriterien

Zur Bestimmung von Korpergraden muss man regelméfiig testen, ob ein Kandidat
tiir ein Minimalpolynom wirklich das Minimalpolynom ist, also irreduzibel ist. Da-

zu hier zwei niitzliche Tests.
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Sei hierzu R ein faktorieller Ring. Dann besitzt jedes Element ¢ € Q(R) \ {0} eine
eindeutige Darstellung

a
5 :up‘il p§2pi’”’
wobei u € R*istn > 0, p1,...,p, paarweise verschiedene irreduzible Element und

a

g; € Z\ {0}. Ist p irreduzibel, so definieren wir die p-Bewertung von ¢ als v, (£) = ¢,
falls p = p;, v, (¢) = 0 sonst.
Wir erweitern diese Definition auf Polynome, indem wir fiir f = > ;2" € Q(R)[X]
definieren

vy(f) = min v, (a).
Offenbarist f € R[X], falls v,(f) > 0 fiir alle irreduziblen p. Wir nennen f € R[X]\ R
primitiv, falls v,(f) = 0 fiir alle irreduziblen p. Jedes f € Q(R)[X] ldsst sich durch
Durchmultiplizieren mit dem ,Hauptnenner” als f = a - fmit [ € R[X] primitiv
schreiben. Die Zahl

a0 — H pr ()

p irreduzibel

und f = a~! - f leisten offenbar das Verlangte. Unser Ziel ist folgender Satz von
Gaufs.

Satz 2.14 Sei R faktoriell. Dann ist auch R[X| faktoriell. Ein Polynom q € R[X] ist genau
dann irreduzibel, wenn entweder q € R ist und irreduzibel in R oder q primitiv in R[X] ist
und irreduzibel in Q(R)[X|. Insbesondere ist ein primitives Polynom q € R|X| genau dann
irreduzibel in R[X], wenn es irreduzibel in Q(R)[X] ist.

Vor dem Beweis zeigen wir die Niitzlichkeit des Satzes im Fall R = Z anhand des

folgenden sogenannten Eisenstein-Kriteriums.

Satz 2.15 Sei R ein faktorieller Ring und f = Y a; X" € R[X] primitiv. Sei p € R irredu-
i=0
zibel mit
pla, pla; fir i<n und p°fag

Dann ist f irreduzibel in R[X| und (nach dem Satz von Gauf) auch in Q(R)[X].
Beispiel 2.16 Sei p eine Primzahl. Das Polynom f(X) = XP~! + X?~2 4+ . 4 1 ist
irreduzibel in Q[ X], denn f(X) = (X? —1)/(X — 1), also ist

f(X+1) = (X+1)-1)/X

= XP—1+<p>XP—2+...+< b )
1 p—1

und dieses Polynom geniigt den Voraussetzungen des Eisenstein-Kriteriums.
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Beweis von Satz[215: Angenommen f = g-hmitg = > bz’ und h = > ¢;z" mit
i=0 i=0
r > 0und s > 0. Dann ist offenbar r + s = n. Es folgt

an:br'037 p'fbrv p'fcs
ap=bo-co, plbo-co, p*1bo-co.

Nach eventueller Vertauschung der Rollen von g und h kénnen wir annehmen, dass
p | bo und p 1 ¢o. Sei t der maximale Index, sodass p | b, fiir alle 0 < 7 < t. Nach dem
oben gesagten gibt es ein solches ¢ und ¢ < r. Es ist

A1 =bp1-co+by-cr+ ...+ by cpas

wobei wir ¢; = 0 fiir ¢ > s der einfacheren Schreibweise wegen definieren. Nach
Definition von ¢ sind by - ¢;41,b1 - ¢4, . .., bycy alle durch p teilbar, aber b, - ¢ nicht.
Also ist a;41 nicht durch p teilbar, folglich ¢t +1 = n, alsor = nund s = 0, im
Widerspruch zur Annahme tiber g und h. OJ

Wir kommen zurtick zum Beweis des Satzes von Gaufd und starten mit folgender
Hilfsaussage.

Lemma 2.17 Sei R faktoriell und p irreduzibel. Dann gilt fiir f,g € Q(R)[X] die Gleich-
heit der p-Bewertungen

vp(f - 9) = vp(f) + vp(9)-

Beweis : Fiir f € Q(R) ein konstantes Polynom und g € Q(R)[X] beliebig ist die
Aussage offenbar richtig, ebenso fiir f = 0 oder ¢ = 0, wobei man die iibliche
Konvention min({}) = oo benutze.

Mit dieser Voriiberlegung kann man den allgemeinen Fall nach Durchmultiplizieren
mit dem Hauptnenner auf f, g € R[X] reduzieren. Man kann nun noch statt f und ¢
die Polynome f/p"»\/) und g/p"*\9) betrachten, welche v,(f) = 0 = v,(g) haben. Wir
miissen v,(f - g) = 0 zeigen. Hierzu betrachten wir den Homomorphismus

X : RIX] — (R/pR)[X],

welcher jeden Koeffizienten des Polynoms auf seine Restklasse modulo p abbildet.
Es ist

ker(x) = {f € RIX]:  1(f) > 0}.

Esistalso x(f) # 0und x(g) # Ound wenn 0 = x (f - g) = x(f) - x(g) wére, so wire
(R/pR)[X] nicht nullteilerfrei, im Widerspruch zu [GA, Lemma 2.6]. O
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Beweis des Satzes 2.14]: Im Fall i) eines irreduziblen Elements ¢ in R ist R/qR
integer und damit auch (R/qR)[X| = R[X]|/qR[X] ein Integrititsring. Also ist ¢
prim in R[X|. Wir wissen noch nicht, dass R[X]| faktoriell ist, also folgt in R[X] dass
,prim’ die Eigenschaft ,irreduzibel’ hat, aber die Umkehrung ist erst am Ende des
Beweises klar.

Im Fall ii) ist nachzuweisen, dass ein primitives ¢ € R[X], prim in Q(R)[X] auch
prim in R[X] ist. Seien f,¢g € R[X] und es gelte ¢ | f - g. Dann gilt diese Teilbarkeit
auch in Q(R)[X], also folgt, dass (ohne Einschrankung) ¢ | f gilt. Dies besagt, dass
es h € Q(R)[X] gibt mit f = ¢ - h. Wir miissen zeigen, dass h € R[X]. Dabei hilft uns
das vorangegangene Lemma. Fiir jedes Primelement p € R gilt

0 <vp(f) = vp(q) + vp(h) = vp(h),

wobei die letzte Gleichheit verwendet, dass ¢ primitiv ist. Damit ist ~ € R[X] und
eine Implikation der zweiten Aussage ist bewiesen.

Der Beweis der umgekehrten Implikation sowie der ersten Aussage folgt, wenn wir
zeigen, dass ein 0 # f € R[X]\ R[X]" in ein Produkt von Elementen wie in i) und
ii) zerféllt, denn von diesen haben wir bereits nachgewiesen, dass sie prim in R[X]
sind und so miissen wir Eindeutigkeit der Zerlegung nicht explizit zeigen.
Seidazu f =a- fmit a € Rund fprimitiv.

Da R faktoriell ist, konnen wir a als Produkt von Primelementen vom Typ i) schrei-

ben und miissen uns nur noch um f kiimmern. Sei
f=cfi-...- fr

eine Zerlegung in Primelemente in Q(R)[X] und ¢ € Q(R)*, was wir im faktoriellen
Ring Q(R)[X] immer erreichen konnen. Wir konnen durch geeignete Wahl von ¢
erreichen, dass alle f; € R[X] liegen und dort primitiv sind. Es bleibt zu zeigen,
dass bei dieser Wahl c € R* ist. Aufgrund des vorangehenden Lemmas gilt fiir alle
peER

vo(F) = p(0) + vp(J1) + -+ 1(F)

und die Voraussetzung ,primitiv’ impliziert

vp(f) = Vp(fl) == Vp(ﬁ) = 0.
Also ist v,(c¢) = 0 fiir alle p und damit ist f=(cf) for... [ die gewtinschte
Zerlegung. Die letzte Behauptung folgt unmittelbar aus ii). O

Nach dem Ende des Exkurses in die Ringtheorie kommen wir noch einmal auf Irre-
duzibilitatskriterien zurtick.

Seite 12



Im Beweis des Satzes von Gaufs und damit implizit beim Eisensteinkriterium haben
wir die Reduktionsabbildung modulo p verwendet. Wir halten diese niitzliche Idee
nochmal fest.

Proposition 2.18 Sei [ = > ;X" € Z[X| primitiv und p € Z prim mit p t a,. Ist
i=0

f € F,[X], die koeffizientenweise Reduktion von f, in F,[X] irreduzibel, so ist f in Q[X]
irreduzibel.

Beweis : Koeffizientenreduktion ist ein Homomorphismus
ZIX] — (Z/p)Z[X] = F,[X].

Ist also f = g - h reduzibel, so ist f = g - h. Die Irreduzibilitit von f impliziert, dass
ohne Einschrankung g € F, ein konstantes Polynom ist. Dann aber ist jeder Koef-
fizient von g auler dem Konstantglied durch p teilbar, insbesondere der fithrende
Koeffizient. Dann ist auch a,, durch p teilbar, im Widerspruch zur Voraussetzung. [

Beispiel 2.19 Das Polynom f = X3 4+ 3X? — 4X — 1 € Q[X] ist irreduzibel, denn
seine Reduktion modulo 3 ist f = X3 — X — 1 und dieses Polynom ist irreduzibel in
[F3[X]. Man beachte, dass es zum Nachweis der Irreduzibilitit bei Polynomen von
Grad 3 geniigt zu priifen, dass das Polynom keine Nullstelle besitzt.

2.5 Der algebraische Abschluss

Wir beantworten zunéchst die Frage aus Abschnitt 2.3] nach einer nicht-endlichen
algebraischen Erweiterung. Sei dazu

Q'8 ={a e C: aist algebraisch tiber Q}.

Die Menge Q8 ist offenbar ein Korper, der Q enthilt. Wir nennen Q%% den alge-
braischen Abschluss von Q in C, einem Korper, dessen Existenz wir aus der li-
nearen Algebra voraussetzen. Per Definition ist Q%% /Q algebraisch. Angenommen
(@78 : Q] = n < oo. Dann betrachten wir das Polynom f = X" —p € Q[X]. Nach
dem Eisensteinkriterium ist es irreduzibel. Der Korper L = Q[X]/(f) hat Grad n +1
tiber Q und vermoge des Homomorphismus mit X —— ~+Vp ist L ein Teilkdrper
von Q¥8. Dies steht im Widerspruch zur Gradvoraussetzung. Dabei haben wir den
,Fundamentalsatz der Algebra“verwendet, der besagt, dass jedes Polynom in Q[ .X]
tiber C eine Nullstelle hat.
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Ziel dieses Abschnitts ist die allgemeine Konstruktion eines Korpers, der zum einen
das leistet, was C fiir Polynome in Q[.X] leistet -ndmlich dass jedes Polynom eine
Nullstelle besitzt- und der zum anderen minimal unter solchen Koérpern ist. C leistet
dies nicht, sondern der oben beschriebene Kérper Q8, wie wir weiter unten sehen

werden.

Definition 2.20 Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes Polynom f &
K[X]\ K eine Nullstelle besitzt.

Offenbar kann man die Definition induktiv nach Abdividieren eines Linearfaktors
anwenden und erhdlt, dass jedes nicht konstante Polynom tiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper in Linearfaktoren zerfillt. Die Bezeichnung rechtfertigt die
folgende Proposition.

Proposition 2.21 Ein Korper K ist genau dann algebraisch abgeschlossen, wenn fiir jede
algebraische Korpererweiterung L/K gilt L = K.

Beweis : Nehmen wir an, K sei algebraisch abgeschlossen und o € L\ K. Dann zer-

n

fallt das Minimalpolynom von « tiber K in Linearfaktoren f,(X) = [[(X — ;). Also
1

istn = 1und oy = o € K, da f, irreduzibel ist. Zur Umkehrung seli_ f € K[X] irre-
duzibel. Wir wiirden gerne eine algebraische Erweiterung L/K konstruieren, in der
[ eine Nullstelle a hat. Dies leistet die folgende Proposition. Dann aber ist wegen
L = K die Nullstelle « bereits in K und die Bedingung fiir K algebraisch abge-
schlossen gepriift. O

Die folgende Konstruktion von algebraischen Erweiterungen, in denen wir erzwin-
gen, dass ein gegebenes Polynom f eine Nullstelle hat, wird auch als Kronecker-
Verfahren oder ,,Adjunktion einer Nullstelle von f“ bezeichnet.

Proposition 2.22 Sei K ein Korper und f € K[X] irreduzibel vom Grad > 1. Dann gibt
es eine endliche algebraische Erweiterung L/ K, sodass f eine Nullstelle in L hat. Konkret
leistet L = K[X]/(f) das Verlangte.

Beweis : Da [ irreduzibel ist, ist (f) C K[X] ein maximales Ideal und damit L ein
Korper. Dieser enthélt offenbar K und X (oder genauer gesagt, die Restklasse X von
X modulo (f)) ist eine Nullstelle von f in L, denn f(X) = f(X) = 0). Auferdem ist
{1,X,X2,..., X%e/)-1} eine K-Basis von L, was die Endlichkeit der Erweiterung
zeigt. 0J
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Um einen algebraischen Abschluss eines gegebenen Korpers K zu konstruieren,
miissten wir also nacheinander das Verfahren von Kronecker auf alle irreduziblen
Polynome anwenden. Dabei miissen wir auch noch kontrollieren, dass die Ele-
mente, die in Erweiterungskorpern hinzukommen zur Konstruktion von anderen
irreduziblen Polynomen verwendet werden konnen. Darauf miissen wir wieder
das Kronecker-Verfahren anwenden usw. Die Konstruktion eines algebraischen Ab-
schlusses ist also in der Hauptsache ein mengentheoretisches Problem.

Satz 2.23 Jeder Korper K besitzt einen algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskorper L.

Vor dem Beweis erinnern wir an das Zorn’sche Lemma (siehe [LA]): Ist M eine (par-
tiell) geordnete Menge und hat jede total geordnete Teilmenge von M eine obere

Schranke, so besitzt M ein maximales Element. Damit zeigen wir:

Proposition 2.24 Sei R ein Ring und a G R ein echtes Ideal. Dann besitzt R ein maximales
Ideal m D a.

Beweis : Sei M die Menge aller Ideale, die a enthalten, geordnet beziiglich Inklusion.

M #(,daa e M.Ist N C M total geordnet, so zeigen wir, dass ¢ = |J b ein Ideal
beN
ist. Dies folgt daraus, dass alle Idealaxiome nur endlich viele Elemente involvieren.

Konkret sei 71,7, € ¢, also vy, € by und v, € b, fiir by,b, € N. Dann gibt es wegen
der Totalordnung ein b3, das b; und b, enthélt. Also ist vy € bs,v2 € b3, 71 + 72 € b3
wegen des ersten Idealaxioms und damit v; + 7, € c. Die anderen Axiome zeigt
man genauso. Das Zorn’sche Lemma liefert also ein maximales Element, notwendi-
gerweise das gesuchte maximale Ideal. O

Beweis des Satzes[2.23]: Um auf alle irreduziblen Polynome in K gleichzeitig das
Verfahren von Kronecker anzuwenden, benutzen wir einen Polynomring in unend-
lich vielen Variablen. Seien X = (Xy);c; eine Menge von Variablen, indiziert durch

I'={f e K[X]:deg(f) =1}

und sei K[X] der Polynomring in diesen Variablen. Darin liegt das Ideal (erzeugt
von unendlich vielen Elementen)

a=(f(Xy):[el),

erzeugt von den Polynomen f € I, angewandt jeweils auf die ,eigene” Variable X .

Zur Anwendung der vorigen Proposition miissen wir zeigen, dass a & K[X] ist.
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Wire das nicht der Fall, also 1 € a, so gdbees fi,...,f, € Tund g1,...,9, € K[X]
mit

Zgifi(Xfi) =1 1)
i=1
Wir wenden nun das Kronecker-Verfahren (endlich oft!) auf die Polynome f,. .., f,

an, so dass diese Polynome in einem Erweiterungskorper L Nullstellen «;,i =
1,...,nhaben. Da[lleine Gleichheit von Polynomen € K[X] ist, konnen wir sie auch
als Gleichheit von Polynomen in L[X] auffassen. Es folgt, dass beide Seiten auch
noch gleich sind, wenn wir fiir die Variablen beliebige Konstanten in L einsetzen,
also q; fiir X,. Dann aber erhalten wir 0 = 1, der gewiinschte Widerspruch.

Sei m C K[X] ein maximales Ideal, das a enthilt, welches nach der vorigen Propo-
sition existiert. Dann ist L; = K[X]/m ein Erweiterungskorper von K = L, und alle
Polynome in K'[X ]\ K haben eine Nullstelle in L. Wir iterieren dieses Verfahren und
konstruieren L, ,; wie oben aus L;, sodass alle Polynome in L;[X| eine Nullstelle in
L; 1 haben. Schliefdlich definieren wir

L= G L,
n=0

und miissen noch zeigen, dass L in der Tat algebraisch abgeschlossen ist. Sei dazu
f € L[X]\ L. Das Polynom hat nur endlich viele Koeffizienten, die folglich allesamt
in einem L, liegen, also f € L,[X]. Also hat f eine Nullstelle in Z,,,; und damit in
L. U

Korollar 2.25 Sei K ein Korper. Dann gibt es eine algebraische Korpererweiterung K /K,
sodass K algebraisch abgeschlossen ist.

Beweis : Wir konstruieren mit dem vorigen Satz eine algebraisch abgeschlossene
Korpererweiterung L/K und setzen (wie im Fall L = C)

K = {a € L: « ist algebraisch iiber K}.

Dann ist K ein Korper, da fiir « und j algebraisch auch —a,a',a + S und o - 3
algebraisch iiber K sind. Aulerdem ist K algebraisch abgeschlossen, denn wenn
f € K[X]\ K ist, so hat f eine Nullstelle « € L. « ist also algebraisch iiber K, also
algebraisch tiber der endlichen Korpererweiterung von K, die man durch Adjunk-
tion der Koeffizienten von f erhélt und damit algebraisch iiber K, alsoa € K. [
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Ein algebraischer Abschluss von Q ist nicht C, sondern ein echter Teilkorper QccC.
Das liegt daran, dass z.B. 7 € C transzendent tiber Q ist, wie wir spéter sehen wer-
den. Bereits jetzt kann man sich leicht {iberlegen, dass der algebraische Abschluss
eines abzdhlbaren Kérpers abzahlbar ist (Ubung!), aber C ist iiberabzahlbar.

Zu Beginn des vorigen Abschnitts haben wir bewusst den unbestimmten Artikel
gewdhlt. Wir wissen noch nicht, dass der algebraische Abschluss von K eindeu-
tig ist, in dem Sinne, dass je zwei solche Abschliisse zu einander isomorph sind.
Dazu miissen wir einen Isomorphismus zwischen diesen Abschliissen konstruieren
und dazu wiederum versuchen Kérperhomomorphismen auf Kérpererweiterungen
fortzusetzen.

Ist 0: K — L ein Korperhomomorphismus und f € K[X], so schreiben wir f7 €
L[X] fur das Polynom, das entsteht, wenn wir ¢ auf jeden Koeffizienten anwenden.
Ist « € K eine Nullstelle von f, so ist o(«) offenbar eine Nullstelle von f°.

Lemma 2.26 Sei L = K(«)/K eine algebraische Korpererweiterung und f das Minimal-
polynom von a. Weiter sei 0 : K — F' ein Korperhomomorphismus.

i) Ist o;,: L — F ein Korperhomomorphismus, der o fortsetzt (d.h. or|x = o), so ist
or(«) eine Nullstelle von f°.

ii) Umgekehrt gibt es zu jeder Nullstelle 3 € F von f7 eine Fortsetzung o, von o mit
op(a) = p.

Insbesondere ist die Anzahl der Fortsetzungen von o beschriinkt durch den Grad von f.

Beweis : Aus f(a) = 0 folgt fiir jede Fortsetzung o,
0= f"(or(a)) = 7 (o(cr)) und damit i).

Um ii) zu zeigen, betrachten wir die Homomorphismen, die durch Einsetzen von «
bzw. von  in ein Polynom bzw. sein o-Bild entstehen.

pa: K[X] — Kla], g g(a)
U: K[X] — F, g — g°(p).

Letztere Abbildung ist als Verkettung des Homomorphismus K[X| — F[X], g —>
g% und des Einsetzungshomomorphismus [ in der Tat ein Homomorphismus. Es
gilt Ker(y,) = (f) nach Definition des Minimalpolynoms. Da ¢, surjektiv ist, gibt
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es einen inversen Homomorphismus 7, ': K[a] — K[X]/(f). Wegen f7(3) = 0 ist
(f) € KerV. Nach dem Homomorphiesatz gibt es also eine Abbildung ¥, sodass
U = Vo7 ist, wobei m: K[X] — K[X]/(f) die Abbildung auf den Quotientenring
ist. Die gesuchte Fortsetzung ist nun

Vop,': Kla] — K[X]/{f) — F.

O

Satz 2.27 Sei L/ K eine algebraische Korpererweiterung, F' algebraisch abgeschlossen und
o: K — F ein Homomorphismus. Dann besitzt o eine Fortsetzung or,: L — F. Ist L
ebenfalls algebraisch abgeschlossen und F'/o(K) algebraisch, so ist oy, ein Isomorphismus.

Des Satz besagt also insbesondere, dass alle algebraischen Abschliisse eines Korpers
K zueinander isomorph sind.

Beweis : Um das vorige Lemma sukzessive anzuwenden, bis wir ¢ bis auf L fort-
gesetzt haben, bendtigen wir wieder das Zorn’sche Lemma. Sei also M die Menge
aller Paare (£, 7), bestehend aus einem Zwischenkorper K C £ C L und einer Fort-
setzung 7: £ — F von o. Dann ist M partiell bzgl. der Relation C’ geordnet, wobei
(B, 1) C (Fy, 1), falls By C Eyund 7|g, = 1. Ist (B4, ), @ € I eine Kette, so ist
(E = E;, 7) mit 7(z) = 7;(z), falls = € E;, eine obere Schranke. Man beachte, dass
wir die Kompatibilitdt der 7; bendtigen, um einzusehen, dass dieses 7 wohldefiniert
ist. Sei also (E., 7w ) ein maximales Element von M. Wir sind fertig, wenn wir ge-
zeigt haben, dass E,, = L ist. Falls nicht, wahlen wir a € L\ E, und wenden das
vorige Lemma auf dieses a an. Wir erhalten eine Fortsetzung von 7., nach E[a],
im Widerspruch zur Maximalitdt von (Ew, 7o )-

Ist L algebraisch abgeschlossen, so ist auch o (L) algebraisch abgeschlossen: Kor-
perhomomorphismen sind auf ihrem Bild stets invertierbar. Ist f € o.,(L)[X], so ist
for' € L[X], besitzt also eine Nullstelle o und oy, («) ist die gesuchte Nullstelle von
f.Da F/o(K) algebraisch ist, also erst recht F'/o (L) algebraisch, muss F' = o (L)

sein und damit o, eine Isomorphismus. O

2.6 Zerfillungskorper

Dieser Abschnitt ist eine Vorbereitung in Richtung Galoistheorie. Bisher haben wir
zu einem Polynom eine Nullstelle adjungiert. Im vorigen Abschnitt haben wir
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gesehen, dass Korperhomomorphismen Nullstellen von f auf (andere) Nullstel-
len von f? abbilden. Wenn wir also alle Korperautomorphismen eines Korpers
L = K[X]/(f) bestimmen wollen, so klappt das gut, wenn alle Nullstellen von f
gleichberechtigt auftreten. Betrachten wir zum Beispiel f = X® — 2 € Q[X]. Das Po-
lynom besitzt eine reelle Nullstelle a = /2. Also ist Q[a] C R. Die anderen beiden
Nullstellen von f sind & - v/2 und €2 - v/2, wobei & = €?™/3 € C \ R eine dritte Ein-
heitswurzel ist, d.h. eine Nullstelle von z* — 1. Der Kérper Q[a] enthilt also genau
eine der drei komplexen Nullstellen von f.

Definition 2.28 Sei F = (fi)icr mit f; € K[X] eine Menge von Polynomen. Eine Kor-
pererweiterung L/ K heifst Zerfallungskorper von F, falls

i) jedes f; € F iiber L in Linearfaktoren zerfillt und

ii) die Korpererweiterung L/K von den Nullstellen der f; erzeugt wird.

Die Existenz eines Zerféallungskorpers zu einer beliebigen Menge F folgt leicht aus
der bereits bewiesenen Existenz des algebraischen Abschlusses. Man wahlt einen
algebraischen Abschluss K von K und nimmt fiir L den kleinsten Teilkdrper von
K, der alle Nullstellen der Polynome in F enthélt.

Proposition 2.29 Sind L, und L, zwei Zerfiallungskorper von F = (f;)ie; mit f; € K[X].
Dann lisst sich jeder K —Homomorphismus T : Ly —» Ly faktorisieren als T = i o T, wobei
7 Ly — Ly ein Isomorphismus ist und i : Ly — Ly die Inklusion.

Insbesondere sind je zwei Zerfillungskorper von F isomorph iiber K.

Beweis : Wir betrachten zuerst den Fall, dass 7 = (f) aus nur einem Polynom be-
steht. Sind ay, . . ., a,, die Nullstellen von f in L; und b, ..., b, die Nullstellen von f
in Ly C Ly, so ist

n

;=11 (x =7(a)) = f = [T(X = 0),

i=1

Also ist, nach geeigneter Umordnung 7(a;) = b; und daher
Ly = K(bi,...,by) = K(T(a), ..., 7(a)) = T(L).
Fiir endliche Mengen F = (f;);c; ist der Zerfallungskorper von F offenbar der Zer-

fallungskorper von [] - f;, womit wir diesen Fall soeben mitbewiesen haben.
iel
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Fiir den allgemeinen Fall schreiben wir L; = (|J Ly ), wobei L, ; der Zerfallungs-
jeT
korper von F; = (fi)ier, ist und I; endliche Teilmengen mit I;,, 2 I; fiir und

\J I; = I. Dabei bezeichnen die spitzen Klammern das Korper-Erzeugnis in einem
jes

algebraischen Abschluss L, von L, der L, ;, also den kleinsten Teilkorper von Ly,
der alle L, ; enthalt.

Wir wenden nun den ersten Teil auf L, ; fiir alle j € J anund erhalten7; : L; — Lo
mit der Eigenschaft 7;|;, , , = 7; 1. Dajedes z € L, in einem L, ; fiir j geniigend
grof$ enthalten ist, definiert dies den gesuchten Homomorphismus 7 : L; — Lo.

Fiir die zweite Aussage miissen wir nur die Inklusion K — L, in einen Homomor-
phismus7: L; — L, fortsetzen und erhalten aus dem ersten Teil den gewiinschten
Isomorphismus 7 : L; — Lo. O

Der Korper Q[v/2, (3] ist also nach dem Eingangsbeispiel ein Zerfallungskorper, zum
Polynom z® — 2. Sind die Zwischenkorper Q[v/2] und Q[(3] auch Zerfallungskorper
? Das folgende Kriterium hilft, diese Art von Fragen zu beantworten.

Satz 2.30 Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung und ein algebraischer Abschluss L
von L fixiert. Dann sind dquivalent:

i) Jeder K—Homomorphismus L — L ist ein Automorphismus von L, verkettet mit der
gegebenen Inklusion L — L.

ii) L ist Zerfillungskorper einer Familie von Polynomen aus K[X].

iii) Jedes irreduzible Polynom f € K|[X|, das in L eine Nullstelle besitzt, zerfillt iiber L
in Linearfaktoren.

Eine Korpererweiterung L/ K, die eine der Bedingungen des Satzes erfiillt, heifit normal.

Beweis : Wir starten mit ¢) impliziert ¢ii). Sei a € L eine Nullstelle des irreduziblen
Polynoms f € K[X] und b € L eine weitere Nullstelle. Dann gibt es nach Lemma
2.26l einen Homomorphismus 7 : K(a) — I mit 7(a) = b. Diesen konnen wir auf
die algebraische Korpererweiterung L/K(a) zu 7 : L —» L fortsetzen. Nach 1) ist
7(L) € L und damit b = 7(a) = 7(a) € L. Da b beliebig war, folgt ii7).

Es gelte nun #ii) und es seien (a;);c; Elemente, die L/K erzeugen. Sei f; das Mini-
malpolynom von «;. Da die f; nach Voraussetzung in Linearfaktoren zerfallen, ist L
der Zerfallungskorper von (f;)ie;.
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Fiir die fehlende Implikation bemerken wir, dass bei einem K —Homomorphismus
7: L — L mit L auch 7(L) Zerfallungskdrper von F = (f;)c; ist. Die Behauptung
folgt aus der vorangehenden Proposition. O

Aus diesem Satz folgt, dass in einer Kette X' C L C M von Korpern M /K normal
auch M/L normal impliziert, man verwende ii) und betrachte f; € K[X] C L[X].
Aber aus M /K normal folgt nicht L/ K normal. Man verwendet dazu das Anfangs-
beispiel und den Kérper L = Q(v/2) € M = Q[v/2, (3]. Ist eine Kérpererweiterung
nicht normal, aber man wiinscht in einer normalen Erweiterung zu arbeiten — was
wir in der Galoistheorie staindig werden —, so hilft folgender Satz.

Proposition 2.31 Sei L/K algebraisch. Dann gibt es eine minimale (beziiglich Inklusion)
Erweiterung L'/ K, die normal ist und sodass L' O L. Diese wird normale Hiille von L/ K
genannt und ist bis auf Isomorphie iiber L eindeutig. Die Erweiterung L'/ K ist endlich, falls
L/K endlich ist.

Beweis : Sei L = K(.A), wobei A = (a;);c; mit a; € L ein Erzeugendensystem der Er-
weiterung ist. Sei f; das Minimalpolynom von a; und L’ der von den Nullstellen der
f; erzeugte Teilkorper in einem algebraischen Abschluss L von L. Dann ist offenbar
L'/K normal, ' O L und L' minimal mit dieser Eigenschaft.

Ist L = K(a), soist [L' : L] < (deg f,)! Hieraus folgt die Endlichkeitsaussage. Fiir
die Eindeutigkeitsaussage seien L} und L/, zwei normale Hiillen und somit Zerfal-
lungskorper der obigen f;,i € Z. Wir konnen auch f; € L[X] auffassen und L} und
L), sind Zerfallungskorper auch dieser Polynome. Die Eindeutigkeit folgt nun aus
Proposition O

2.7 Separable Korpererweiterungen

Korperhomomorphismen werden fortgesetzt, indem man Nullstellen auf Nullstel-
len abbildet, sagt grob gesprochen das Lemma Dabei passieren viele unge-
wohnliche Dinge, wenn das Minimalpolynom mehrfache Nullstellen hat. Wir wol-
len diese Situation charakterisieren und dann von den weiteren Betrachtungen zu-
nachst ausschliefien.

Wir wissen, dass K[ X] faktoriell ist. Ist « € K, so konnen wir ein Polynom f € K[X]
in eindeutiger Weise schreiben als f = (X — «)" - I1f; mit irreduziblen f; und f;(«) #
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0. Der Exponent r wird auch Vielfachheit von « in f genannt. Ein nicht-konstantes
Polynom f, dessen Nullstellen im algebraischen Abschluss alle einfach sind, wird
separabel genannt.

Lemma 2.32 Sei f € K[X]| nicht-konstant. Die Nullstellen von f von Vielfachheit grofer
1 sind genau die Nullstellen von ggT (f, f').

Beweis : Ist f = (X —a)"IIf; mitr > 1,sowird [’ = r(X —a)" "I f;+ (X —a)"- (ILf;)
von (X — «) geteilt und somit auch der ggT.

Ist umgekehrt a Nullstelle von ggT(f, '), so teilt (X — a)) das Polynom f, alsor > 1
in obiger Darstellung. Aulerdem ist f’(«) = 0 und wegen f;(«) # 0 folgt r > 2. 0O

Lemma 2.33 Ist f irreduzibel und nicht konstant, so ist f nicht separabel, genau dann
wenn [’ =

Beweis : Ist a eine Nullstelle von f, so ist f das Minimalpolynom von a. Ist f nicht
separabel, so ist a auch Nullstelle von f’ nach dem vorigen Lemma. Da f” kleineren
Grad als f hat, kann nach Definition des Minimalpolynoms nur f’ = 0 folgen. Die
Umkehrung ist klar. O

Ein Beispiel fiir ein nicht-separables Polynom tiber X' = F,(t) = Quot (F,[t]) ist
[ = X? — t. Dieses Polynom ist nach dem Eisenstein-Kriterium irreduzibel und
f" = 0. Das Beispiel ist typisch:

Satz 2.34 Sei f € K[X] irreduzibel.

i) Ist char (K) =0, so ist f separabel.

ii) Ist char (K) = p # 0, so sei r definiert als das Maximum aller i mit f(X) = g(X*")
fiir ein g € K[X]. Dann hat jede Nullstelle von f die Vielfachheit p" und g ist separa-
bel und irreduzibel.

Im vorangehenden Beispiel ist g = X — t.

Beweis : Im Fall ¢) folgt aus f = Z a; X'und 0 = [/ = E ia; X! dass i - a; = 0 fiir

i=1,...,nund damit der gewunschte Widerspruch, falls [ nicht konstant ist.
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Im Fall ii) sei f(X) = g(X?") mit r maximal. Ware ¢’ = 0, so wire g ein Polynom
in X?, im Widerspruch zur Maximalitdt von r. Wére g = ¢; - ¢ reduzibel, so wire
f =g (X?") - g2(XP") im Widerspruch zur Irreduzibilitit von f. Also ist auch g irre-
duzibel und somit nach dem vorigen Lemma separabel. Uber einem algebraischen
Abschluss K faktorisiert sich g also als

m

g:c-H(X—ai)

i=1
mit einer Konstante ¢ € K und paarweise verschiedenen a;. Also ist

m

f(X) = g(X?) CH —aZ:cH

=1 =1

und hieraus folgen alle Behauptungen. O

Definition 2.35 Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Dann heifit o € L sepa-
rabel iiber K, falls das Minimalpolynom von « separabel ist. Die Korpererweiterung heift
separabel, falls jedes o € L separabel ist.

Wir brauchen noch ein Kriterium, zu testen, wann eine Kérpererweiterung separa-

bel ist. Fiir einzelne Elemente leistet dies der Satz [2.34]

Satz 2.36 Sei L = K(ay,..., )/ K eine endliche Korpererweiterung. Dann ist L/ K se-
parabel genau dann, wenn jedes o; separabel iiber K ist.

Beweis : Die Implikation 7 = ” ist klar. Fiir die umgekehrte Implikation sei d; =
[K(aq,...,0;) : K(oy,...,0;_1)]. Dannistd = f[ d; = [L : K|. Aufgrund der Separa-
bilitdt der a; und Lemma gibt es d; Fortsé’c:zungen eines gegebenen Homomor-
phismus K(ay,...,®;—1) — K zu einem Homomorphismus K(«y,...,qa;) — K.
Insgesamt gibt also d Fortsetzungen einer fixierten Einbettung i : K — K.

Andererseits ist fiir jede endliche Korpererweiterung E/F die Anzahl der Fortset-
zungen von F' — K nach E kleiner gleich [E : F]. Wir nehmen an, dass € L nicht
separabel ist. Dann ist die Anzahl der Fortsetzungen von ¢ : K(5) — L kleiner
gleich [L : K(8)] und die Anzahl der Fortsetzungen von i : K — K nach K ()
strikt kleiner als [(K () : K]. Insgesamt lasst sich i : K — K also auf weniger als

[K(B): K]-[L: K(B)] =[L: K]=d

Weisen nach L fortsetzen, im Widerspruch zur Aussage im ersten Abschnitt. O
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Separabilitdt ist auch im folgenden Satz die Schliisselvoraussetzung. Wir nennen
eine endliche Korpererweiterung L/ K einfach, falls es ein = € L gibt mit L = K(x).
In diesem Fall heif3t = ein primitives Element von L/ K.

Satz 2.37 Sei L = K(a,b,...,b.)/K eine endliche Korpererweiterung und by, ..., b, se-
parabel iiber K. Ist K unendlich, so ist L/ K einfach.

Beweis : Per Induktion konnen wir offenbar » = 1 annehmen. Seien f und ¢ die
Minimalpolynome von a und b; und F' ein Zerfallungskorper von fg. Seien a =
ai,as, .. .,a, die Nullstellen von f und b = by, ..., b, die Nullstellen von ¢ in F'. Die
b; sind nach Voraussetzung paarweise verschieden. Daher hat die Gleichung

a; +c-bj=a+c-b

tiir jedes ¢ und jedes j nur eine Losung in F. Da K unendlich ist, gibt es ein ¢ € K,
sodass diese Gleichung fiir kein Paar (7, j) erfiillt ist. Wir setzen z = a + ¢ - b und
wollen zeigen, dass L = K (x) ist.

Da f(x — ¢b) = f(a) = 0ist b Nullstelle von h(X) = f(z — cX) € K(x)[X]. Also ist
b auch Nullstelle von ggT k(,)1,1(g, h). Fiir alle anderen b;, d.h. mit i > 2 ist h(b;) =
f(z —cb;) = f(a+ cby — cb;) # 0 nach Wahl von c. Also ist

88T s () ix1 (9, h) = (X = b) € K(z)[X]

und damit b € K(z). Dann ist auch ¢ - b und somita = = — ¢b € K(z). O

Der Satz gilt auch fiir K endlich, allerdings mit anderem Beweis. Als Vorbereitung
fiir den Abschnitt {iber endliche Korper zeigen wir:

Satz 2.38 (Satz vom primitiven Element) Ist K ein Korper und H C K* eine endliche
Untergruppe. Dann ist H zyklisch.

Den Satz werden wir hdufig fiir K endlich und H = K* anwenden. Der Beweis
verwendet folgendes Lemma.

Lemma 2.39 Sei G eine abelsche Gruppe und a,b € G zwei Elemente endlicher Ordnung,
m = ord(a) und n = ord(b).

Dann gibt es Zerlequngen m = mg - m' und n = ng - n’ mit kgV(m,n) = mq - ny und
¢9T(mg, ng) = 1. Das Element a™ - b"" hat die Ordnung kgV(m, n).
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Beweis : Ubung.

Beweis des Satzes: Sei a € H ein Element maximaler Ordnung m und H,, C H
die Teilmenge von Elementen, deren Ordnung m teilt. Da K* abelsch ist, ist H,,
eine Untergruppe. Alle Elemente von H,, sind Nullstellen von X™ — 1, also hat H,,
hochstens m Elemente. Da (a) € H,, und |(a)| = m folgt H,, = (a). Falls H 2 H,, so
gibtes b € H\H,,. Dann ist ord(b) kein Teiler von m, also kgV (ord(b), m) > m. Nach
dem vorangehenden Lemma gibt es ein Element der Ordnung kgV (ord(b), m) in H,
im Widerspruch zur Maximalitit von n. O

Beweis : (des Satzes vom primitiven Element, Fall K endlich) Ist K endlich und
L/K endlich, so ist auch L und damit L* endlich. Ein Erzeuger von L* als zyklische
Gruppe erzeugt auch L/K. O

2.8 Endliche Korper

Wir wissen bereits, dass ein endlicher Korper F als Primkorper einen Korper F, fiir
eine Primzahl p besitzt und ein endlich-dimensionaler F,— Vektorraum ist. Somit
hat IF die Kardinalitdt ¢ = p" fiir n = [F : F,] € N. Ziel dieses Abschnitts ist es, fiir
jedes solche ¢ einen endlicher Korper zu konstruieren.

Lemma 2.40 Ist F ein Korper mit ¢ = p" Elementen, so ist F der Zerfillungskorper von
X?— X € F,[X]. Insbesondere ist F /F, normal.

Beweis : Die Gruppe F* hat die Ordnung ¢ — 1, also hat jedes Element in * eine
Ordnung, die ¢ — 1 teilt. Folglich sind alle Elemente in F Nullstelle von X? — X. Da
der Grad dieses Polynoms gerade |F| ist, enthélt I alle Nullstellen von X?— X. Also
ist IF der Zerfallungskorper dieses Polynoms. O

Satz 2.41 Sei p prim. Dann gibt es zu jedem n € Ny bis auf Isomorphie genau einen
Korper mit ¢ = p™ Elementen.

Beweis : Sei L ein Zerfallungskorper von f = X7 — X. Sobald wir gezeigt haben,
dass L genau ¢ Elemente enthilt, folgt die Eindeutigkeitsaussage aus Proposition
2.29 Sind v und v zwei Nullstellen von f, so ist wegen

(u+v)! =@ +v)=u+v
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auch u + v eine Nullstelle von f. Fiir b # 0 ist
(a- b =a?- (b)Y =a-b!,

also auch a - b~! Nullstelle. Ist ¢ ungerade, so ist mit a auch (—a) Nullstelle und fiir
q gerade ist p = 2, also a = —a. Insgesamt bilden die ¢ Nullstellen von f also einen
Korper, was zu zeigen war. ]

Wir wissen nun, welche endlichen Korper es gibt und wollen noch bestimmen,

wann sie ineinander enthalten sind.

Korollar 2.42 Fassen wir ¥, und F, als Teilkirper eines algebraischen Abschlusses F, auf
und schreiben ¢, = p™ und ¢y = p"?, so Qilt ¥, C ¥, genau dann, wenn n,|ns.

Beweis : Ist F,, C [F,,, soist[F, ein F,, —Vektorraum, also ¢, = ¢}" fiir ein m € N und
daher gilt n,|n,. Gilt umgekehrt n;|n,, so betrachten wir ein a € F,,. Fiir dieses gilt
a? = a und daher (mit n; - m = ny) :

m—1

m m—1
a?? = (4" — ()4 = a4 ) — ¢

)

wobei wir im letzten Schritt induktiv den Exponenten verkleinert haben. Also ist
aclF,. 0J

3 Galoistheorie

Die geniale Idee von Galois besteht darin, einer Kdrpererweiterung, also einem bis-
her noch ziemlich unhandlichen Objekt, eine Gruppe zuzuordnen, also ein wesent-
lich handlicheres Objekt. Ist die Kdrpererweiterung endlich, so wird auch die Grup-
pe endlich sein. Auflerdem werden wir Zwischenkorper mit Untergruppen in Ver-
bindung bringen und so die motivierenden Fragen z.B. der Konstruierbarkeit mit
Zirkel und Lineal spdter mit mehr Gruppentheorie 16sen konnen.

3.1 Galois-Erweiterungen

Definition 3.1 Eine algebraische Korpererweiterung L/ K heifit galoissch, falls sie normal
und separabel ist. Man bezeichnet die Gruppe Autk (L) der K—Automorphismen von L als
Galoisgruppe und schreibt auch Gal(L/K) := Autk (L).
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Fixieren wir einen algebraischen Abschluss K von K und damit auch von L. Ver-
kettet mit der Inklusion L — K ist also jedes Element der Gruppe Auty (L) auch
ein Element von Homg (L, K), wie wir die Menge aller K —Homomorphismen
von L nach K ab sofort bezeichnen. Ist L normal, so definiert jedes Element von
Hompg (L, K) auch ein Element von Autg(L). Also ist Homy (L, K) fiir galoissche
Erweiterung eine andere Darstellung der Galoisgruppe.

Proposition 3.2 Sei L/ K galoissch und K C E C L ein Zwischenkérper. Dann ist L/ E
galoissch und Gal(L/E) < Gal(L/K) eine Untergruppe. Ist auch E | K galoissch, so liefert
jedes o € Gal(L/K) durch Einschriinken auf E ein Element o|p € Gal(E/K) und o —
o|p ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.

Beweis : Wir hatten bereits gesehen, dass die Eigenschaften normal und separabel
sich auf den oberen Teil einer Zwischenkorpererweiterung vererben. Sind 0,7 €
Gal(L/E),d.h.o|g =idund 7|g = id,so auch cor7!|p = id, also oo ! € Gal(L/E).

Ist £/K normal, und ¢ € Gal(L/K), so betrachten wir o|p : E — L — K.
Nach Definition faktorisiert dies iiber einen Automorphismus von F, den wir auch
mit 0| bezeichnen, verkettet mit der Einbettung F — K. Diese Einschriankung ist
offenbar mit Komposition vertrdglich, also ein Gruppenhomomorphismus. Indem
wir den Fortsetzungssatz auf ein gegebenes 7 : ' — E — L anwenden, folgt
die Surjektivitit. O

Bisher wissen wir noch nicht, wie grof§ Gal(L/K) ist, und haben die Separabilitéts-

voraussetzung noch nicht verwendet.
Lemma 3.3 Ist L/ K endlich und galoissch, so ist

L : K] = #Gal(L/K).

Beweis : Nach dem Satz vom primitiven Element ist L = K («) einfach. Dieses Mi-
nimalpolynom f von a hat d = [L : K] Nullstellen o = ay, ..., in K aufgrund
der Separabilitdt und diese liegen alle in L aufgrund der Normalitit. Zu jedem c«;
gibt es nach Lemma .26/ genau einen Homomorphismus ¢ : L — L mit ¢(a) = ;.
Dies sind genau die n gesuchten Automorphismen. O

Beispiel 3.4 Sei L = Q(v/2,(3) und E = Q(+/2). Dann definiert 7(¢;) = (2 und
7(v/2) = V2 einen Automorphismus von L/K, der E fixiert. Da [L : FE] = 2
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ist Gal(L/FE) = {id, 7}. Ein weiteres Element ¢ von Gal(L/K) ist definiert durch
o(V/2) = V/2- 3 und 0((3) = (3. Man priift, dass die 6 Elemente

{id, o, 0%, 7,70, 70%}

paarweise verschieden sind.

Wir haben bereits Zwischenkorpern Untergruppen zugeordnet. Um umgekehrt ei-
ner Untergruppe H < Gal(L/K) einen Fixkorper zuzuordnen, betrachten wir die
Menge

I" ={a€L:o(a)=afirallec € H},

genannt den Fixkdrper von H.

Satz 3.5 Sei L ein Korper und G < Aut(L) eine Untergruppe mit Fixkorper K = L. Ist
G endlich, so ist L/ K galoissch,

#G =[L: K|lund G = Gal(L/K).

Ist G nicht endlich, aber L/ K algebraisch, so ist L/ K galoissch und Gal(L/K) > G.

Beweis : Sei GG endlich oder L/K algebraisch. Wir wollen zeigen, dass L/K sepa-
rabel ist und betrachten a € L. Wir betrachten eine beziiglich Inklusion maximale
Menge £ C G, sodass die o(a) fiir 0 € E paarweise verschieden sind. Da alle o(a)
Nullstellen des Minimalpolynoms von «a sind, ist auch im zweiten Fall £ endlich.
Ist 7 € G beliebig, so ist fiir ¢ € E auch 7 o 0 € E, denn sonst konnte man dieses
Element zu E hinzufiigen, im Widerspruch zur Maximalitdt von E. Also ist

To: E— E 0+ To0o

eine Bijektion. Dies bedeutet, dass

fo=1] (X = o(@)
)
unter 7 invariant ist, da nur die Faktoren permutiert werden. Da 7 beliebig war, ist
f € K[X]. Damit ist L/ K separabel. Ist F = (f,)qcz+ die Menge aller Polynome, die
durch obiges Verfahren aus a € L* gewonnen werden, so ist L offenbar Zerfillungs-
korper von F C K[X]. Also ist L/ K normal und damit galoissch. Ist G endlich, so
folgt aus obigem Argument, dass fiir alle a € L gilt [K(a) : K] < #G =: n. Wire
[L : K] > n, potenziell unendlich, so schreiben wir L = K(«;,i € I). Dann gibt es
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eine endliche Teilmenge J C I, sodass [K(«;,i € J) : K] > n. Nach dem Satz vom
primitiven Element ist diese Korpererweiterung von einem a € L erzeugt, im Wi-
derspruch zu [K(a) : k| < n. Da andererseits G C Autg (L) und #Autk(L) < [L: K]
folgt Gleichheit tiberall, wie behauptet.

Ist G unendlich, so ist co = #G < Autg (L) = [L : K], was noch zu zeigen war.  [J

Satz 3.6 (Hauptsatz der Galois-Theorie): Sei L/K endlich und galoissch mit G =
Gal(L/K). Dann sind die Zuordnungen

¢
{Untergruppen von G} = {Zwischenkorper von L/K'}

b
H — LA
Gal(L/E) « E

zueinander inverse Bijektionen.

Die Untergruppe H < G ist ein Normalteiler genau dann, wenn L¥ | K galoissch ist. In
diesem Fall ist H der Kern von o v+ o|pu, also G/H — Gal(L? /K).

Beispiel 3.7 Wir bleiben bei L = Q(v/2,(3). Dann ist G = Gal(L/K) = S; via
7 — (12) und ¢ — (123). Diese Gruppe enthdlt H; = {(123),(132),id} als Un-
tergruppe vom Index zwei, notwendigerweise ein Normalteiler. Der Fixkorper
LHs = Q(¢) hat Grad [L¥ : K] = 2. Die weiteren nichttrivialen Untergruppen
sind {(12),id}, {(13),id} und {(23),id}, allesamt keine Normalteiler. Die zugehori-
gen Fixkorper sind Q(+/2), Q(v/2-¢?) und Q(+/2-(3). Diese sind folglich iiber Q nicht

normal, was wir bereits zuvor direkt aus der Definition eingesehen haben.

Beweis : Sei £ ein Zwischenkorper der Erweiterung L/K. Dann ist H = Gal(L/E)
eine Untergruppe von Gal(L/K) und L = ¢ o ¢(E) nach Definition. Nach der
vorigen Proposition ist Gal(L/L”) = H und nach Definition des Fixkorpers gilt
E C L*. Wir wissen bereits, dass L” /| E separabel ist, da dies fiir L/ K und daher fiir
L/FE gilt. Um die Gleichheit einzusehen, gentigt es, nach Lemma[3.3]zu zeigen, dass
es nur eine Fortsetzung der Einbettung iy : £ — K nach L gibt. (Dabei haben
wir den algebraischen Abschluss K so gewéhlt, dass er L enthélt.) Jede Fortsetzung
von iy nach L¥ kann man auch nach L fortsetzen. Da L/FE normal ist, muss die
Fortsetzung ein Automorphismus von L, verkettet mit der Einbettung L — K sein.
Dieser Automorphismus ist, als Fortsetzung von iy, auf E trivial, also in H. Daher
ist er auch auf L trivial mit izn : L — K ist gleich iy. Damit ist gezeigt, dass
E = L7 ist.
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Sei umgekehrt H < G eine Untergruppe und L der zugehorige Fixkorper. Dann
sagt die vorangehende Proposition direkt, dass Gal(L/L") = H,d.h. dass o ® = id.

Ist H = Gal(L/L") mit L /K normal, so ist der Kern des Homomorphismus

G — Gal(L7/K)
T — T|pu

gerade Gal(L/L") = H, also ist H ein Normalteiler. Die letzte Aussage des Satzes
ist dann gerade der Homomorphiesatz fiir Gruppen.

Ist umgekehrt H < G ein Normalteiler, so wahlen wir wie oben einen algebraischen
Abschluss _
K—I" 5 L5K.

Wir miissen nachweisen, dass L /K normal ist und betrachten einen Homomor-
phismus o : L¥ — K. Diesen konnen wir zu o, : L — K fortsetzen. Da
L/K normal ist, faktorisiert ¢, als Automorphismus von L verkettet mit der Ein-
bettung i), : L — K. Eingeschrankt auf LY bedeutet dies, dass sich ¢ = i, 0 oy mit
oo : L — L faktorisieren lasst. Wir wollen zeigen, dass oo(L") C L* ist. Sei also
a€ L¥und b = og(a) € L.SeiT € H = Gal(L/L") beliebig. Dannist o0y = oo 7/
fiir ein 7 € H, da H Normalteiler ist. Also ist

7(b) = T o0op(a) = gp o 7'(a) = og(a) = b

Damit wird b von jedem Element in H festgelassen und liegt somit in L7, O

Als Folge hiervon erhalten wir, dass jede separable endliche Kérpererweiterung nur
endlich viele Zwischenkorper besitzt. Es geniigt dazu, zur normalen Hiille tiberzu-
gehen, welche immer noch endlich und separabel {iber dem Grundkorper ist. Nun
konnen wir den Hauptsatz anwenden und die Tatsache, dass eine endliche Gruppe
nur endlich viele Untergruppen hat.

Wir wollen noch erkldren, was Durchschnitt von Untergruppen und Gruppener-
zeugnis unter der Korrespondenz des Hauptsatzes bedeuten. Sei dazu fiir £; C L
und Ey C L das Kompositum E, - E5 definiert als der kleinste Teilkorper von L, der
sowohl F; als auch E, enthilt.

Korollar 3.8 Sei L/ K endlich und galoissch. Seien E, und Ey Zwischenkorper und H; =
Gal(L/E;) die zugehorigen Galoisgruppen. Dann gilt
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1) FE, C Ey< Hy > Hy
ii) E, - By = LHNH>

ZZZ) El M E2 — L<H17H2>Gruppe

Beweis : Ist £y C E; und o0 € Gal(L/Es), so ist 0 € Gal(L/E;). Umgekehrt ist
E, = L™ C L"2 = F,. Dies zeigt i) und die anderen beiden Aussagen folgen
analog. O

3.2 Galois-Gruppen zu Gleichungen

Wir wollen zu einigen Gleichungen kleinen Grades die Galoisgruppe bestimmen.

Grad 2:Sei f = X?+aX +b € K[X]. Das Polynom ist genau dann irreduzibel, wenn
f keine Nullstelle in /& hat. In diesem Fall ist f separabel, falls nicht char(k) = 2 und
a = 0 gilt. Wenn wir eine Nullstelle o adjungieren, so ist f/(X — «a) linear, also ist
K () der Zerfallungskorper von f. Esist [K(«) : K| =2, also Gal(K(a)/K) = Z/2.

Bevor wir den Grad erhohen, noch eine Strukturaussage.

Satz3.9 Sei f € K[X] separabel und L/K der Zerfillungskorper von f. Seien
{ai,...,a,} die Nullstellen von f. Dann ist

p: Gal(L/K) +— Siar,..any = Sn
o — <7|{o{1 _____ an}

ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Insbesondere ist #Gal(L/K) < n!

Das Polynom f ist genau dann irreduzibel, wenn f transitiv auf {«a, . .., o, } operiert.

Beweis : Da o Nullstellen von f auf Nullstellen abbildet und injektiv ist, muss es
auf der endlichen Menge {«4, ..., a,} eine Bijektion sein. Die Bilder der Nullstellen
bestimmen o und daher ist ¢ injektiv. Ist f irreduzibel, so gibt es zu jedem Paar
(ay, ;) von Nullstellen eine Fortsetzung o von i : K — K mit o(c;) = ;. Da
L/K normal ist, haben wir den gesuchten Automorphismus von L gefunden. Ist f
reduzibel mit Zerlegung f = g-h, so bildet f die Nullstellen von g in sich und ebenso
die Nullstellen von 4 in sich ab. Da f separabel ist, miissen diese verschieden sein
und daher gibt es keinen Automorphismus von L, der eine Nullstelle von ¢ auf eine
von h abbildet. O
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Grad 3: Ist f = X2 + &, X? + ¢, X + ¢y € K[X], so lasst sich, falls char(k) # 3 das
Polynom durch die Substitution X —— X — <% auf die Gestalt f = 2°+ax+bbringen,
die wir ab sofort betrachten. Wieder ist f irreduzibel, falls f keine Nullstelle in K
hat. In diesem Fall ist bei char(K) # 3 das Polynom auch separabel. Sei o eine
Nullstelle von f und L der Zerfiallungskorper. Nun gibt es zwei Félle.

Ist L = K(«), also Gal(L/K) von Ordnung 3, so ist die Gruppe zyklisch.

Ist L 2 K(«a),soist [L : K] = 6 und Gal(L/K) konnen wir als Untergruppe von 3
auffassen. Also hat Gal(L/K) kein Element der Ordnung 6 und ist daher isomorph
zu Ss.

Wir suchen noch nach einem Kriterium, welcher der Fille auftritt, indem wir nur
die Koeffizienten a und b ansehen. Seien dazu a4, as, az die Nullstellen von f und

0= (a1 — ) — az)(as — az).

Wenn man ¢ € Gal(L/K) anwendet, so werden die Nullstellen permutiert und
damit die Vorzeichen der Faktoren von §. Es gilt also o(§) = 6. Ist 0 €
{(12),(23), (13)}, so gilt o(d) = —6 und falls o € {id, (123), (132)} so gilt o (5) = +4.
Also ist @ = sign(o) und somit

#Gal(L/K) =3 < Gal(L/K) C Ker(sign) < § € K

Es gilt

(x— 1) =2° — (g + g + a3)2® + (a1an + aras + apas)r + apasas.

3
=1

f:4

7

Also ist a; + as + a3 = 0 mit der gegebenen Normierung und man rechnet mit
Geduld

0% = —4a® — 27

nach. Einen allgemeinen Grund hierfiir sehen wir im Abschnitt tiber Diskriminan-
ten. Jedenfalls folgt hieraus, dass z.B. f = 2® — x + 1 die Galoisgruppe Sj; besitzt.

Grad n: Der allgemeine Fall: Wir betrachten L = k(Ty,...,7,) =
Quot(k[Ty,...,T,]) fiir einen Korper k. Die Gruppe S, operiert hierauf, indem
Sy 2 o in einem Polynom die Variablen vertauscht und auf Briichen dies im Zahler
und Nenner tut. Dann ist K = L% ein Korper, der Korper der symmetrischen
rationalen Funktionen in n Variablen. Die Erweiterung L/K ist nach dem Satz
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galoissch. Wir wollen bestimmen, wie Elemente von K konkret aussehen. Sicher ist
kC Kund zB.Ty +15 + ...+ T, € K. Fiir den allgemeinen Fall betrachten wir

3

f= 1xX-7)

i=1

(=1)s;(Ty, ... T,) - X" € k[T, ..., T,][X].

I

0

Dabeiistsy = 1,51 =T\ +To+...T,,80 =T\ 1o +T1 T35+ ...+ T,_1T, und schliefslich
s, =11 -...-T,. Diese Polynome werden elementar-symmetrische Polynome genannt.
Offenbar ist k(s1, ..., s,) = Quot(k[si,...,s,]) € K.Da [L : K] = n!list f irrezuzibel
in K[X]. Da L offenbar Zerfallungskorper von f ist, folgt

<
I

[L:k(S1,...,S,)] <n!
und somit K = k(Sy,...,S,).

Wir wollen nun diesen Konstruktionsvorgang umkehren und S, ..., S, als Varia-
blen betrachten sowie das Polynom

p=X"+S X" .+ S, 1 X +S,€k(S,...,5)[X]

und dessen Zerfallungskorper. Wir nennen p das allgemeine Polynom n—ten Grades
tiber k. Wir wollen zeigen, dass wir S; mit s; identifizieren diirfen und fithren dazu
folgenden Begriff ein.

Definition 3.10 Sei £ — F eine Inklusion von Ringen und M = {sy,...,s,} C F eine
Teilmenge. Diese heifit algebraisch unabhéngig iiber E, falls der Ringhomomorphismus

E[Xl,. .. ,Xn] — F,XZ —S;
injektiv ist. Andernfalls heiflen s1, . .., s,, algebraisch abhingig.
Algebraische Unabhéngigkeit bedeutet also die Nichtexistenz einer polynomialen

Beziehung zwischen den gegebenen Elementen. Jedes algebraische Element einer
Korpererweiterung ist also algebraisch abhéangig.

Lemma 3.11 Die elementar-symmetrischen Polynome s, ..., s, € L sind algebraisch
unabhiingig iiber k.
Beweis : Wir nehmen Variablen Sy, ..., S, und betrachten

7o i(_l)jgj X" € k(S ..., )X,
=0
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wobei S; = 1 per Definition gesetzt wurde. Sei L der Zerfdllungskorper dieses Po-

lynoms und ¢4, ..., t, die Nullstellen von } in Z Dann gilt
L= kSt So)(try e tn) = ktr, oo 1),

da S; = t;+...+t, und allgemein sich die 5, als elementarsymmetrischen Ausdruck
in den ¢; schreiben lassen. Wir betrachten den Ringhomomorphismus

ev: k[Th,..., T, — k[t1,...,t,]; T; — ;.

Dieser bildet s; € k[Ty,...,T,] auf S; € kl[t;,...,t,] ab. Die S; Variablen sind also
algebraisch unabhingig tiber £,

ev\k[sl ..... S, - /{Z[Sl, .. .,Sn] — ]i][Sl,. . ,Sn]

ist injektiv und offenbar ein Isomorphismus. Also ist {s1, ..., s,} algebraisch unab-
héangig. O]

Satz 3.12 Das allgemeine Polynom n—ten Grades ist irreduzibel, separabel und hat S,, als
Galoisgruppe.

Beweis : Da die elementarsymmetrischen Funktionen {s, ..., s, } algebraisch unab-
héngig tiber k sind, ist

E(S1, .., Sn) > k(s1,...,80) = K;S; — (—1) - s,

ein Isomorphismus. Das Bild von p(X) unter diesem Isomorphismus ist }(X ) aus

dem vorigen Lemma. Mit den Notationen von dort ist L der Zerfallungskorper von

.....

vorgeht. Also sind p(X), f(X) und f(X) alle gleichermaflen separabel und irreduzi-
bel und ihre Zerfallungskorper haben Grad n! und Galoisgruppe S,,. O

3.3 Einheitswurzeln

Wenn wir Wurzeln ziehen, also Nullstellen von X? — a adjungieren wollen, so tre-
ten im Zerfallungskorper stets Einheitswurzel-Erweiterungen auf. Dies haben wir
bereits im Beispiel 2* — 2 mehrfach gesehen und wir untersuchen diese nun syste-
matisch.
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Lemma 3.13 Falls p{n, soist f = X™ — 1 iiber einem Korper der Charakteristik p separa-
bel. Falls p | n, etwa p - n = n, so sind die Nullstellen von f diejenigen von f=(x"-1).

Wenn wir also Einheitswurzeln adjungieren wollen, kénnen wir immer annehmen,
dass char(K) 1 gilt, andere Exponenten bringen keine neuen Einheitswurzeln dazu.
Beweis : Esist [/ = n - 2" # 0, falls p { n. Falls char(K) = p | n, so ist

(X" = 1) = (X"~ 1),
was die Behauptung zeigt. O

Satz 3.14 Es gelte char(K') { n. Dann ist die Gruppe U, der n—ten Einheitswurzeln zy-
klisch der Ordnung n.

Beweis : Offenbar ist die Ordnung mindestens n, die Gruppe ist nach Satz zy-
klisch und die Ordnung jedes Elements teilt n. Also hat U,, genau n Elemente. [

Die Erzeuger von U, werden primitive n—te Einheitswurzeln genannt. Abstrakt ist
also (U, -) zu (Z/nZ,+) isomorph. Es ist (Z/nZ,+, -) ein Ring und wir kénnen die
Einheiten in diesem Ring betrachten, die wir wie tiblich mit (Z/nZ)* bezeichnen.
Die Eulersche p—Funktion ist definiert als

p(n) = #(Z/nZ)".
Es gilt

Lemma 3.15 Die Eulersche p—Funktion ist multiplikativ fiir teilerfremde Argumente, d.h.
aus ¢¢T(m,n) = 1 folgt p(m - n) = o(m)p(n). Weiter ist o(p*) = p*~1 - (p — 1) und

(Z)nZ)* = {a € Z/nZ mit ggT(a,n) = 1}.

Beweis : Die letzte Aussage folgt direkt aus dem erweiterten Euklidischen Algorith-
mus. Mit dieser Charakterisierung sieht man sofort, dass

#((Z/M)\(Z/M)*) e

und damit die zweite Behauptung. Die erste ist Folge des Chinesischen Restsatzes.
Dieser besagt, dass fiir ggT(m,n) = 1 die Abbildung

Z](mn)Z — Z/mZ x Z/nZ,a — (& mod m,a mod n)

einen Isomorphismus von Ringen ist. ]
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Dies steht mit der Struktur der Einheitswurzeln wie folgt in Zusammenhang.

Proposition 3.16 Die Gruppe U, enthilt genau p(n) primitive n—te Einheitswurzeln. Ist
C eine solche, so ist {C*, k € (Z/nZ)*} die Menge aller primitiven n—ten Einheitswurzeln.

Beweis : Ist k € (Z/nZ)* und | - k = 1, so ist (¢¥)! = ¢, also ¢* eine primitive n—te
Einheitswurzel. Umgekehrt gilt: Ist (¥ primitiv, so ist (¢(*) = U, also gibt es ein [ mit
(") = (. Folglichist k-l = 1und k € (Z/nZ)*. O

Wir betrachten nun den Zerfallungskorper L von X™ — 1. Ist K = Q, so wird L auch
der n—te Kreisteilungskorper genannt. Wir konnen wie oben gesagt char(K) { n an-
nehmen, sodass L/K galoissch ist. Die Struktur der Galoisgruppe klart der folgende
Satz.

Satz 3.17 Die Erweiterung L/ K ist abelsch und [L : K| | ¢(n). Genauer definiert
Gal(L/K) — Aut(U,); 7 — T|u,
einen injektiven Homomorphismus. Die Abbildung
v (Z/nZ) — Aut(U,), ar— ((— (%)

ist ein Isomorphismus von Gruppen.

Beweis : Die erste Aussage folgt offenbar aus den zwei folgenden. Offenbar bildet
7 € Gal(L/K) eine Nullstelle von X™ — 1 wieder auf eine solche ab und 7 ist durch
die Bilder der Nullstellen bestimmt. Also ist ¢ eine injektive Abbildung in die sym-
metrische Gruppe der Nullstellen. Zudem ist 7((; - ¢;) = 7(()7((;), sodass 7 ein
Homomorphismus von U, ist, wegen Bijektivitit also ein Automorphismus.

Identifiziern wir U,, mit Z/nZ, so besagt die letzte Aussage, dass
O (Z)nZ)* — Aut(Z/nZ), a+— (x+— a-z)

ein Isomorphismus ist. Unabhéngigkeit von der Wahl des Vertreters in der Klasse
von a ist offensichtlich. Das Bild ¢(a) von a € (Z/nZ)* ist ein Automorphismus,
denn das Bild von a™! € (Z/nZ)* ist die gesuchte Umkehrabbildung. Ist " (a) = id,
alsoa-1=1 mod n, soist a das neutrale Element in (Z/nZ)* und ¢ daher injektiv.
Bildet ein Automorphismus p € Aut(Z/nZ) das Element 1 auf a ab, und das Inverse
zu pbildet 1 auf b ab, so gilt a-b = 1 und daher a € (Z/nZ)*, woraus die Surjektivitat
folgt. O
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Satz 3.18 Ist K = Q, so ist die Abbildung

Gal(Q(¢n)/Q) — Aut(Uy)

surjektiv, also [Q(¢,) : Q] = ¢(n).

Beweis : Sei f das Minimalpolynom von (,. Wir zeigen, dass jede primitive n—te
Einheitswurzel Nullstelle von f ist. Dann ist [Q((,) : Q] > ¢(n) und die umgekehrte
Ungleichung folgt bereits aus dem vorigen Satz. Offenbar ist f ein Teiler von X" —1.
Nach dem Gauf3-Lemma bleiben die irreduziblen Faktoren in einer Zerlegung von
X" — 1 tber Z[X] irreduzibel tiber Q[X]. Da f und X™ — 1 normiert sind, muss f
einer davon sein, also gilt f € Z[X| und es gibt h € Z[X],sodass f - h = X" — 1.

Es gentigt zu zeigen, dass fiir alle p { n prim die Potenz (? wieder eine Nullstelle
von f ist, denn jedes m mit ggT(m,n) = 1 ldsst sich als Produkt solcher Primzahlen
schreiben. Ware die Behauptung falsch, so wére (? eine Nullstelle von h(X), also ¢,
selbst eine Nullstelle von h(X?). Da f irreduzibel ist, folgt f|h(X?). Wir reduzieren
nun die Koeffizienten modulo p, d.h. betrachten den Homomorphismus

b2 Z[X] — Z[pZ[X] = Fp[X]

Im Bild gilt ¢ (h(X?)) = ¢(h(X))" = ¢(f) - g fiir ein Polynom g € Z/pZ|z]. Das aber
bedeutet, dass

X" =1=9(X" =1) =(f) - &(h) = (f) - &(f) - 9

eine mehrfache Nullstelle hat. Da p { n ist dies ein Widerspruch zu den Separabili-
tatsaussagen am Anfang des Abschnitts. O

Das Minimalpolynom @, einer primitiven n—ten Einheitswurzel iiber Q wird n—tes
Kreisteilungspolynom genannt. Nach dem vorigen Satz ist

©(n)
¢, =[x = ¢, 2)
i=1
wobei {Q(Ll), e C,(f(”))} eine Liste der primitiven n—ten Einheitswurzeln ist. Ist p

prim, so hat
P, =(XP-1)/(X-1)=XP14+XP 24+ +X+1

den Grad ¢(p) = p — 1. Allgemein berechnet man Kreisteilungspolynome zum Bei-
spiel wie folgt.
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Proposition 3.19 Esgilt X" — 1= [] &,.
d|n,d>0

Beweis : Sei P, die Menge der primitiven d—ten Einheitswurzeln. Jede n—te Ein-
heitswurzel ist in einem der P fiir ein d|n, genauer ist d(¢) = min{a > 0 : (* = 1}.

AlsoistU, = |J PF;und diese Vereinigung ist disjunkt. Die Behauptung folgt nun
d|n,d>0
aus der Darstellung (2) des Kreisteilungspolynoms. O

Will man ®,, berechnen und kennt man bereits ®, fiir d < n, so kann man ®,, durch
abdividieren der anderen Faktoren aus der Proposition (nicht besonders effizient)
berechnen, z.B.

@104:X48—X44+X40—X36+X32—X28+X24—X20+X16—X12+X8—X4+1.

Dabei stellt man fest, dass alle ®,,,n < 104 nur Koeffizienten in {—1,0,+1} haben.
Ab @495 dndert sich das, denn einer der Koeffizienten von @,y ist —2. Das liegt dar-
an, dass 105 = 3 - 5 - 7 Produkt dreier verschiedener Primfaktoren ungleich zwei ist.
Sei A(n) das Maximum der Betrdge der Koeffizienten von ®,,. Diese Funktion A(n)
ist vollkommen elementar definiert, n hat viele Publikationen der elementaren Zah-
lentheorie hervorgerufen und dennoch ist einiges unbekannt. Zum Beispiel hatte
1968 Schwester Marion Beiter einiges tiber A(n) im Fall von n = p-¢-r Produkt drei-
er Primzahlen (p < ¢ < r) herausgefunden und vermutet, dass A(p-¢-r) < Z:1. Die
Schranke A(p-q-r) < % ist in der Tat bewiesen, aber in wurde gezeigt, dass
es eine Folge (p;, g;,7;) gibt mit limsup A(p,q,7;)/p; > 2/3. Also ist die urspriing-
liche Vermutung falsch, aber der optimale Wert des lim sup, welcher irgendwo in
2/3,3/4] liegen muss, ist bislang unbekannt.

3.4 Norm und Spur

Ist L/ K eine endliche Korpererweiterung und o € L, so will man oft charakteristi-
sche Grofien von a schnell bestimmen. Natiirlich besitzt o ein Minimalpolynom f,,
und (wenn wir wie immer f, normiert voraussetzen) so sind alle Koeffizienten von
fa solche charakteristischen Grofien, aber manche davon sind bequemer zu bestim-

men als andere.

Zum Vergleich sei ¢ : V' — V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen
K —Vektorraums V. Dann wird ¢ sein charakteristisches Polynom x = x,, zugeord-
net und zwei Koeffizienten werden in der linearen Algebra besonders studiert. Ist
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x=> ¢ X", s0ist
i=0
Spur(y) = —c; und Det(p) = (—1)"¢,.

Nattirlich stimmt dieser Begriff mit der Spur und Determinante einer Matrix tiber-

ein, wenn man eine beliebige Darstellungsmatrix verwendet.

Wir spezialisieren auf V' = L und ¢ = ¢, die (Links-)Multiplikation mit o € L.
Definition 3.20 Die Spur von « € L ist definiert als

Spury(ar) = Spur(x,, )

und die Norm durch
Norm} () = Det(x,,)-

Aus den bekannten Rechenregeln Spur(ay +b¢) = a Spur(y) +b Spur(¢) und Det(yp o
¢) = Det(yp) - Det(() fiir beliebige Endomorphismen von V und a, b € K folgt sofort
fira,f € Lunda,be K

Spurk (ac + bB) = a Spurk () + b Spurk(3), Norm%(a3) = Norm%(a) - Norm% ().

Proposition 3.21 Ist L = K(«), so sind Spur und Norm Koeffizienten des Minimalpoly-

noms, genauer gesagt ist fo, = > ¢; X" das Minimalpolynom von o, so ist
i=0

Spurk(a) = —¢;  und Norm%(a) = (—1)"c,.

Beweis : Es ist nun zu zeigen, dass fiir L = K(«) das Minimalpolynom f, und x,
tibereinstimmen. Da f,(«) = 0 ist auch fiir jedes z € L

n

o) = (L) @ =St o

1=0

1=0

Das Minimalpolynom von ¢, teilt also f, und aus der gleichen Rechnung folgt die
umgekehrte Teilbarkeit. Das Minimalpolynom von f, und das von ¢, stimmen also
tiberein.

Aus Gradgriinden ist hier das Minimalpolynom von ¢, gleich dem charakteristi-
schen Polynom und daraus folgt die Behauptung. O

Seite 39



Im anderen Extrem gilt, ist « € K, so ist die Darstellungsmatrix eine Diagonalmatrix
mit o auf der Diagonale und daher

Spurk(a)=[L: K]-a und Normk(a)= ol

Proposition 3.22 Norm und Spur sind transitiv, d.h. sind K < F' < L endliche Korperer-
weiterungen, so gilt fiir alle o« € L

Spury (a) = Spurj (Spurf(a)) und Normj (o) = Normj (Normp ().

Beweis : Sei m = [F' : K|und n = [L : F]. Sei z1,...,z,, eine K—Basis von F
und y;, ..., y, eine F'—Basis von L. Dann ist {z;y;} eine K-Basis von L und wir su-
chen die Darstellungsmatrix Mg € K™ von ¢, in dieser Basis. Sei zun&chst
Mp = () € F™*" die Darstellungsmatrix von ¢, als F-linearer Endomorphis-
mus von L. Sei (aj; );; € K™*™ die Darstellungsmatrix der Multiplikation mit c, .
Wir betrachten die Abbildung (,,Blockdarstellung”)

Fan |_> Kmnxmn
B: By
(O‘uu)uv — (ai—E» I 1) K
ij
wobei Querstriche Restklassen modulo m, aber im Vertretersystem 1, ..., m bedeu-
ten.
Dann ist

QDa(IEiyj) = szZ%u?/u - Z ijyxi)yy
v=1
- ZZ C )Y

v=1 p=1
n m

- Z ZB(MF)(j,l).mH, (v=Dmtp - LplYv,

v=1 pu=1
also ist B(Mp) in der Tat die Darstellungsmatrix M. Wir behaupten, dass fiir alle
M e Fnxn

Spur(B(M)) = Spurk (Spur(M)) und Det(B(M)) = Norm¥ (Det(M))
gilt. Daraus folgt direkt

Spurf((a) = Spur(B(Mp)) = Spurf((Spur(MF) = Spurf((Spurfm(a))
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die gewiinschte Behauptung fiir die Spur und analog fiir die Norm.

Die behauptete Aussage fiir die Spur folgt direkt aus

Spurk (Spur(M Z Z Z B(M)
k=1

i=1 j=1
Fiir die Determinantenaussage zeigen wir, dass B ein Ringhomomorphismus ist.
Bis auf die Multiplikativitdt ist das offensichtlich. Fiir M = (ay,,) und N = (8,..),

welche als Darstellungsmatrizen (a!;); j=1._, und (8:)); j=1,. » haben, rechnen wir

Z“ 7777 1] 3 e

nach, dass

<Zau)\ﬁ)\u> T
A=1

|
(]
&
(]
&
I
(]
(7]
s
<
@
<
=

Die Matrixeintrage von

sind also von der Bauart
A v .
ZZ(LZ b, Gke{l,...omp pved{l,... n}
A=1 j=1
Dies sind auch genau die Eintrdge von B(M) - B(IN), was wir zeigen wollten. Die
Determinantenaussage ist fiir obere und untere Dreiecksmatrizen offensichtlich und

nach dem Gaufi-Algorithmus lédsst sich jede Matrix als Produkt solcher Matrizen
schreiben. (Zeilen-/Spaltenvertauschung bendtigt man nicht gesondert, wie man

anhand von
10\ (1 -1\ (1 0\ [0 -1
1 1/ \o 1 1 1) \1 o0

k
einsieht.) Ist also M = [ D; mit D; Dreiecksmatrizen, so ist schlieflich
i=1

Det (B(M)) = Det <B (ﬁD)) = ﬁDet (B(D;))
. i=1 i=1

= HNormﬁ (Det(D;)) = Norm¥ (Det HD
i=1

= Norm% (Det(M)).
U
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Satz 3.23 Ist L/K separabel und endlich vom Grad [L : K] = r und 7,: L — K fiir
i = 1,...,r die Fortsetzung der Einbettung K — K in einem algebraischen Abschlug, so
ist fiir alle o € L

r

Spurk (o) = Z 7i(a) und Normk(a) = H Ti(a).

i=1

Ist L/ K galoissch, so kénnen wir 7; als Automorphismen von L auffassen und die
Summe bzw. das Produkt beinhaltet nur Elemente in L.

Beweis : Den Spezialfall « € K haben wir bereits behandelt. Wir betrachten nun
den Spezialfall L = K («). Dann hat das Minimalpolynom die Faktorisierung

zn:ciX”_i = fo = ﬁ (X — Ti(a)).

=0 i=1

Also ist

r

Spurk(a) = —c¢; = Zri(a)

=1
und

s

Normf(a) = (—=1)"¢c, = HTi(a).

=1

Den allgemeinen Fall setzen wir aus diesen Spezialfallen und der Transitivitat zu-
sammen. Wir betrachten dazu K C K(a) C L. Es seien r = [K(a) ; K} und
ry = [L : K(a)]. Weiter seien 74, . .., 7, die (paarweise verschiedenen) Fortsetzungen
der Inklusion K — K nach L, 7, ...,n,, seien die (paarweise verschiedenen) Fort-
setzungen der Inklusion K — K nach K(a) und fiir jedesi = 1,...,r; seien 7,
j =1,...,7 die (paarweise verschiedenen) Fortsetzungen von 7; : K (a) — K nach
L. Die Einbettungen

{’I]ijIL—>F,Z':]_,...,T’lundj:l’_“’qb}

sind paarweise verschieden und damit bis auf Umnummerierung gleich 7, ..., 7,.
Denn angenommen 7;; = 7. Dann gilt nach Einschrankung auf K(«), dass 1, =
Nij| k() = M| K (@) = Mk, also @ = k und damit auch j = I. Also ist

T1

Spurk (o) = Spurg @ (Spurk o (@) = [L - K(a)] Y ni(a)
=1

=3 nigla) =D n(7)

i=1 j=1 =1
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und

r1

K(a Ko

Norm% (o) = NormK( )(Normé(a)(a)) = | | n; () (@)
i=1

L T2

= HH%‘(Q) = Hn(a)

i=1 j=1

3.5 Zyklische Erweiterungen

Angenommen K enthilt bereits die n-ten Einheitswurzeln. Wir wollen die Erwei-
terungen von K charakterisieren, die als Zerfallungskorper von X" — c auftreten.
Dies leistet der folgende Satz, dessen Beweis einige Hilfsmittel erfordert. In diesem
Abschnitt ist stets char(K) kein Teiler von n.

Satz 3.24 Ist U, C K und L = K(a), wobei a Nullstelle von X" — c ist, dann ist L/ K
zyklisch. Weiter ist d = [L : K| ein Teiler von n, es ist a’ € K und f, = X¢ — a? € K[X]
ist das Minimalpolynom.

Ist umgekehrt U,, C K und L/K zyklisch von Ordnung n, so gibt es ein a € L mit L =
K(a)und f, = X" — a" € K[X] ist das Minimalpolynom von a.

Als ersten Schritt beweisen wir einen Satz, der als lineare Unabhéngigkeit von Cha-
rakteren bezeichnet wird. Ein K-wertiger Charakter einer Gruppe G ist ein Homo-
morphismus

x: G— K".

Das Produkt zweier Charaktere y; und Y- ist definiert durch
(1 x2)(9) = x1(9) - x2(9)
und mit dieser Verkniipfung wird die Menge der Charaktere eine Gruppe.

Die Menge Abb(G, K') der Abbildungen von G nach K bildet via

(fi+ f2)(9) = fi(g) + folg) und (X - f1)(g) = A fi(g)

einen K-Vektorraum. Dieser enthélt per Definition alle Charaktere von G.
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Satz 3.25 Verschiedene K-wertige Charaktere x1, ..., x, von G sind linear unabhiingig in
Abb(G, K).

Beweis : Angenommen die Behauptung ist falsch und wir wihlen ein Gegenbeispiel

mit n minimal. Offenbar ist n > 2. Sei

iai'XiZO
i=1

die lineare Relation. Alle a; sind von Null verschieden aufgrund der Minimalitat. Es

giltalso Y a; - x;(g - h) = 0 fuir alle g, h € G. Wir wiahlen g so, dass x1(g) # x2(g) ist.
i=1

Es ist

i=1

da wir oben bereits gesehen haben, dass die Beziehung fiir alle » € G gilt. Aus den
beiden Relationen kénnen wir die neue Relation

iai (Xi(g) - Xl(!J))XZ- =0

=2

zusammenbauen. Da a; (X1(g) - XQ(Q)) # 0, ist diese Relation nicht trivial, im Wi-
derspruch zur Minimalitat. O

Damit kdnnen wir folgende Charakterisierung zyklischer Erweiterungen beweisen.
Was hier ein Hilfssatz ist, kann als der Anfang der Galoiskohomologie gesehen wer-
den.

Proposition 3.26 (Hilberts Satz 90) Sei L/K zyklisch und (1) = Gal (L/K). Dann ist

Norm£ (b) = 1 genau dann, wenn es ein a € L* gibt mit b= a - 7(a)~".

Beweis : Wenn es solch ein a gibt, so folgt offenbar

NormZ%(a)

Norm% (b) = W =1

nach Satz Fiir die Umkehrung sei solch ein b gegeben und wir setzen n =
[L : K. Wir betrachten die Elemente 7* € Gal(L/K) als Charaktere der Gruppe L*.
Aufgrund deren linearer Unabhéngigkeit ist

f=7"4+b-7'4b-7(b) -T2+ ...+ b-T(B)T(D) - T E(b) - T
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nicht die Nullabbildung L* — L. Also gibt es ein ¢ € L, sodass a = f(c) # 0 ist.
Dann ist

b-7(a)=b-7'(c)+b-7(b) - 7*(c) + ... +b- 7(b)7*(b) - - -T”_l(blrn(c) = a,

alsob=a-7(a)" . O

Beweis von Proposition[3.24]: Wir beginnen mit der Umkehrung. Da eine primitive
n-te Einheitswurzel ¢ in K enthalten ist und L/K als zyklisch vorausgesetzt ist, gilt

n—1

Normf (¢ = [[of¢ = ¢ =1.
i=0
Nach Hilberts Satz 90 gibt es also ein @ € L mit o(a) = ( - a. Insbesondere sind
die Galois- Bilder ¢'(a) = (‘a fiiri = 0,...,n — 1 paarweise verschieden und da-
mit L = K(a), denn [K(a) : K] > n. Weiter ist o(a™) = ("a™ = a", also a" € K.
Also ist a Nullstelle des Polynoms X" — a" € K[X], welches aus Gradgriinden das
Minimalpolynom von a ist.

Fiir die andere Richtung koénnen wir ¢ # 0 annehmen. Die Nullstellen (‘a fiir
i =0,...,n — 1sind paarweise verschieden und damit alle Nullstellen von X" — c.
Also ist L Zerfallungskorper dieses Polynoms und aufgrund der Charakteristikvor-
aussetzung ist L/K separabel und somit galoissch. Ist 0 € Gal(L/K), so ist auch
o(a) eine Nullstelle von X™ — ¢, also o(a) = (,a fiir ein (, € U,,.

Diese Zuordnung Gal(L/K) — U, 0 — (, ist ein Homomorphismus, denn fiir o,
7€ Gal(L/K) gilt

Cor-a=(oT)(a) =0(¢-a) =(-0(a) =( - G- a

Auflerdem ist diese Zuordnung injektiv, denn aus o(a) = a folgt wegen L = K(a),
dass 0 = id gilt. Da U,, zyklisch ist, muss auch Gal(L/K) zyklisch sein. Sei nun
o € Gal(L/K) ein Erzeuger dieser Gruppe, welche eine Ordnung d mit d | n =
#U,, hat. Dann ist (, eine primitive d-te Einheitswurzel. Wie am Ende der anderen
Implikation ist wieder

U(ad) = Cd : ad = a'da

lea

also a’ € K und aus Gradgriinden X?—a? € K[X] das Minimalpolynom von a iiber
K. UJ
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3.6 Auflosbarkeit I: Korpererweiterungen

Die bekannte Losungsformel fiir quadratische Gleichungen und die weniger be-
kannten Versionen fiir kubische Gleichungen und Gleichungen vom Grad 4 enthal-
ten nur Wurzeln und Korperoperationen des Grundkorpers. Im folgenden Begriff
gestatten wir aus technischen Griinden auch die Hinzunahme von Einheitswurzeln.
Wenn wir damit keine Gleichungen 5. oder hoheren Grades auflosen konnen, dann
sicher auch nicht ohne Verwendung von Einheitswurzeln.

Wir schrdanken uns in diesem Abschnitt auf Charakteristik 0 ein. Fiir eine entspre-
chende Theorie in char(K) = p > 0 miissten wir noch zyklische Erweiterungen vom
Grad p, sogenannte Artin-Schreier-Erweiterungen diskutieren.

Definition 3.27 Eine Korpererweiterung L/K mit char(K) = 0 heifit durch Radikale
auflosbar, falls L in einem Korper E enthalten ist, der eine Kette von Erweiterungen

K=FEyCFE C..CE,=FE

besitzt, sodass F; 1 aus Ej durch Adjunktion

(1) einer Einheitswurzel oder

(2) einer Nullstelle eines Polynoms X" — a € E;[X]
hervorgeht.

Angenommen die Erweiterung £/ K ist galoissch. Wir kénnen den Korperturm der
Auflosbarkeit durch Radikale so sortieren, dass F;;; = E;(c;41) mit a; eine Ein-
heitswurzel fiir j € {1,...,7} und vom Typ (2) fiir j € {r + 1,...,m} ist. Dann
ist also E;.;/E; galoissch fiir jedes j. Diesen Sachverhalt werden wir bald in der
Sprache der Gruppentheorie formulieren. Zuvor halten wir noch zwei Bemerkun-
gen iiber Auflosbarkeit durch Radikale fest, deren gruppentheoretisches Analogon
wir nach einem langeren Ausflug in die Gruppentheorie formulieren.

Lemma 3.28 Ist L/ K durch Radikale auflosbar und F/K algebraisch sowie F'L das Kom-
positum in einem fixierten algebraischen Abschluss F von F, so ist auch F'L iiber F durch
Radikale auflosbar.

Beweis : Klar, man betrachte £ als Teilkorper von F. Dann ist die Kette F C FE;, C
... € FE,, von der gewiinschten Gestalt. O
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Lemma 3.29 Ist M O L D K eine Kette von Korpererweiterungen, dann ist M /K durch
Radikale auflosbar genau dann, wenn M /L und L] K dies sind.

Beweis : Die direkte Implikation ist klar, denn eine durch Radikale auflosbare Er-
weiterung von M/ K ist auch eine von L/K und das Kompositum von einer Radikal-
auflosung von M /K mit L liefert eine Radikalauflosung von M/ L.

Umgekehrt sei L; eine Erweiterung von L, sodass L,/K eine Kette von Radikal-
erweiterungen besitzt. Sei E eine Erweiterung von M, sodass E/L eine Kette von
Radikalerweiterungen besitzt. Dann besitzt auch das Kompositum EL; in einem
algebraischen Abschluss von K {iber L, eine Kette von Radikalerweiterungen. Zu-
sammen mit der Kette von L, /K sichert das die Auflosbarkeit von M /K. O

4 Mehr Gruppentheorie

In diesem Abschitt wollen wir die Struktur endlicher Gruppen ndher untersuchen,
motiviert durch die Untersuchung endlicher Galoiserweiterungen. Die Struktur
dieser Gruppen ist aufierordentlich kompliziert. Die Bausteine, sogenannte einfa-
che Gruppen, sind inzwischen (seit 1981) klassifiziert, aber der Beweis umfasst ca.
10.000 Seiten Veroffentlichungen in Fachzeitschriften. Die Schwierigkeit liegt darin,
dass wir hier auf nicht-abelsche Gruppen fokussiert sind. Die Klassifikation abel-
scher Gruppen werden wir in einem spéteren Kapitel vollstindig verstehen.

Wir setzen in diesem Abschnitt grundlegende Definitionen wie Gruppenoperatio-
nen sowie Zykelschreibweise von Permutationsgruppen voraus. Diese konnen z.B.
in [GA] nachgelesen werden.

4.1 Die Sylowsitze

Ist H eine Untergruppe von G, so teilt die Ordnung von H die Ordnung von G. Die
umgekehrte Frage, fiir welche Teiler der Ordnung von G es Untergruppen der ent-
sprechenden Ordnung gibt, und wenn ja wie viele, ist viel schwerer zu beantworten.
Ist der Teiler eine Primzahlpotenz, so geben die Sylowsétze darauf eine befriedigen-
de Antwort.
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Definition 4.1 Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. Ist ord(G) eine p-Potenz,
so wird G eine p-Gruppe genannt. Eine Untergruppe H < G heifit p-Sylow-Gruppe,
falls H eine p-Gruppe ist und p den Index |G : H| nicht teilt.

Die p-Sylowgruppen in G sind also die p-Untergruppen maximaler Ordnung in G.
Wir untersuchen zunédchst die Struktur von p-Gruppen. Erinnern wir uns daran,
dass das Zentrum von G definiert ist als

Z(G)={o € G: To =or fur alle r € G}.

Proposition 4.2 Sei G eine p-Gruppe der Ordnung p* mit k > 1. Dann teilt p die Ord-
nung von Z(G), also Z(G) # {1}.

Beweis : Wir betrachten die Operation von G auf G selbst durch Konjugation,
(g,h) — ghg~'. Die Bahnbilanz besagt fiir ein Vertretersystem z, ..., r, der Bah-
nen, dass

n

ord(G) = ) '[G : Stabg(x;)].

=1
Ist x € Z(G), so ist seine Bahn einelementig und G = Stabg(z). Also konnen wir
annehmen, dass {z1, ..., 2z} = Z(G). Dann besagt die Bahnbilanz
ord(G) = ord(Z(G)) + Y _ [G : Stabg(x;)].
i=k+1
Da fiir ¢ > k der Stabilisator von z; strikt kleiner als G ist, sind ord(G) und [G :
Stabg(x;)] durch p teilbar, also auch ord(Z(G)). O

Korollar 4.3 Ist G eine p-Gruppe der Ordnung p*, dann gibt es eine Kette von Untergrup-
pen
G=G,2Gr12...G1 2 Gy= {1},

wobei ord(G,) = p’ und G; in G, ein Normalteiler ist.
Dieser Satz beantwortet also fiir p-Gruppen vollstindig die Existenz von Gruppen

fiir alle Teiler von p* und die Kette ist Modell dessen, was wir unten als auflésbar
definieren werden.

Beweis : Der Fall £ = 0 oder k£ = 1 ist trivial und wir argumentieren per Induktion.
Seia € Z(G)\{1} und ord(a) = p". Dannhatb = a”" ' die Ordnung pund (b) C Z(G)
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ist ein Normalteiler in G. Also ist G/(b) eine Gruppe der Ordnung p*~*, auf die wir
die Induktionsvoraussetzung anwenden. Sei

G/(b) =Gr1 2 Gra2D. G122 Go={1}

die zugehorige Kette und 7: G — G/(b) die Quotientabbildung. Dann hat 7~ (G)
die Ordnung p**+!. Wir setzen also G; = 7—1(G,_,) fiir j > 1 und G, = {1}. Dann ist
G der Kern des Homomorphismus.

pr O7T|G’J+1 ZG]-_H — ﬁj —>§j/§j_1,

also ein Normalteiler in G ;. O
Korollar 4.4 Ist ord(G) = p oder ord(G) = p?, so ist G abelsch.

Beweis : Der erste Fall folgt direkt aus der Proposition. Ist im zweiten Fall Z(G) = G,
so ist die Folge klar. Im anderen Fall ist G/Z(G) von Ordnung p, also zyklisch und
die Aussage folgt aus dem nidchsten Lemma. O

Lemma 4.5 Ist G/Z(G) zyklisch, so ist G abelsch.

Beweis : Wahle a € G so, dass (a) = G/Z(G). Sind g, h beliebig und § = @™ und
h = a" ihre Restklassen, d.h. es gibt g1, hy € Z(G) mit g = a™g; und h = a™hy. Dann
gilt

gh =a"gia"h, = am+n91h1, hg = a"ha™g, = a"*mhlgl = ammglhla

also gh = hg wie behauptet. O

Satz 4.6 (Sylow) Sei G eine endliche Gruppe und p prim.

i) Jede p-Untergruppe H ist in einer p-Sylowgruppe S enthalten.
ii) Ist S eine p-Sylowgruppe und Sy zu S konjugiert, so ist auch Sy eine p-Sylowgruppe.
iii) Umgekehrt sind je zwei p-Sylowgruppen zueinander konjugiert.

iv) Die Anzahl s der p-Sylowgruppen geniigt den zwei Bedingungen.

s|lord(G) und s=1 mod p.
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Wir beginnen den Beweis mit einem Lemma, das letztlich die Kongruenz in iv) lie-
fert.

Lemma 4.7 Ist ord(G) = n = p* - m, aber nicht notwendig ggT (p,m) = 1, dann gilt fiir
die Anzahl s der p-Untergruppen H < G mit ordH = p* die Kongruenz

_(n=1)_1/[n d
5= 1) = m mod p.

Beweis : Sei X C P(G) die Menge aller p*-elementigen Teilmengen. Die Menge X

hat (Z) Elemente. GG operiert auf X durch Linksmultiplikation:
p

GxX —X, (gU)r—{g-u,uecU}=:qU.

Sei G(U) fir U € X die G-Bahn von U und Gy = {g € G : gU = U} der Stabili-
sator von U. Jedes U ist eine Teilmenge von G und daher operiert Gy auf U durch
Linksmultiplikation. Die Untergruppe Gy < G operiert auch durch Linksmultipli-
kation auf ganz (. Die Bahnen haben alle die Machtigkeit ord(Gy) und entsprechen
den Rechtsnebenklassen Gy \ G. Also ist auch U eine disjunkte Vereinigung solcher
Rechtsnebenklassen. Daher teilt die Ordnung von G, die Machtigkeit von U, also

H4Gy =p" fiurein K <k.

Wir wihlen nun ein Vertretersystem (U;);c; der Bahnen der G-Operation auf X. Die
Bahnbilanz besagt dann

n

<pk> =#X = EZJ[G : Gy,

Sei #Gy, = p, also |G : Gy,] = m - p"~%. Mit der Indexmenge I, C I indizieren wir
Bahnen mit dem grofstmoglichen Stabilisator. Fiir alle anderen ist (G : G| durch mp
teilbar, also

m-#1) = Z[G cGuil = <Z) mod mp.
i€l p

Wir miissen also nur noch zeigen, dass die Anzahl s der Untergruppen mit Machtig-
keit p* mit #1 iibereinstimmt. Eine solche Untergruppe H < G ist ein Element von
X und wir betrachten seine GG-Bahn G(H). Da H eine Untergruppe ist, besteht diese

Bahn aus m Elementen, den Nebenklassen g; H mit geeigneten g; € G und der Sta-
bilisator G’y von H ist gerade H selbst. Also gibt H eine Bahn in J,. Sind H und H’
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zwei verschiedene Untergruppen der Michtigkeit p*, so sind die Bahnen verschie-
den, denn anderfalls wire gH = H' fiir ein g € G und wegen 1 € H' folgt ¢! € H,
also gg~'H = H' und damit H = H'. Ist umgekehrt U; € X mit #Gy, = p*, so ist U;
Vereinigung von Rechtsnebenklassen von Gy, hier aber genauer eine Rechtsneben-
klasse von Gy, also etwa U; = Gy, - u;. Dann ist

G(U;) = G(u; ' Gu,uy)

und H = u; 'Gyu; ist eine p-Untergruppe mit p*-Elementen. Damit ist die Bijektion
und das Lemma bewiesen.

Nun ist
m - pk mp® - (mp* —1) - ... (mp* — (p* = 1))
P* pre(ph—1)-...1
k1
pHmpk—]
_ -
parl Al

Ist v,(j) = s, so ist auch v,(p* — j) = sfirj = 1,...,p" — Lund v,(mp* — j) = s,
sodass insgesamt jeder der Faktoren im Produkt p-Bewertung 0 hat. Also hat auch
das Produkt p-Bewertung 0 und ist modulo p betrachtet kongruent 1. Damit haben
wir die Kongruenz in Satz 4.6liv) bewiesen. O

Lemma 4.8 Sei G eine endliche Gruppe, H < G eine p-Untergruppe und S < G eine
p-Sylowgruppe. Dann existiert ein g € G mit H < gSg~'.

Beweis : Wir betrachten die Operation von H auf den Linksnebenklassen /S durch
Linksmultiplikation, d.h. (h, gS) — hgS. Die Ordnung jeder Bahn ist ein Teiler von
ord(H), also eine p-Potenz. Da p 1 ord(G/S), muss mindestens eine der Bahnen die
Ordnung p° = 1 haben. Fiir diese Bahn gilt also hgS = ¢S fiir alle » € H und wegen
1 € S folgt fiir dieses g, dass h € gSg~! fiir alle h € H, was zu zeigen war. O

Da mit S auch gSg~! eine p-Sylowgruppe ist (die offensichtliche Aussage ii) von
Satz [4.6), ist H in einer p-Sylowgruppe enthalten und wir haben Satz [.61) bewie-
sen. Offenbar beweist das Lemma auch Satz [4.6liii). Fiir die fehlende Aussage in iv)
erinnern wir an die Definition des Normalisators von S (in G)

Ng={g€G:gSqg =S5}

Der Normalisator enthilt offenbar stets S.
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Lemma 4.9 Ist G eine endliche Gruppe und S eine p-Sylowgruppe in G, so ist die Anzahl
der p-Sylowgruppen gleich dem Index |G : Ng].

Beweis : Sei X die Menge der p-Sylowgruppen, auf denen GG durch Konjugation
operiert. Wir haben bereits oben gezeigt, dass es nur eine Bahn gibt. Per Definition
ist der Stabilisator eines S € X gerade der Normalisator. Also besagt die Bahnbilanz
#X =[G : Ng|, was zu zeigen war. O

Da Ng > S folgt Satz[4.6iv) aus
s=[G: Ng]|[G:S]=m.

Wir halten noch eine wichtige Folge aus Satz 4.6l zusammen mit Proposition (.. .)
fest.

Korollar 4.10 Ist G eine endliche Gruppe und p prim, ein Teiler von ord(G), so gibt es ein
Element der Ordnung p in G.

4.2 Auflosbarkeit

Zu zwei Elementen g, h € G definieren wir den Kommutator
l9.h] = ghg™"h™".
Diese Definition verallgemeinert man auf Untergruppen, indem man
[Hy, Hy] = ([h1, ho] : hy € Hy, hy € Hy)

als die von Kommutatoren erzeugte Untergruppe definiert. (Im allgemeinen ist das
Produkt von Kommutatoren nicht selbst Kommutator zweier Elemente.) Die Grup-
pe G ist genau dann abelsch, wenn [G, G| = 1 ist. Folgendes Lemma erkldrt, warum
Kommutatoren im Zusammenhang mit Ketten von Untergruppen und abelschen
(oder zyklischen) Faktorgruppen relevant sind.

Lemma 4.11 Es gilt [a,b]™" = [b,a] und gla,blg™" = [gag™, gbg™'] und [G,G] < G.
Genauer ist [G, G| der kleinste Normalteiler, sodass die Faktorgruppe abelsch ist.
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Beweis : Die Formeln ergeben sich direkt durch Nachrechnen und zeigen auch, dass
|G, G] ein Normalteiler ist. In der Faktorgruppe G/|G, G| gilt fir alle g, h € G

B B s
ghg 'h =[g.h] =1,

also ist die Faktorgruppe abelsch. Ist N <t G Normalteiler und G//N abelsch, so gilt
furalleg,h € G
ghg 'h =1 in G/N,

also ist ghg 'h~' € N und somit enthélt N die Kommutatorgruppe [G, G]. O

Definition 4.12 Sei G eine Gruppe. Eine Kette von Untergruppen
G=Gy2G2G,2...2G, ={1},

sodass G;;1 in G; Normalteiler ist, wird als Normalreihe von G bezeichnet. Die Gruppe G
heifit auflosbar, falls G eine Normalreihe besitzt, sodass G; /G, abelsch ist.

Lemma 4.13 Eine endliche Gruppe G ist auflosbar, genau dann wenn G eine Normalreihe
besitzt, sodass G;/G,1 zyklisch ist.

Beweis : Zunichst zeigen wir, dass jede abelsche Gruppe eine Normalreihe besitzt,
deren sukzessive Quotienten zyklisch sind. Dazu geniigt es zu zeigen, dass es eine
Kette von Untergruppen gibt, sodass G;/G;+1 Primzahlordnung besitzt, denn die
Eigenschaft Normalteiler ist in einer abelschen Gruppe automatisch erfiillt. Wir zei-
gen dies durch Indikation nach Anzahl der verschiedenen Primteiler. Gibt es nur
einen Primteiler, ist also ord(G) = p*, so liefert Korollar die gewtinschte Ket-
te. Im Allgemeinen sei S eine p-Sylowgruppe und 7: G — G//S die Quotientab-
bildung. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt /S eine Kette von Untergruppen
G;,j=0,...,n,s0dass G;/G; zyklisch ist. Die Kette

G=1m1Gy) oY G)D...o0a G, =S5

fortgesetzt mit einer Kette von Untergruppen von S mit zyklischen Quotienten leis-
tet das Verlangte.

Den allgemeinen Fall erledigen wir mit dem gleichen Prinzip. Sei 7;: G — G /G4
die Quotientabbildung und G;/G;11 = Gig 2 Gi1 2 ... 2 Ginp-1 2 {e} die Kette
mit zyklischen Quotienten nach dem ersten Fall. Sei G; ; = 7~ !(G, ;). Diese Gruppen
bilden die gewiinschte Kette von G, da G, ;/G; j11 = G, ;/G; ;11 zyklisch ist. O
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Wir charakterisieren Auflosbarkeit durch den iterierten Kommutator definiert
durch
DG =G, DG =[D'G, DG
Diese bilden die Kette
G=D'GDOD'GDOD*GD...O0D"G2D""'GD...
und D'G/ DG ist stets abelsch.

Proposition 4.14 Die Gruppe G ist genau dann auflosbar, wenn es ein n gibt, sodass
D"G = {1}.

Beweis : Wenn es so ein n gibt, dann ist G offenbar auflosbar. Ist umgekehrt G auf-
losbar und {G;,i = 1,...,n} eine Normalreihe, so zeigen wir induktiv D'G C G;.
Dies ist fiir i = 0 per Definition richtig. Da G;/G; 1, abelsch ist, folgt [G;, G;] C G4,
also per Induktion

DG = [D'G,D'G] C [Gy, G| € Gy
Die Behauptung folgt nun aus D"G C G,, = {1}. O

Wir haben in Korollar gesehen, dass endliche Gruppen von Primzahlordnung
auflosbar sind. Andererseits wurde in [GA] gezeigt, dass A5 einfach ist, d.h. keinen
Normalteiler auSer {1} und der ganzen Gruppe besitzt. Da A5 nicht abelsch ist, ist
As nicht auflosbar. Wir verallgemeinern diese Aussage auf alle A, und S, unter
Verwendung des Kommutatorkriteriums.

Als Vorbereitung benétigen wir folgendes Lemma.

Lemma 4.15 Fiir n > 3 besteht A,, aus allen Elementen von S,,, die sich als Produkt von
3-Zykeln schreiben lassen.

Beweis : Da ein 3-Zykel eine gerade Permutation ist, bleibt nur eine Inklusion zu
zeigen. Dazu gentigt es offenbar jedes Produkt von zwei Transpositionen als Pro-
dukt von 3-Zykeln zu schreiben. Seien a, b, ¢,d € {1,...,n} paarweise verschieden.
Dann ist

(ab)(cd) = (acb) o (acd)

und
(ab) (be) = (abe),

womit alle Fille abgedeckt sind. O
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Proposition 4.16 Es gilt [S,, S,| = A, fiirallen > 2. Fiir n > 5 ist [A,, A,] = A,,. Fiir
n = 4 ist [Ay, Ay] = (Z)27)* die Kleinsche Vierergruppe V, bestehend aus allen Doppel-
transpositionen und der Identitit. Die Gruppen Ay und As sind zyklisch.

Beweis : Da S, /A, = Z/27Z zyKlisch ist, folgt wie im vorigen Beweis [S,,, S,,] C A,.
Zum Nachweis der umgekehrten Inklusion gentigt es nach dem vorigen Lemma,
jeden 3-Zykel als Kommutator zu schreiben. Dies leistet

(abc) = (ac)(be)(ac) "t (be) ™

Fur n = 4 ist [A4, A4] C V3, da Vy < Ay (Konjugation bildet Doppeltranspositionen
auf Doppeltranspositionen ab) ist und A,/V, = Z/3Z abelsch. Die Identitat

(ab)(cd) = (abe)(acd)(abe) ™ (acd) ™

liefert die umgekehrte Inklusion.
Fir n > 5 ist genug Platz, sodass wir zu einem gegebenen 3-Zykel (abc) zwei Ele-
mente d, e finden, sodass die Elemente «a, b, ¢, d, e paarweise verschieden sind. Dann
gilt
(abc) = (abd)(ace)(abd) ™" (ace) ™
und da die A4,, von 3-Zykeln erzeugt ist, folgt A,, C [A4,, A,] und damit 4, = [A,, 4,].
U

Wir fithren noch eine Konstruktion von Gruppen ein, die Beispiele von aufldsbaren
Gruppen liefert, die weder abelsch noch von Primzahlordnung sind.

Seien dazu zwei Gruppen H und N sowie ein Homomorphismus ¥: H — Aut(XV)
gegeben. Dann wird die Menge G = N x H zusammen mit der Verkniipfung

(1, ha) - (g, ha) = (n1 W (h)(n2), hihs)

zu einer Gruppe. (Merkregel: Will man h; nach rechts an n, vorbeiziehen, so muss
man ny um V(h;) abandern.) Wir priifen die Assoziativitat:

((nl,hl) - (nz,hg)) - (ng, hy) = (m\lf(hl)(m) hlhz) (n3, hs)
(m W (1) (m2) W (o) (), hahas )
(1, 1) - (n20(h2) (n), hahs )
( ). hlhghg)
= (W () (1) W (1 2) (m3), hhohis)

(n1, ha) - ((”m ha) - (ns, hs))
ni\W(h (ngllf )(ns
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Neutrales Element ist offenbar (1,1) und das Inverse zu (n,h) ist
((\Il(hfl)(n))fl, hfl). Die Gruppe bezeichnet man als semidirektes Produkt von
N und H in Zeichen N x H = G. Via der Abbildungen n +— (n,1) und h — (1, h)
kann man N und H als Untergruppen von G auffassen. Offenbarist VN H = {(1,1)}
nur das neutrale Element in G. AuSerdem ist NV sogar ein Normalteiler, denn

(o, ha) - (n1,1) - (2, o)™ = (o (o) (mn), ) (3" (me) ™" )
-~ (nzqz(@)(nl)n;l, 1) e N.

Ist umgekehrt G eine Gruppe, die einen Normalteiler NV und eine weitere Unter-
gruppe H mit NN H = {1} und G = N - H enthdlt, so ist fiir jedes h die Abbildung
n +— hnh~' € N ein Automorphismus von N und die damit erhaltene Abbildung
U: H — Aut(N) ist wegen

W(gh)(n) = ghnh~'g~" = W(g) (W (h)(n))
ein Homomorphismus. Wir betrachten die Abbildung
o: NxH—G, (nh)—n-h

und behaupten, dass die Abbildung ¢ ein Homomorphismus ist, falls N x H mit
der Verkniipfung eines semidirekten Produkts beztiglich obigem ¥ versehen wird.
Wegen NNH = {1} und G = N H ist ¢ dann sogar ein Isomorphismus. Wir miissen

also noch nachrechnen:

@(nh h1) : 90(7”62, h2) = nihinghs

und

@((nlahl) : (n27h2)> <n1‘1’(h1)(n2),h1h2>

=¥
= gp(nlhlnghfl, hlhg) = nlhlnghg.

Insgesamt haben wir gezeigt:

Satz 4.17 Ist G eine Gruppe, die einen Normalteiler N und eine weitere Untergruppe H
mit NN H = {1} und G = N - H enthiilt, so ist G zu einem semidirekten Produkt N x H
isomorph.

Ein Beispiel fiir ein semidirektes Produkt ist die Abbildung ¥, die alles auf die Iden-
titat in Aut(V) schickt. Damit erhalten wir gerade das bekannte direkte Produkt. Ein
interessanteres Beispiel ist N = Z/pZ und H = Aut(/N). Dann ist N und G/N = H
abelsch und ord(G) = p - (p — 1) und wir haben ein Beispiel fiir eine auflosbare,
nichtabelsche Gruppe.
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5 Zuriick zur Korpertheorie

5.1 Auflosbarkeit II

Im ersten Abschnitt tiber Auflosbarkeit haben wir den Begriff von Auflosbarkeit
beschrieben, der uns eigentlich interessiert, die Auflosbarkeit durch Radikale. Wir
definieren hier einen zweiten Auflosbarkeitsbegriff, den wir praktisch aufgrund der
Methoden des vorigen Abschnitts testen konnen. Auch in diesem Abschnitt ist zur
Vereinfachung die Charakteristik aller Kérper gleich Null.

Definition 5.1 Eine endliche Korpererweiterung L/ K heifst auflosbar, falls es einen Ober-
korper E O L gibt, sodass E/ K galoissch ist und Gal(E/K') auflosbar ist.

Ist L/ K bereits galoissch, so ist L/K auflosbar genau dann, wenn Gal(L/K) auf-
losbar ist. Ist namlich £ O L der Oberkorper aus der Definition von aufldsbar, so
ist die Einschrankung Gal(E/K) — Gal(L/K) nach Proposition 3.2l wohldefiniert
und surjektiv. Als Quotient einer auflosbaren Gruppe ist Gal(L/K) auch wieder auf-
16sbar.

Dieser Auflosbarkeitsbegriff hat dieselben formalen Eigenschaften wie Auflosbar-
keit durch Radikale.

Lemma 5.2 Sei F' eine algebraische Korpererweiterung von K und seien F' und L in einen
algebraischen Abschluss K von K eingebettet. Ist L/ K auflosbar, so ist auch F L/ F auflos-
bar.

Beweis : Mit £/ K ist auch FE/F wieder galoissch. Ist 7 € Gal(F'E/F), so fixiert 7
erst recht den Korper K. Die Einschrankung auf E definiert also einen Homomor-

phismus
Gal(FE/F) — Gal(E/K).

Dieser ist injektiv, denn ist 7 € Aut(F'E) eingeschrankt auf £ und F' die Identitit,
so ist 7 = id. Wir verwenden nun, dass eine Untergruppe einer auflosbaren Gruppe
wieder auflosbar ist. O

Lemma 5.3 Ist K C L C M eine Kette von Korpererweiterungen, so ist M / K genau dann
auflosbar, wenn L/ K und M /L auflosbar sind.
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Beweis : Ist AM//K auflosbar, also E/K eine zugehorige galoissche Erweiterung mit
Gal(E/K) auflosbar, so ist £ O L und daher L/K auflosbar. Weiter ist Gal(E /L) C
Gal(E/K) als Untergruppe einer auflésbaren Gruppe wieder auflosbar. Dies zeigt
eine Implikation.

Fiir die Umkehrung zeigen wir zunéchst, dass wir L zu L' und M zu M’ vergrofiern
konnen, sodass L'/K und M’/L' galoissch mit auflosbarer Galoisgruppe sind. Die
Existenz von L’ folgt aus der Definition der Auflosbarkeit und fiir M’ nehmen wir
das Kompositum E - L', wobei E der Oberkorper aus der Definition der Auflosbar-
keit von M/ L ist. Wir lassen ab sofort die Striche weg und nehmen an, dass die Kette
K C L C M selbst die gewiinschten Eigenschaften besitzt.

M/ K ist separabel, da beide Teilschritte dies sind, aber A//K ist nicht notwendiger-
weise galoissch. Sei also M /K die normale Hiille von M/K. Diese konstruiert man,
indem man einen algebraischen Abschluss K von K fixiert und dann M als das
Kompositum aller 7(M) fiir 7 € Hom g (M, K) definiert. Es geniigt nun zu zeigen,
dass Gal(M /K) auflosbar ist. Da L/K galoissch ist, kann man 7 € Gal(]\7 /K) auf L
einschrianken und erhélt somit eine Surjektion

Gal(M/K) — Gal(L/K).

Da nach Voraussetzung Gal(L/K) auflosbar ist, gentigt es die Auflosbarkeit des
Kerns Gal(ﬁ /L) nachzuweisen. Da M /L galoissch ist, gilt dies auch fir (M) /L fiir
jedes 7 € Hom x (M, K). Das Produkt der Restriktionsabbildungen definiert einen
Homomorphismus

Gal(M/L) —  [] Gal(T(M)/L) 0 = (Ofr(an))r

r€Hom K(M,F)

der nach Definition des Kompositums injektiv ist. Jeder Faktor auf der rechten Seite
ist zu Gal(M /L) isomorph. Also steht auf der rechten Seite ein Produkt auflosbarer
Gruppen und Gal(A/ /L) ist als Untergruppe hiervon auflosbar. O

Satz 5.4 Eine endliche Korpererweiterung L/K ist genau dann auflosbar, wenn sie durch
Radikale auflosbar ist.

Beweis : Sei L/ K auflosbar. Wir konnen annehmen, dass L/ K galoissch mit auflos-
barer Galoisgruppe ist, denn wenn wir Radikalaufldsbarkeit fiir eine Kdrpererwei-
terung gezeigt haben, folgt dies per Definition auch fiir den urspriinglichen Korper.
Wir vergrofiern den Korperturm noch weiter. Sei m das Produkt aller Primzahlen,
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welche [L : K] teilen und F/K der Zerfallungskorper von X™ — 1. Per Definition
ist /'//K durch Radikale auflosbar und es gentigt zu zeigen, dass das Kompositum
FL in einem algebraischen Abschluss K durch Radikale auflésbar ist. Dazu geniigt
es nach Lemma die Auflosbarkeit von F'L/F durch Radikale zu zeigen. Die
Auflosbarkeit dieser Galois-Erweiterung folgt direkt aus der von L/ K. Sei also

Gal(FL/F):GoDGlD...DGn_lDGn:{l}

die nach Lemma existierende Normalreihe mit Faktoren, die zyklisch von Prim-
zahlordnung sind. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie gehort dazu eine Kette

von Korpererweiterungen
F=FKCFClkhcCc..CF,_,CF,=FL,

wobei Gal(Fj,/F;) zyklisch von Primzahlordnung p; ist. Da Gal(F'L/F') isomorph
zu einer Untergruppe von Gal(L/K) ist, muss p; den Grad [L : K] teilen. Also enthalt
F; eine primitive p;-te Einheitswurzel. Nach Satz ist also Fj 1 = Fj[ ®/a,) fuir ein
Element a; € F;. Dies zeigt die Auflosbarkeit von F'L/F durch Radikale.

Umgekehrt sei nun L/K durch Radikale auflosbar und
K=K,CK,CKycCc...CK,_1CK,

mit K,, O L der zugehorige Korperturm. Wieder geniigt es die Auflosbarkeit von
K, /K zu zeigen, d.h. wir konnen L = K, ohne Einschrankung annehmen. Nach
Lemma [(.3] verallgemeinert induktiv auf n Schritte, geniigt es zu zeigen, dass
K1/ K; auflosbar ist. Entsteht K, aus K; durch Adjunktion einer Einheitswur-
zel, so folgt dies aus Satz B.I7 Enthélt K; bereits eine n-te Einheitswurzel und ist
Kiy1 = K;[3/a;), so folgt dies aus Satz Sind die n-ten Einheitswurzeln nicht
bereits in &; enthalten, so sei F'/ K; der Zerfallungskorper von X" — 1. Mit den eben
genannten Argumenten sind F/K; und FK,;/F auflosbar, also nach Lemma
auch FK;,;/K; und damit K;,,/K; auflosbar. O

Korollar 5.5 Sei L/K vom Grad < 4. Dann ist LK auflosbar und somit durch Radikale
auflosbar.

Beweis : Nach dem Satz vom primitiven Element konnen wir L = K(a) mita € L
schreiben. Sei F'/ K der Zerfallungskorper des Minimalpolynoms f,,. Dann 1af3t sich
Gal(F/K) in die Permutationsgruppe der Nullstellen von f,, injektiv abbilden, also
Gal(F/K) < S4. Da S, auflosbar ist, folgt die Behauptung. O
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Korollar 5.6 Die allgemeine Gleichung n-ten Grades fiir n > 5 ist nicht auflosbar.

Beweis : Folgt direkt aus Satz[3.12 und Proposition O

Das letzte Korollar ist noch etwas unbefriedigend. Wir wollen noch konkret Glei-
chungen hinschreiben, die nicht aufldsbar sind.

Lemma 5.7 Sei p prim und G' < S, eine transitive Untergruppe, d.h. die Operation von G
auf {1,...p} hat nur eine Bahn. Dann enthiilt G eine Untergruppe H der Ordnung p. Ist
G auflosbar, so gibt es genau ein solches H, insbesondere H <1 G.

Beweis : Da G/G; bijektiv zur G-Bahn von 1, also zu {1, ...p} ist, muss p die Ord-
nung von G teilen. Da p* { p! folgt p? { ord(G). Also hat jede p-Sylowgruppe
in G die Ordnung p. Daraus folgt auch die Existenz von H. Sei nun G auflosbar,
G =Gy DG D... DG, = {1} die zugehorige Normalreihe mit zyklischen Quo-
tienten von Primzahlordnung. Wir zeigen zuerst induktiv, dass fiir alle : < n die
Gruppe G; immer noch transitiv auf {1,. .., p} operiert. Der Fall i = 0 ist der Induk-
tionsanfang nach Voraussetzung. Fiir beliebiges i ist GG; in GG;_; ein Normalteiler. Fiir
g€ Giyund z € {1,...,p}ist g(Gix) = Gi(gzx). Also haben wir eine wohldefinier-
te Operation von G;_; auf den G;-Bahnen, welche nach Induktionsvoraussetzung
transitiv ist. Also haben alle G;-Bahnen gleiche Ordnung. Da i < n, also G; 2 {1} ist
die Ordnung sicher nicht 1. Da nach Bahnbilanz p = (# Bahnen) - (# Bahn von 1)
gilt und p prim ist, muss die Anzahl der Bahnen gleich 1 sein, wie behauptet.

n—1

Da ord(G) = [] ord(G;/Gis1) und (G,—1/G,) = p folgt wegen p* t ord(G), dass
i=0

p # ord(G;/Giyq) fir i = 0,...,n — 2. Daraus folgt H C G, fuirallei =0,...,n — 1,

denn H liegt im Kern der Verkettung H — G; — G;/G41. Daraus folgt H = G,,_4
und hiermit die Eindeutigkeit und die Eigenschaft Normalteiler. O

Lemma 5.8 Sei wieder p prim, G < S, transitiv und auflosbar. Hat o € G zwei Fixpunkte,
soist o =id € S,,.

Beweis : Sei I < G der Normalteiler der Ordnung p aus dem vorigen Lemma.
Dann ist H von einem p-Zykel erzeugt, denn nur diese Permutationen in S, haben
die Ordnung p. Sei also (nach Umnummerieren der Elemente) H = (7) und 7 =
(1 2...p). Durch Unmnummerieren kénnen wir zudem annehmen, dass einer der
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Fixpunkte von o gleich 1 ist. Sei 1 < ¢ < p ein weiterer Fixpunkt von o. Da H
Normalteiler ist, muss

comoo = (0(l)o(2)...0(p)) =n"€H

fiir ein r € Nsein. Esist 7" = (1 1+7r 1+ 2r...1+ pr), wobei der Querstrich den
Vertreter in {1, ..., p} der Restklasse modulo p bezeichnet. Wegen o(1) = 1 ist also
o(k) =14 (k—1)-r. Aus o(i) = i folgt (i — 1) = (i — 1) - und damit = 1. Dies
bedeutet o = id, wie behauptet. O

Proposition 5.9 Sei f € K(x) irreduzibel, separabel und vom Grad p. Sei L/ K der Zer-
fillungskorper von f und Gal(L/K) auflosbar. Sind o und § zwei verschiedene Nullstellen
von f,soist L = K(a, ).

Beweis : Wir konnen Gal(L/K) als Untergruppe von S,, der Permutationsgrup-
pe der Nullstellen von f auffassen. Da f irreduzibel ist, gibt es zu je zwei Null-

stellen o; und «a; ein ¢ € Gal(L/K) mit o(e;) = «;. Nach vorigem Lemma ist
Gal(L/K(«,B)) = {id} und nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie also L =
K(a, B). O

Korollar 5.10 Sei f = X?—4x+2 € Q[X] fiir p > 5 prim und L/Q der Zerfillungskorper
von f. Dann ist L/Q nicht auflosbar.

Beweis : Nach dem Eisenstein-Kriterium ist f irreduzibel. Es gilt f(xz) — oo fiir
x — Zoo. Da f” = 0 genau dann, wenn z = 0, hat der Graph von R > z —
f(x) hochstens einen Wendepunkt, wegen f(1) < 0 und f(—1) > 0 sogar genau
einen. Also hat f genau drei reelle Nullstellen. Wéare L/Q auflosbar, so konnte man
den Zerfallungskorper nach der vorigen Proposition durch Adjunktion von zwei
dieser Nullstellen erhalten, im Widerspruch zu Tatsache, dass f auch p—3 komplexe
Nullstellen hat. O

5.2 Nochmal Zirkel und Lineal

Wir betrachten nochmal den Korper F - aus Satz [L1] der Korper aller Punkte, die
man durch Konstruktionen mit Zirkel und Lineal erhilt. Die Struktur dieses Korpers
wird durch folgende Charakterisierung besser handhabbar.

Seite 61



Proposition 5.11 Fiir z € C sind dquivalent

1) z€F
2) Es gibt eine Kette von Korpererweiterungen
Q=LycLycl,C...L,CC

mit z € L, und [L;yy : L;] =2 fiir i=0,...,n— 1.
In 2) konnen wir zudem annehmen, dass L,,/Q galoissch ist.

Beweis : Fiir die Implikation 1) = 2) betrachten wir nochmals den Beweis von
Satz [L1] In jedem Konstruktionsschritt entsteht der neue Punkt aus einem Schnitt
zweier Geraden- und/oder Kreisgleichung. Der Losungspunkt liegt also in ei-
ner quadratischen Erweiterung des Korpers, erzeugt von den bisher konstruierten
Punkten. Da jede Konstruktion endlich viele Schritte hat, folgt die Aussage 2). Um-
gekehrt entsteht jede quadratische Erweiterung durch Adjunktion einer Quadrat-
wurzel nach Satz Im einleitenden Abschnitt haben wir gezeigt, dass sich jede
Quadratwurzel von konstruierten Punkten wieder mit Zirkel und Lineal konstruie-
ren lasst. Damit folgt 1).

Fiir den Zusatz betrachten wir die Homomorphismen o; : L, — @, j € J in einen
fixierten algebraischen Abschluss. Das Kompositum der o,(L,,), j € J ist die norma-
le Hiille von L,,/Q. Da

Q C oi(L1) Coj(Le) S ... Coj(Ln)

ebenfalls eine Kette mit [0;(L;+1) : 0;(L;)] = 2 ist, erhdlt man auch das Kompositum
durch eine Kette von Korpererweiterungen vom Grad zwei. O

Korollar 5.12 Ist z € F /-, so ist z algebraisch iiber Q und [Q(2) : Q) ist eine Zweierpotenz.
Insbesondere ist 2.B. \/2 ¢ F .

Korollar 5.13 Das regelmifSige n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar,
falls p(n) eine Zweierpotenz ist.

Also ist z.B. das regelméfiige 7-Eck nicht konstruierbar, das regelméflige 17-Eck hin-
gegen schon. Die erste Konstruktion davon (siehe das Deckblatt) geht auf Gaufs zu-
riick.
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Beweis : Ist das regelméfige n-Eck konstruierbar, so ist ¢, € F -, also [Q((,) : Q] =
¢(n) eine Zweierpotenz. Ist umgekehrt ¢(n) eine Zweierpotenz, so gibt es nach Ko-
rollar 4.3l und dem Hauptsatz der Galois-Theorie eine Kette von Zwischenkodrpern
mit Erweiterungsgrad 2 und damit ist (,, € F’,, nach Proposition 5.1 O

Man kann die Werte n mit p(n) Zweierpotenz noch genauer beschreiben. Fiir / € N
wird F;, = 2%° 4 1 die (-te Fermatsche Zahl genannt. Unter den Fermatschen Zahlen
sind Fy = 3,Fy = 5,F, = 17, F5 = 257 und F, = 65537 die einzigen {bekannten}
Primzahlen. Die Existenz weiterer Fermatscher Primzahlen ist eine offene Frage.
Wir iiberlassen folgenden Satz als Ubungsaufgabe.

Proposition 5.14 Fiir n > 2 ist ¢(n) genau dann eine Zweierpotenz, falls es Fermatsche
Primzahlen py, ..., p, und m € N gibt mit n = 2"py - ... - p,.

6 Moduln

Als Motivation fiir Algebra wurde eingangs das Losen diophantischer Gleichungen
angegeben. Bereits das Losen linearer diophantischer Gleichungssysteme geht iiber
den Rahmen der linearen Algebra hinaus. Dort wird, z.B. beim Gauf8-Algorithmus
an geeigneter Stelle dividiert, was nicht gestattet ist, wenn wir bei ganzzahligen
Koeffizienten verbleiben wollen.

Wir miissen also Strukturen untersuchen, bei denen der Skalar-Korper nur noch
ein Ring ist. Diese werden Moduln genannt. Man beachte, dass ein Z-Modul nach
untenstehender Definition nichts anderes ist als eine abelsche Gruppe. Struktursitze
tiir (endliche) Z-Moduln sind also Aussagen tiber (endliche) abelsche Gruppen. Wir
werden viel prazisere Aussagen machen konnen als die Sylowsétze fiir (allgemeine,
nicht notwendig abelsche) Gruppen.

Sei R ein Ring, wie immer kommutativ und mit Einselement. Ein R-Modul M ist eine
abelsche Gruppe (M, +) und eine Skalarmultiplikation

G Rx M — M,

die den (vom Vektorraum-Fall bekannten) Axiomen

a-(z+y) = a-z+a-y
(a+b)-z = a-x+b-x
a- (bx) = (a-b)x; l-x==x
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tir alle a,b € Rund z,y € M geniigt. Wortlich wie lineare Abbildungen definiert
man R-Modulhomomorphismen, wie Untervektorraume definiert man Untermoduln,
wie Faktorrdume definiert man Quotientenmoduln.

Beispiel 6.1 i) Fiir jeden Ring R ist R ein freier (Definition siehe unten) R-
Modul. Untermoduln hiervon sind gerade die Ideale von R.

ii) Sei V' ein K-Vektorraum und ¢ € Endk(V) ein Endomorphismus. Vermoge
der Skalarmultiplikation

KX xV —1V, (Z aiXi,v> —> Zaigoi(v)

wird V' zu einem K [X]-Modul. Umgekehrt, falls V' ein K[X]-Modul ist, so de-
finiert
pv) =X v

einen Endomorphismus. Damit erhdlt man eine Bijektion zwischen K[X]-
Moduln und Paaren (V, ¢ € Endg(V)).

Wie im Vektorraumfall definiert man den Schnitt und die Summe (sowie eine direkte
Summe) von R-Moduln und diese sind wiederum R-Moduln. Ebenso wie im Vek-
torraumfall definiert man Erzeugendensystem sowie linear unabhingig.

Ein linear unabhédngiges Erzeugendensystem wird auch hier Basis genannt. Wenn es
eine solche gibt, so heifst der Modul frei und es gilt wie im Vektorraumfall der Satz
von der eindeutigen Darstellung als Linearkombination von Basisvektoren.

Der erste wesentliche Unterschied zum Vektorraumfall ist, dass nicht jeder R-Modul
eine Basis besitzt: Fiir jedes Element = in dem Z-Modul (d.h. der abelschen Gruppe)
Z/pZ gilt p - * = 0,womit wir eine nichttriviale Linearkombination gefunden haben.

Ist R allgemeiner ein nullteilerfreier Ring und M ein R-Modul, so formulieren wir
das eben gesehene Phdnomen, indem wir alle Elemente x € M, sodass es ein a €
R\ {0} gibt mit ax = 0, Torsionselemente nennen. Die Menge aller Torsionselemente
bilden einen Untermodul M,,, C M, genannt Torsionsuntermodul. Ist M = M, sO
nennt man M einen Torsionsmodul. Beispielsweise ist im Z-Modul M = Z & Z/sZ
der Torsionsuntermodul M,,, = Z/sZ. Das ndchste Ziel ist zu zeigen, dass jeder
Z-Modul solch eine direkte Summenzerlegung besitzt.
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6.1 Elementarteiler

Wir schranken uns in diesem Abschnitt auf den Fall, dass R ein Hauptidealring ist,
ein. Dies beinhaltet die wichtigen Fille R = Z und R = K[X] und die Hauptaussa-
gen dieses Abschnitts sind ohne diese Voraussetzung nicht richtig.

Wir bendétigen den Begriff der Lange eines R-Moduls M. Eine Kette der Lange / in
M besteht aus R-Untermoduln

0C M CMC...C M =M.

Das Supremum tiber die Langen aller Ketten von M wird die Linge von M genannt
und mit ¢z (M) bezeichnet. Der Nullmodul hat die Lange Null und der Z-Modul Z
hat die Lange oo, wie man an der Kette ...p"" - Z C p*Z C ... leicht sieht. Dies ist
insbesondere eine Kette von Idealen in Z, die wir beginnend von einem gegebenen

Ideal beliebig lang machen kénnen.

Umgekehrt bricht eine aufsteigende Kette von Idealen in R beginnend bei 0 C a; C

as C ...nach endlich vielen Schritten ab, denn | J a; C R ist wieder ein Ideal erzeugt
i>0

von einem Element z, da R Hauptidealring ist. Nun ist € a,, fiir ein n und somit

antr = ay fir alle k > 0. Aufgrund dieser Eigenschaft sagt man, dass Hauptideal-

ringe noethersch sind. Der Langenbegriff hat folgende Eigenschaften.

Lemma 6.2 a) Ist M = M' ® M" eine direkte Summe von R-Moduln, so ist {r(M) =
Cr(M") 4+ Lr(M").

b) Ista =¢-pi" -...-pl die Primfaktorzerlegung von a € R mite € R* und v; € N,

soist (r(R/aR) =>"\_ v

Beweis: Zu Teila): Sind 0 C M] C M, C ... C M/ =M und 0 C M/ C MY C ... C
M! = M Ketten, so ist

0CMOOCMyd0C...C M0 M oM C...C M)®dM, =M

eine Kette der Lange r + s, also (g(M) > (r(M') + (r(M"). Fir die umgekehrte
Ungleichung betrachten wir die Projektion 7”: M — M" mit dem Kern M. Ist

0=MyCM CMC...C My=M

eine Kette von M, so bilden die 7”();) eine (nicht unbedingt echt aufsteigende)
Kette von A" und die M; N (M’ & 0) eine (nicht unbedingt echt aufsteigende) Kette

Seite 65



von M'.Da M; C M, gilt #”(M;) C ©"(M;11) oder M; N (M’ &0) C M1 N (M @0).
Daraus folgt die umgekehrte Ungleichung. Zur Aussage b): Nach dem chinesischen
Restesatz ist

RjaR = ®_ R/p;'R,
welches ein Isomorphismus von Ringen und damit auch von Z-Moduln ist. Nach
Teil a) miissen wir also nur noch den Fall a = p” betrachten. In diesem Fall kon-
struiert man eine Kette der geforderten Lange v wie in Korollar 4.3]und eine solche

Kette kann man nicht weiter verfeinern, da die Quotienten R/pR, also Korper sind.
]

Ist z4,...,x, eine Basis von M (d.h. gibt es eine solche), so ist
M= Rx; D Rrao® ... P Rx,,.

In diesem Fall wird n = Rang(M) der Rang von M genannt. Im allgemeinen definie-
ren wir den Rang von M als das Supremum iiber die Anzahl linear unabhédngiger
Elemente in M.

Der folgende Satz wird Elementarteilersatz genannt. Aus ihm werden alle wichtigen
Sétze tiber R-Moduln (fiir R Hauptidealring) folgen.

Satz 6.3 Ist F ein freier R-Modul von endlichem Rang und M ein Untermodul von F vom

Rang n. Dann existieren x1, . .. x, € F, die Teil einer Basis von F sind, sowie o, . . ., oy, €
R\ {0}, sodass
i) {ayx, ..., a2, } eine Basis von M ist und

i) ;| iy fiirl <i<n.

Die Elemente o, . . ., o, sind bis auf Einheiten in R eindeutig bestimmt und werden Ele-
mentarteiler von M genannt.

Die Situation des Satzes tritt in der Natur z.B. beim Studium von Gittern auf, d.h.
von freien Z-Moduln vom Rang n, die diskret in R" eingebettet sind. Gesucht sind
dann die Elementarteiler wie z.B. im folgenden Bild fiir ein Untergitter des Stan-
dardgitters Z? C R?.

Zum Beweis des Satzes benotigen wir den Begriff des Inhalts cont(z) fiir z € F. Sei
dazu F* = Hom p(F, R) der Dualraum von F. Die Menge {¢(z), ¢ € F*} C Ristein
Ideal von R, also erzeugt von einem Element ¢ € R, das bis auf Einheiten eindeutig
bestimmt ist und mit cont(z) bezeichnet wird.
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Lemma 6.4 Ist F' frei von endlichem Rang, so gelten folgende Aussagen.

i) Ist {y,...,y,} eine Basis von F und v = ), c¢;y; die Basisdarstellung von x € F, so
=1
ist cont(z) = ggT(cy,...,cp).

ii) Fiir alle x € F gibt es ¢ € F* mit p(x) = cont(z).
iii) Fiir x € F und ¢ € F* gilt cont(x) | ¢(z).

iv) Ist M C F ein Untermodul, so gibt es ein x € M mit cont(z) | cont(y) fiir alle
y e M.

Beweis : ii) und iii) sind nach Definition klar. Zu i) sei ¢1,..., ¢, die zu y, ..., y,

duale Basis und ggT(cy,...,c.) = > a;c; mit a; € R. Wir setzen ¢ = ) a;,. Dann
=1
ist p(z) = ggT(cy,...,c.), also cont(x) | ggT(cy,. .., ). Andererseits ist ein belie-

biges F* 5 1 = ) b;p; Linearkombination der ¢,. Dann wird ¢(z) = ) b;c; von
geT(cy,. .., c ) geteilt und folglich ggT(cy, ..., ¢,) | cont(z).

Fiir iv) betrachten wir die Menge J der Ideale der Form cont(y) - R mity € M. Da R
noethersch ist, hat jede Kette ein Supremum, also gibt es in J ein maximales Element
cont(z) - R.

Sei ¢ € F* so, dass ¢(x) = cont(x). Zunachst zeigen wir ¢(z) | ¢(y) fur alley € M.
Wir schreiben

ap() + bp(y) = d = ggT((), (y))-
Wegen ¢(ax + by) = d und iii) folgt cont(az + by) | d | ¢(z) = cont(z). Da cont(z) - R

maximal in J gewdhlt war, folgt hieraus cont(az + by) = cont(z) = d = ¢(z) | ¢(y).

Wir sind fertig, sobald wir fiir jedes ¥ € F* und jedes y € M die Beziehung
o(x) | Y(y) gezeigt haben. Es gilt p(x) | ¢(z) und ¢(z) | ¢(y). Daher gilt p(x) | ¥(y)
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genau dann, wenn ¢(z) | <1p(y) - Mw(ar,’)) =1 (y — 2) . a:) Wir konnen also oh-

e(z) e(z)
ne Einschrankung y durch y — % -z ersetzen, anders gesagt ¢(y) = 0 annehmen.
Mit dem gleichen Argument kénnen wir v durch ¢ — % - ersetzen und damit

¥ (x) = 0 annehmen. Sei nun

ap(z) + bi(y) = d =: ggT(w(x), U (y))
Dann ist

(o + P)(ax +by) = ap(x) + by (y) = d,
also cont(axz + by) | d | p(x) = cont(x). Wieder besagt die Maximalitdt, dass diese
Teilbarkeitsbeziehung alles Gleichheiten (bis auf Einheiten) sind und daher

o(x) [ d]y(y),

was zu zeigen war. O

Beweis von Satz[6.3]: Wir zeigen zundchst induktiv nach n = Rang (/) die im Satz
implizit enthaltene Aussage, dass M frei ist. M ist sicher torsionsfrei, da F' dies ist.
Also ist fiir n = 0 nichts weiter zu zeigen. Wir wahlen fiir den Induktionsschritt ein
r € M wie in Lemmal6.4iv) und ¢ € F*, sodass ¢(z) = cont(x). Weiter gibt es ein
x1 € Fmitz = p(z) - x1, denn falls z = > ¢;y; in einer Basis y1,...,y,. von F, so
leistet > ¢;/p(x) - y; das Verlangte. Wir definieren ' = Ker(y) und M’ = M N F'.
Wir behaupten, dass

F=Ry;®F und M=Rxod M

gilt. In der ersten Formel ist die Summe offenbar direkt und ist y € F, so ist y —
©(y) - x1 € Ker(p). Die zweite Summe ist ebenso direkt, wir miissen zeigen, dass die
beiden Summanden ganz M aufspannen. Unter Verwendung von Lemma [6.4]iv) ist

:wwm+@_wwa
() p(z)

die gewtinschte Darstellung fiir ein y € M beliebig. Wir konnen nun die Indukti-
onsvoraussetzung auf 1/’ anwenden und erhalten, dass M frei ist.

Wir konnen ebenso per Induktion nach Rang()/) annehmen, dass die Folgerungen
des Satzes fiir M’ bereits gelten, d.h. dass w5, . .., z, Teil einer Basis von F” ist und
es ay, ..., o, gibt mit a; | a4 flir ¢ > 2, sodass asxs, . . ., ay,x, eine Basis von M’ ist.
Mit z; wie oben und oy = ¢(x) wir oben ist nur noch a; | ay zu zeigen. Sei dazu
o € F* mit py(x2) = 1. Dann gilt nach dem vorigen Lemma ¢(z) | p2(aaz2), also

aq | 9.

Die Eindeutigkeitsaussage folgt aus dem ndchsten Lemma. O

Seite 68



Lemma 6.5 Sei R ein Hauptidealring und T = @ R, /o, R;, wobei vy, ..., o, € R\ {0}
i=1

Nichteinheiten mit «; | o1y sind. Dann sind oy, . . ., o, bis auf Einheiten in R eindeutig.

Beweis : Der Beweis verwendet die Elemente grofiter Ordnung in 7" und daher ist
es glinstig, die Reihenfolge der Indizierung umzudrehen. Sei also &; = ;41 und
folglich ;.1 | &;. Wir nehmen an, dass es eine weitere Summenzerlegung

T = éR/&ZR =~ é R/B;R
1= Jj=

ebenfalls mit 5;,, | 3; gibt. Wir nehmen an, dass die Zerlegungen echt verschieden
sind, sei k der kleinste Index mit o, R # [;R. Wir betrachten die Zerlegung des
R-Moduls o, T. Da fur ¢ > k die a, alle Teiler von «;, sind, erhalten wir

k-1 k-1
T = P an(R/aR) = P an(R/GR) & & - (R/BR) @ ...
i=1 i=1
Da (r(cauT) < oo folgt aus dem Vergleich der Liangen beider Seiten mit Hilfe von
Lemmal6.2] dass ay - (R/ BkR) = 0 ist, mit anderen Worten o, R C BkR. Durch Vertau-
schen der Rollen von «a;, und Z’fk erhalten wir die umgekehrte Inklusion, insgesamt
die Gleichheit im Widerspruch zur Wahl von k. Ist a; = Ej fur alle 7 < min{m,n}, so
folgt ebenfalls durch Berechnen von /5(7), dass m = n ist. Insgesamt beweist dies
das Lemma. O

Beweis von Satz [6.3] Eindeutigkeit : Nach dem bereits Bewiesenen gibt es Ele-
mentarteiler «; | ay | ... | @, von M und wir nehmen an, dass 5 | B2 | ... | B
ebenfalls Elementarteiler (bzgl. einer anderen Basis von F') sind. Wir definieren zu
M die Menge:

Msyy={y€eF:30#4a€ R:a-y € M}.

Man priift sofort, dass Ms, ein Untermodul von F ist, genannt die Saturierung von
M in F. Wir behaupten, dass

Msot/M = P R/o;R = P R/BR
i=1 j=1
ist. Sobald wir dies gezeigt haben, folgt die Eindeutigkeitsaussage aus dem voran-

gegangenen Lemma.

Zum Beweis der Behauptung verwenden wir die Basis =, ..., z, aus dem bereits

bewiesenen Teil des Satzes. Esist @ R - x; C Msy denn oy (r; - ;) = ri(o; - ;) € M
i=1
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tiir beliebiges ;. Um zu zeigen, dass die Inklusion eine Gleichheit ist, nehmen wir
y € Msy beliebig her. Wir ergdnzen x4, ..., x, zu einer Basis z1,...,z; von F' und

t
schreiben y = » c¢z;. Esista -y € M fir ein 0 # a € R nach Definition der
i=1

Saturierung. Also ist Z ac;x; € M. Daraus folgt, dassa-¢; = 0fiiri =n +1,.

Da R nullteilerfrei ist, folgt ¢; = 0, was zu zeigen war.

Insgesamt ist also
M = @R (OZZ.TZ> Q MSat = @RI‘Z
i=1 i=1

und daraus folgt die obige Behauptung tiber den Quotientenmodul. O

Der oben genannte Beweis ist allerdings nicht konstruktiv, d.h. nicht direkt in einen
programmierbaren Algorithmus umzusetzen. Das Problem ist die Anwendung von
Lemma 6.4 iv) zu Beginn des Beweises. Das gewiinschte Element = dort wird als
maximales Element einer Kette gewonnen und wir haben bisher uns keine Gedan-
ken gemacht (wie wir grofiere Ideale in dieser Kette finden konnen und vor allem),
wann diese Kette aufhort.

In der Praxis liegt die freie Modul F' oft durch Angabe einer Basis z,...,z, und

M durch Erzeuger z, ..., 2, vor, wobei z; = ) a;;z,. Wir fassen die Koeffizienten
i=1
in einer Matrix A = (a;;) zusammen. Ziel ist es, die Elementarteiler anhand von A

auszurechnen.

Sind I C {1,2,...,7r} und J C {1,2,...,m} zwei Teilmengen mit ¢ Elementen, so
bezeichnen wir mit A;; die ¢ x ¢-Matrix, deren Eintrag an der Stelle (u,v) gerade
a;,j, ist, wobei die Indexmengen als I = {i;,...,4;} miti, < iy und J = {j1,...,j}
mit j, < jyi1 fiir alle £ aufgezahlt sind. Als t-Minore von A bezeichnet man die Deter-
minante einer Matrix A;; mit / und J wie oben. Zum Beweis des folgenden Satzes
ist es gtinstig, den Begriff des ¢-fachen duleren Produkts A’F' eines Moduls F' zu
verwenden. Wir definieren diesen hier ad hoc und nur fiir freie R-Moduln. Sei also

r1,...,, eine Basis von F. Dann ist A'F der freie R-Modul erzeugt von Symbolen
der Form z;, Axy, A... Az, wobei 1 < i < iy < ... < i < r. Wir definieren fiir
jede Indexmenge ji, jo, . . ., j: ein Element z;, Axj, A...x;, € A'F,indem wir dies als

Null erkldren, falls zwei Indizes gleich sind und andernfalls die Permutation 7 € S,

verwenden, sodass j; = i, ({) miti; < iy < ... < i;. Dann definieren wir

Tio iy N Tipy N oo AT = SGUT)Tiy A Tig Ao A T,

m(2)
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Schliefilich definieren wir fiir ein beliebiges t-Tupel 21, . . ., z; von Elementen in F ein

Element (, t-faches dufleres Produkt”) z; Az A... Az € A'F durch sogenannte mul-

tilineare Fortsetzung. Damit ist gemeint, dass falls z; = > a;;x; die Basisdarstellung
=1

von z; ist, wir das t-fache dufere Produkt der z; definieren als

r T T
AN Nz = (E aljx]) A <E agjxj) A (E atj:pj>
j=1 j=1 j=1
r

= D iy Qe G (T AT A A T,)
J1rege=1
T
= > A1jy - Qo)+ - g, - (X5, ANxjy N oo AN Ty,)
Tl gt=1

alle j, verschieden

= > ( > Sgl’l(ﬂ')(lh‘ﬂ(l),agiﬂ@) .. .atiﬂ(t)) (Tiy NTig Ao A xy,)

1<i1 <io<...<it<r \7wES;
(©)

(Die Rechnung zeigt auch, dass die Definition von A’F nicht von der Wahl einer
Basis abhdngt, denn falls 24, . . ., 2; eine andere Basis ist, so ist die Determinante der
Basiswechselmatrix eine Einheit.)

Aus dieser Rechnung folgt auch, dass aus einer Inklusion M/ C F von R-Moduln

eine Inklusion A'AM C A'R der dufleren Produkte entsteht. Ist die Basis z1,..., 2,
durch Ergénzen einer Basis von 1, ..., z, wie im Elementarteilersatz entstanden,
so bilden die oz, ..., a,x, eine Basis von M und somit die Elemente

O Ty A\ Ay Ty, VANAN O Tj, = (Oél'lOéiQ Lt ait)xil A Lig - - A Li, (4)

eine Basis von A'M. Diese sind (von Null verschiedene) Vielfache von Basiselemen-
ten von A'F.

Satz 6.6 Sei F' ein endlich erzeugter freier R-Modul mit Basis x4, ...,x,. Sei M C F

ein Untermodul mit Erzeugern zy, ..., zy, wobei z; = > a;;x; und seien oy, ..., o, die
j=1
Elementarteiler von M. Sei i, der ggT aller t-Minoren der Koeffizientenmatrix A = (a;;).

Dann gilt

t
He = | | e78
i=1

Beweis : Wir beginnen mit dem Fall ¢ = 1. Es ist ; R das Ideal, welches von allen
(y) mit (¢ € F*)und y € M erzeugt wird. Ist ¢y, ..., ¢, die Dualbasis zu z, . . ., z,,
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so lasst sich ein beliebiges ¢ als Linearkombination ¢ = ) b1, schreiben. Weiter ist
=1

m
y = Y ¢;z; und insgesamt
=1

oy) = O be <§62)

/=1 i=1
T m T
= bebe | D Ci * Q5 L5
=1 i=1j=1
m T
= > > ciaib;
i=1j=1
Also ist das Ideal o R gerade von den a;; fliri = 1,...,mund j = 1,...,r erzeugt,

d.h. von den 1-Minoren von A. Wir wenden diese Aussage auf die Inklusion von
freien R-Moduln A'M C A'F fiir beliebiges ¢ an. Unter Verwendung der Basis aus
Gleichung @) sieht man, dass der erste Elementarteiler fiir diese Inklusion gleich
Qi -0 - ... oy ist, da a; | ;41 und somit der ggT tiber alle Indextupel {iy,. .., %}
angenommen wird. Mit dem Erzeugendensystem zi, ..., 2, von M wird A'M von
den z;, A...Az;, aufgespannt, deren Basisdarstellung in den z;, A...Az;, wir in Glei-
chung (@) ausgerechnet haben, dort im Spezialfall j; = 1,...,j; = t. Dort war der

Koeffizient die t-Minore Ay 4 (,,..i,)- Flr beliebiges ji, ..., j; erhalten wir analog

.....

als Koeffizient eine beliebige -Minore von A. Insgesamt besagt das erste Argument,
dass der ggT aller --Minoren gleich o - ... - oy ist, was zu zeigen war. O

Wir wollen noch aus diesem Satz eine Algorithmus zur Bestimmung der Elementar-
teiler eines Untermoduls ableiten. Aquivalenterweise suchen wir zu einer Matrix A
(der Koeffizientenmatrix aus dem vorigen Satz) invertierbare Matrizen S und 7' (die
zu einem Basiswechsel in M bzw. F gehoren), sodass D = T'AS die Eintrdge D;; = o
mit «; | o1 flir ¢ = 1,.. ., n und sonst nur Nullen als Eintrage hat.

Angenommen wir haben bereits erreicht, dass der linke obere Eintrag a,; alle Ein-
trage von A teilt. Dann ist insbesondere a;; und a,, fiir alle ¢, 7 durch a,; teilbar. Also
ist die Addition des —;'“-fachen der ersten Spalte zur j-ten Spalte eine durch ein
Element in GLy(R), also ein Basiswechsel in F' beschrieben. Ebenso ist die Additi-
on des (—Z—ﬁ)-fachen der ersten Zeile zur i-ten Zeile Resultat eines Basiswechsels
in M. Am Ende dieser Schritte hat die Matrix in der ersten Zeile und Spalte mit
Ausnahme von a;; nur Nullen und wir konnen induktiv den Algorithmus auf die
Untermatrix ohne die erste Zeile und Spalte anwenden. Um die erste Annahme zu
erreichen nehmen wir vereinfachend an, dass der Ring R euklidisch bzgl. der Grad-
funktion ¢ ist. (Dies beinhaltet R = K[x] und § = deg sowie R = Z und § = |- ).
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Sei

ij=1..
Einen der Matrixeintrdge mit kleinstem Grad # 0 konnen wir durch Zeilen- und
Spaltenvertauschungen in der linken oberen Ecke annehmen. Wir zeigen, dass ent-
weder a,; alle Eintrage von A teilt oder wir d durch elementare Zeilen- und Spalte-
numformungen (d.h. Basiswechsel in M bzw. F') verringern kénnen.

Falls ein Eintrag der ersten Zeile, etwa a;; nicht durch a,; teilbar ist, so schreiben
wir a;; = ¢ - a;1 + bmit 6(b) < d und durch (—¢)-fache Addition der ersten Spalte
auf die j-te Spalte erreichen wir, dass in der neuen Matrix A der Eintrag a,; = b ist
und §(b) < d gilt. Analog gehen wir vor, wenn ein Eintrag der ersten Spalte nicht
durch a;; teilbar ist. Da d € N miissen wir dies nur endlich oft durchfithren. Wie
in der Anfangsbemerkung konnen wir nun durch Zeilen- und Spaltenoperationen
erreichen, dass a;; = 0 und a;; = 0 fiiri > 2und j > 2.

Angenommen in der ,Restmatrix” gibt es noch einen Eintrag a;; miti > 2und j > 2,
der nicht durch ay; teilbar ist, also a;; = ga;; +bmit 0 < §(b) < d. Dann addieren wir
die erste Zeile zur i-ten, sodass nun a;; = a;;, aber a;; unverandert ist. SchliefSlich
addieren wir (—¢) mal die erste Spalte auf die j-te Spalte, sodass nun a;; = b gilt.
Auf diese Weise haben wir d verringert und beginnen mit dem Algorithmus von
neuem. Da d € N miissen wir dies nur endlich oft durchfithren. Danach ist a;; in der
Tat der erste Elementarteiler und wir kdnnen uns im gesamten Algorithmus auf die
Restmatrix mit i > 2 und 7 > 2 beschranken.

6.2 Struktursitze fiir Moduln iiber Hauptidealringen

Wir halten einige wichtige Folgerungen aus dem Elementarteilersatz fest. In diesem
Abschnitt ist immer noch R ein Hauptidealring.

Korollar 6.7 Sei M ein endlich erzeugter R-Modul und My, C M der Torsionsun-
termodul. Dann ist M, endlich erzeugt und es gibt einen freien R-Modul My, sodass
M = M,y @& Mp. Insbesondere hat jeder endlich erzeugte torsionsfreie R-Modul eine Basis.

Beweis : Seien z,..., 2 Erzeuger von M und F' = R’ ein freier R-Modul vom
Rang r mit Basis 4, ..., y,. Sei p: F© — M der Homomorphismus mit ¢(y;) = z;.
(Wie bei Vektorraumen ist auch bei freien Moduln ein Homomorphismus eindeu-
tig durch die Bilder der Basis festgelegt und die Bilder der Basis konnen beliebig
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gewdhlt werden.) Wir wenden den Elementarteilersatz auf das Paar Ker(y) C F
an. Seien z1, .. ., z, die Elemente von ker () aus diesem Satz, durch z,,.1, ..., x, zu
einer Basis von F' ergdnzt und oy, . . ., o, die Elementarteiler, also

Ker(yp) = éR- (viz;) < F = éR-xi@ é R-x;.
i=1 i=1

i=n+1
Also ist . .
M = F/Ker(¢) = P (R/a;R)zi & P R- ;.

i=1 i=n+1
Der erste Summand ist offenbar ein Torsionsmodul, der zweite ist frei und wir haben
die gewiinschte Zerlegung gefunden. O

Wir zerlegen den Torsionsuntermodul weiter und definieren hierzu fiir ein Primele-
ment pin R
M,={xeM:p"x=0 firein neN},

genannt der p-Torsionsanteil von M.

Korollar 6.8 Ist M ein endlich erzeugter Torsionsmodul, so ist
M=,
peEP

wobei P die Menge der Primelemente (bis auf Assoziiertheit) von R bezeichnet. Dabei ist
M, = 0 fiir fast alle p € P. Weiter gibt es fiir jedes p eine Folge natiirlicher Zahlen 1 <
Vp1 < Vpa < oo < Vp(p), SOdass

T

o~

)
M, = R/p"i R

1

J

Mit dieser Eigenschaft sind die Zahlen v, ; eindeutig durch M bestimmt.

Dies ist auch der angekiindigte Struktursatz {iber endlich erzeugte abelsche Grup-
pen (d.h. Z-Moduln). Jede solche ist direkte Summe eines freien Z-Moduls (also Z")
und eines Torsionsmoduls, fiir welche obige Zerlegung gilt. Da Z/p"Z fiir alle j < v
eine Untergruppe der Ordnung p’ enthilt, folgt aus dem Korollar oben, dass eine
endliche abelsche Gruppe der Ordnung n fiir jeden Teilnehmer m von n eine Unter-
gruppe der Ordnung m enthalt.
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Beweis von Korollar[6.8]: Nach dem vorigen Korollar wissen wir bereits, dass M =

Mior = @ R/, R ist, wobei «; | iy gilt. Sei a; = ¢; [[ p»+ die Faktorisierung der
i=1 peEP
a;, wobei €; € R*. Nach dem chinesischen Restesatz gilt

Rjo;R= (P R/p™R.
peEP

Durch Kombination dieser Zerlegung erhilt man

M= PP R/pR.

peP i=1
Dies ist offenbar bereits die gewiinschte Zerlegung in p-Torsionsanteile. Um die v, ;
wie gefordert zu erhalten, geniigt es, diejenigen v, ; wegzulassen, die Null sind und
zur Zerlegung sowieso nicht beitragen. Die Eindeutigkeitsaussage folgt leicht aus
der Eindeutigkeitsaussage in Lemma O

7 'Transzendente Korpererweiterungen

7.1 Transzendenzbasen

Im Korper Q(:{;,y, \/aTy) sind alle drei Elemente x,y und /x + y transzendent
tiber QQ, aber wenn wir bereits z und y adjungiert haben, wird /z +y algebraisch
iiber dem Zwischenkérper Q(z, y). AuBerdem ist Q(z,y, vz +y) = Q(z, vz ),
denn y = (\/xTy)z — x. Die Anzahl der transzendenten Elemente, die wir benoti-
gen, um einen Korper zu erzeugen, messen wir mit folgendem Begriff.

Definition 7.1 Eine Teilmenge A eines Korpers L ist eine Transzendenzbasis der Erwei-
terung L/ K, falls A algebraisch unabhingig iiber K ist und L/ K (A) algebraisch ist. Gibt
es eine Transzendenzbasis A, sodass L = K (A), so heifit L rein transzendent iiber K.

Wie in der linearen Algebra gilt ein Austauschsatz, den wir nur im endlichen Fall
beweisen, da dies fiir die Wohldefiniertheit des Begriffs Transzendenzgrad (siehe
unten) ausreicht.

Proposition 7.2 Ist A = {as,...,a,} C L algebraisch unabhingig iiber K C L und
t € L iiber K(ay,...,a,) algebraisch, aber iiber K transzendent, so gibt es ein j, sodass
A" ={ay,...,a,} \ {a;} U {t} algebraisch unabhingig iiber K ist und a; algebraisch iiber
K(A).
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Beweis : Da t tiber K (A) algebraisch ist, gibt es eine Gleichung f(a1,...,a,,t) =0
mit f € K|xy,...,z,,y|, wobei fir die Variablen z; die a; und ¢ fiir y eingesetzt wur-
de. (Dabei haben wir bereits etwaige Polynome in den z; im Nenner durch Durch-
multiplizieren entfernt.) Nach der Transzendenzvoraussetzung an ¢ ist f in einer
der Variablen z; nicht-konstant. Wir konnen dann f aber auch als algebraische Glei-
chung fiir a; tiber K(A’) interpretieren. Ohne Einschrankung sei j = 1. Angenom-
men A’ wire algebraisch abhingig. Da {as, ..., a,} C A algebraisch unabhédngig ist,
miisste dann ¢ algebraisch tiber K (as, . . ., a,) sein. Dann ist aber auch a; algebraisch
tiber K(ay, ..., a,), im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Wir definieren den Transzendenzgrad trdeg(L/K) einer Korpererweiterung L/ K als
die Méachtigkeit einer endlichen Transzendenzbasis, falls es eine solche gibt, und als

oo sonst.

Unser néchstes Ziel ist eine Transzendenzgradformel fiir eine Kette von Korperer-
weiterungen. Seien L, und L, zwei Korpererweiterungen von K. Dann ist L, linear
disjunkt zu L, tiber K, falls jede Menge B C L, die K-linear unabhidngig ist, auch
(im Kompositum L, L, aufgefasst) Lo-linear unabhéangig ist. Dieser Begriff ist asym-
metrisch definiert, aber in der Tat symmetrisch in L; und L.

Lemma 7.3 Sei L, linear disjunkt zu Lo tiber K und C' C Ly K-linear unabhingig. Dann
ist C' C Ly Ly auch L, linear unabhingig. Insbesondere ist Lo linear disjunkt zu L, iiber K.

Beweis : Angenommen die Behauptung ist falsch und es gibt ¢;,...,¢, € C' und

a,...,a, € Ly mit > a;¢; = 0. Nach Umsortieren kénnen wir annehmen, dass
i=1

{a1,...,a,} C Ly K-linear unabhdngig ist und die restlichen Elemente Linearkom-

binationen davon, also gibt es p;;, € K, sodass
a; :Zﬂjkak fir j=m+1,...,n
k=1

Dann gilt

0= Zalcl + Z Zuﬂazc] Z <cZ + Z ,uﬂcj> a;.

j=m+1 i=1 j=m+1

Also sind alle Ausdriicke in der Klammer gleich Null, im Widerspruch zur K-
linearen Unabhéngigkeit von C. O
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Korollar 7.4 Sind L, und L linear disjunkt iiber K und A C L, algebraisch unabhingig
iiber K, so ist A C Ly Ly algebraisch unabhiingig iiber Ls.

Beweis : Algebraisch unabhingig tiber K bedeutet, dass alle Potenzen von Elemen-
ten in A und deren Produkte linear unabhingig iiber K sind. Mit dieser Beobach-
tung folgt die Behauptung aus dem vorigen Lemma. O

Korollar 7.5 Sind L, und Ly linear disjunkt iiber K, so gilt

trdeg(L1Ly/K) = trdeg(L,/K) + trdeg(L,/ K).

Beweis : Klar nach dem vorigen Korollar. O

Korollar 7.6 Sei K C L C M ein Kéorperturm. Dann gilt

trdeg(L/K) + trdeg(M /L) = trdeg(M/K).

Beweis : Sei A eine Transzendenzbasis von M /L. Diese Menge ist auch tiber K al-
gebraisch unabhingig, also ist trdeg(M /L) = trdeg(K(A)/K). Auierdem ist nach
Definition einer Transzendenzbasis K (A) und L linear disjunkt tiber K. Also istnach
dem vorigen Korollar trdeg(M/L) = trdeg(K (A)/K). AuBerdem ist nach Definiti-
on einer Transzendenzbasis K (A) und L linear disjunkt tiber K. Also ist nach dem
vorigen Korollar

trdeg (K (A)/K) + trdeg(L/K) = trdeg(L(A)/K)

und trdeg(L(A)/K) = trdeg(M/K), da M/L(A) algebraisch ist. O

7.2 Ganze algebraische Zahlen

Wir definieren eine Erweiterung des Begriffs von ,ganzen Zahlen”, bisher in Q de-
tiniert, auf endlich algebraische Erweiterungen von Q, d.h. auf sogenannte Zahlkor-
per. Die Kurzfassung hier stellt das Notwendige fiir den nachsten Abschnitt bereit -
man kann damit auch eine ganze Vorlesung , Algebraische Zahlentheorie” fiillen.

Proposition 7.7 Sei K/Q algebraisch und a € K. Dann sind folgende Eigenschaften von
a dquivalent.
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i) Es gibt ein normiertes Polynom f € Z[X| mit f(a) = 0.
ii) Der Ring Zla] C K ist ein endlich erzeugter Z-Modul.

iii) Es gibt einen endlich erzeugten Z-Untermodul A C K mita- A C A.

Falls a eine der Eigenschaften der Proposition erfiillt, so nennt man a ganz (iiber Q).

Beweis : Fiir die Implikation ii) = iii) konnen wir A = Z[a] nehmen. Fiir die Im-
plikation iii) = i) seien vy, . .., v, Erzeuger von A. Dann gibt es nach Voraussetzung
bij € 7Z mit

n
CL'U]':E bijvi fur jzl,,n
J=1

Also ist a eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms Det(B — X - I,,) € Z[X],
wobei B = (b;;);; € Z"*") ist. Bis auf einen Faktor (—1)" ist das charakteristische
Polynom normiert und daher folgt i).

Fir die Implikation i) = ii) beachte man, dass der Ring Za| als Z-Modul offenbar

von allen a*, k € N erzeugt wird. Nach Voraussetzung ist, falls f = > ;X" € Z[X]
i=0

mit b, =1,

am = —bo — bla — bQCLQ — ... bm_lam_l.

m—1

Damit liegt «™ im von 1,a,d?,...,a erzeugten Z-Modul und durch rekursive
Anwendung dieser Beziehung kann man den Grad aller " reduzieren. Also ist Z|d]

von der endlichen Menge 1, a,d?, ...,a™ ! erzeugt. O

Korollar 7.8 Die Menge der ganzen Zahlen in K bilden einen Ring O. Der Schnitt von
Ok mit Q ist Z. Zu jedem a € K gibt es einen Nenner s € Nmit s - a € Ok.

Beweis : Seien a,b € Ok und A, B C K die nach iii) der vorigen Proposition existie-
renden endlich erzeugten Z-Moduln mitaA C Aund bB C B. Der von A- B erzeugte
Untermodul AB C K ist nach dem Distributivgesetz auch endlich erzeugt. Er erfiillt

(a +b)AB C aAB + AbB C AB, abAB C AB.

Also sind nach der vorigen Proposition auch a 4+ b und a - b ganz.
Jedes a € Z C Q ist offenbar ganz. Ist umgekehrt a € Q \ Z, so ist Z[a] nicht endlich
erzeugt, denn sonst hitte die Menge {a®, s € N} einen gemeinsamen Nenner.
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Fiir die letzte Aussage sei f, = > b; X" € Z|X] das Minimalpolynom von a, normiert
=0

auf Inhalt 1, also
i=0
Durchmultiplizieren mit 7~ liefert, dass das normierte Polynom

D by TIX € Z[X]
=0

b,, - a als Nullstelle hat. O

7.3 Der Satz von Lindemann-Weierstrass

Ziel des Abschnitts ist der folgende Satz, der insbesondere die Transzendenz von e

und von 7 (wegen ™" = —1) beweist.

Satz 7.9 Seien a;,...,a, € Q algebraisch und linear unabhingig iiber Q. Dann ist die
Menge
{e", ... e}

algebraisch unabhiingig iiber Q.

Der Beweis verwendet zunachst zwei Reduktionsschritte.

Lemma 7.10 Sind ¢y, ..., c,, € Q paarweise verschieden, so ist die Menge

{e, ... e}

linear unabhingig tiber Q.

Beweis von Satz [Z.9 mit Hilfe von Lemma[ZJ0l: Angenommen der Satz ist falsch
und es gibt ein Polynom P(X;,...,X,) € Q[Xy,..., X,], das von Null verschieden
ist, aber P(e™, ..., e*) = 0 erfiillt. Dann kann man dies als Q-lineare Abhangigkeit
der einzelnen Monome lesen, welche von der Gestalt

et = (e™) - (em)
ist, wobei v; € Nund 14, ..., 1, die Exponenten des k-ten Monoms (in einer beliebi-
gen Sortierung) sind. Da die Menge {a, ..., a,} tiber Q linear unabhéngig ist, sind

Cr = a1V + asls + ...+ a,ly,

paarweise verschieden. Damit sind die Voraussetzungen des Lemmas erfiillt, wel-
ches den gewtinschten Widerspruch liefert. O
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Lemma 7.11 Seien a,, ... ,a, € Q paarweise verschieden und enthalten in einem Korper
L, sodass L/Q galoissch und endlich ist. Sei zudem {a, ..., a,} Gal(L/Q)-irrelevant, d.h.
fiiralle 7 € Gal(L/Q) und alle j € {1,...,n} gibtesein k € {1,...,n}, sodass 7(a;) =
ay,.

Seien by, ..., b, € Z, nicht alle 0, und konstant auf den Galois-Bahnen der entsprechenden
a;, d.h. gibt es T € Gal(L/Q) mit 7(a;) = ax, so gilt b; = by,. Dann gilt

bre® + boe™ + ... 4 bpe # 0.

Beweis von Lemma mit Hilfe von Lemma [Z11: Angenommen das Lemma
ist falsch und es gibt eine nichttriviale Q-Linearkombination der e“. Nach Durch-
multiplizieren mit dem Hauptnenner kénnen wir annehmen, dass dies sogar ei-
ne Z-Linearkombination ist. Sei L die normale Hiille von Q(cy, ..., ¢,,)/Q. Diese ist
endlich iiber Q, da die ¢; € Q sind. Sei c1, ... ., ¢, die Menge der ¢; samt ihrer Konju-
gate unter Gal(L/Q). Indem wir die Koeffizienten von {¢; ..., ¢} \ {c1,...,¢n} als
Null setzen, erhalten wir eine Z-Linearkombination

i dkea"’ =0.
k=1

Die Exponenten haben bereits die geforderten Eigenschaften und wir erhalten ei-
ne nichttriviale Linearkombination mit der vollen Symmetriebedingung aus Lem-

ma [Z.17] indem wir definieren

Z”: bje" = H (i dkeT(E‘“)> )
Jj=1 7€Gal(L/Q) \k=1

Zum Beweis der Symmetrie definieren wir eine Operation Gal(L/Q) auf Aus-
driicken der Form ) f;e% fiir f; € Qund a; € L durch

o (Z fje‘”> > Z fje(’(“j).

Diese Operation ist vertraglich mit Summe und Produkt, d.h. sind F; und F; zwei
solche Exponentialausdriicke, so gilt o(F1F2) = o(Fi)o(F2) und o(Fy + F,) =
o(Fy) + o(Fy) fur alle 0 € Gal(L/Q). Die Invarianz der linken Seite unter allen
solchen ¢ ist die gewiinschte Symmetriebedingung. Fiir die rechte Seite gilt die In-
varianz offenbar, denn Anwenden von o numeriert nur die Faktoren des Produkts

um.
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Wir miissen nur noch zeigen, dass die so definierten b; nicht alle Null sind und dann
liefert LemmalZ.ITlden gewiinschten Widerspruch. Dazu sortieren wir die Exponen-
ten nach Realteil. Genauer gesagt, definieren wir auf C die Ordnungsrelation

21 < zp falls Re(z1) < Re(z2) oder Re(z;) = Re(z2) und Im(z;) < Im(zs),

welche zwar nicht mit Multiplikation, wohl aber mit Addition vertrédglich ist. In
jedem Faktor (zu 7 € Gal(L/Q)) wahlen wir den bzgl. dieser Relation grofiten Ex-
ponenten j(7) aus, d.h. 7(¢;;)) = max{7(c;),k = 1,...,n,d; # 0}. Deren Produkt
tragt zu einem Summand b,e% des Ausdrucks auf der linken Seite bei - und wegen

der Maximalitat tragt nur ein Summand dazubei, d.h.b; = [] dj #0. O
T€Gal(L/Q)

atb = ¢ . ¢b der Exponentialfunktion ver-

Bisher haben wir nur die Homomorphie e
wendet. In der Funktionentheorie zeigt man, dass eine holomorphe Funktion mit
dieser Figenschaft notwendigerweise die Exponentialfunktion ist. Wir verwenden

Holomorphie nicht direkt, sondern folgende Integrationseigenschaft.

Lemma 7.12 Sei f[X] € C[X] ein Polynom vom Grad m, sei t € C und
t
I(t) = /et_“f(u)du.
0
Dann ist . .
I(t)=e"Y_ fO0) = fo.

J=0 3=0
Die Unabhidngigkeit des Integrals vom Integrationsweg folgt aus der Holomorphie
von e'~“ und f.

Beweis : Induktiv nach m zeigt man mittels partieller Integration
t
Ity =€) f90) =) f9) + / e~ D) (u) du.
=0 =0 9
O

Wir benétigen noch eine Integralabschitzung. Zu f € C[X] sei f € R[X] das Poly-
nom, das man erhélt, indem man jeden Koeffizienten durch seinen Betrag ersetzt.
Dann gilt

I¢|

(1)) < / e ) | du < Jo] e F (1) 5)
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nach der Standardabschétzung und da f monoton wachsend ist. Wir haben jetzt alle
Bausteine beisammen.

Beweis von Lemma [Z11: Angenommen das Lemma ist falsch und es gibt eine
lineare Relation

bie® 4+ bee™ + ...+ be™ =0 (6)

mit a, und b, wie gefordert. Sei N € N ein gemeinsamer Nenner fiir die a;, d.h.
Nay,...,Na, € Or. Sei p eine Primzahl, die wir am Ende des Beweises so grofs
wihlen bis wir den gewiinschten Widerspruch haben.

Die zentrale Rolle spielen die Hilfsfunktionen

Li(X)=N"P[(X —a))(X —ag) ... (X —a,)]" /(X —a;) € O X],

ein Polynom vom Grad np — 1, so wie die Integralfunktionen

t

L) = / e f () du

0

und deren Auswertung
Ji = blfi(al) + b2[l'<a2> + ...+ bn]z(an)

Nach (B) ist

n

il <) lax - by ™UF; (lax])

k=1
Wir wollen diesen Ausdruck als Funktion von p abschitzen. Die Koeffizienten von
f. sind sicher kleiner als die Koeffizienten von

fi= N"[(X +[a)(X —lag]) - ... - (X = [an])]" /(X — |ai])

und somit ist f,(|ax|) < fi(Jax|) und es gilt f;(z) < N™(z + max(|a1], ..., |an]))"™
fur alle z € R. Also gibt es Konstanten C;;, sodass }?Z (|ak|)} = (.. Wir konnen ay, by,
und e!*| als Konstanten, da unabhingig von p, ansehen. Daher kénnen wir auch
die obige Linearkombination exponentiell in p abschétzen, d.h. es gibt C;, sodass
|J;] < C? und aufmultipliziert gibt es C' € R, sodass

o <P
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als Funktion von p.
Wir beginnen nun die Abschdtzung von J; nach unten und nutzen Lemma [/.12lum

np—1 ‘ np—1 _
Liar) =™ > f20) =3 ().
7=0 7=0

auszuwerten. In der Linearkombination J; fallen die positiven Summanden auf-
grund von (6) weg. Es bleibt

np—1 n

3N b (an). ?)

j=0 k=1
Da f; € Op[X] gilt das auch fiir deren Ableitungen. Die Nullstellenordnung von f;
ist p an allen Stellen a;, k # i, und sie ist p — 1 an der Stelle a;. Genauer ist

n

@) =N -1 [ (@i —a)? €O
k=1,k£i
Diese Zahl ist durch (p — 1)! teilbar, es ist also sogar fip_l)(ai)/(p - 1! e O
Durch Nachbau des iiblichen Beweis im Fall der ganzen Zahlen kénnen wir zei-
gen, dass es unendlich viele Primzahlen p gibt, die kein Element der Menge
{N(a; —ag),i,j € {1,...,n}} teilen. Wir beschranken uns ab sofort auf solche p. Fiir
alle 7, j, k mit Ausnahme der Félle j = p — 1 und k = ¢ gilt stets die Teilbarkeit

Pl (ar)

in O L-
SchlieBllich wollen wir noch die Galois-Symmetrie der Ausgangsgleichung (€) aus-
nutzen. Diese besagt, dass (7)) eine Q-Linearkombination von Ausdriicken der Bau-

art
> ()
T€Gal(L/Q)
ist. Das Polynom g = (X — ;) f;(X) ist unabhéngig von ¢ und invariant unter der

Anwendung Von 7 € Gal(L/Q), also ist g € Q[X] und somit auch ¢\) € Q[X] fiir

alle j. Ist g = Z b; X', so erkennt man mittels Polynomdivision, dass
=0

fz(X) - bnp‘an_1 + (bnp—l - bnp ’ ai)an_2 +.o

also, dass es von i unabhingige Polynome R, (X) € Q[X] gibt, sodass der v-te Koef-
fizient von f; gleich R, (a;) ist. Schreibt man die Ableitungen von f;, in denen von g,
induktiv beginnend mit
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so liefert das gleiche Divisionsargument, dass es R, ;(X) € Q[X] gibt, welche nicht
von i abhdngen, sodass der v-te Koeffizient von ik gleich R, ;(a;) ist.

Ist also 7 € Gal(L/Q) mit 7(a;) = a, und 7(a;) = ay, so ist 7(f7(ar)) = f7(ay).
Folglich ist

T ( Z fi(j)(T(ak))) = Z £9 (7 (ax))-

r€Gal(L/Q) T€Gal(L/Q)

Das wiederum bedeutet, dass J;, - ... - J, € QN O = Z ist und auSerdem durch
(p — 1)!" teilbar. Da J; # 0 ist

oo o = (p— 1)

und da nach der Stirling-Formel k! ~ v/27k () " fiir k — oo gilt, ergeben die obere
und untere Schranke einen Widerspruch fiir p grofs genug. O
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