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Vorwort

Dies ist ein Skript zu einer Vorlesung ,Modulformen” in Frankfurt/Main im So-
Se 2013. Sie baut auf einer Vorlesung , Funktionentheorie und Differentialgleichun-
gen” auf, in der grundlegende Begriffe der Funktionentheorie bis hin zur Cauchy-
Integralformel eingefiihrt wurden.

Quellen und Literatur: Modulformen haben Verbindungen von der Zahlentheo-
rie bis zur Analysis. Dementsprechend vielfiltig sind die Standpunkte und Schwer-
punkte der Literatur. Diese Vorlesung wurde zumeist folgenden B .chern entnom-

men:

[KKO7] M. Kocher, A. Krieg , Elliptische Funktionen und Modulformen” (Springer)

[Zag08] D. Zagier: ,Elliptic Modular Forms and Their Applications”, in: ,1-2-3 of
Modular Forms” (Springer)

Hintergrund zur Funktionentheorie zusammen mit einigen Kapiteln tiber Modul-
formen findet man in

[EBO9] E. Freitag, R. Busam: ,Complex Analysis” (Springer)

Weitere Literatur und die genauen Quellen fiir Aussagen, die ohne Beweis verwen-
det wurden, finden sich im Literaturverzeichnis am Ende.
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1 Einfiihrung

Eine Modulform ist eine holomorphe Abbildung f: H — C auf der oberen Halb-
ebene, die der Transformationsregel

ab

at + b )
f (CT+d) = (et +d)*- f(r) fiiralle (c d) € SLy(Z)

fiir alle 7 € H und fiir ein k£ € N (das Gewicht der Modulform) und einer Wachs-
tumsbedingung fiir = — oo geniigt. Diese Transformationsregel ist pragnant genug
und der Vektorraum der Modulformen reichhaltig genug, dass viele Quellen direkt
mit dieser Definition beginnen. Wir wollen hier kurz die Geschichte und die Fragen
,Wieso fir alle Elemente von SLy(Z)” und ,,Wieso so ein Transformationsverhal-

ten” kurz skizzieren.

Die Bestimmung der Bogenlinge eines Kreises z* + y* = 1 in Abhéngigkeit der
x-Koordinate fiihrt auf die Bestimmung des Integrals

dt
Blz) = 0/ —

Dieses Integral lernt man in den Anfingervorlesungen zu Integrationstheorie zu
,16sen”, die Losung ist der Arcuscosinus. Aber welcher Art ist die Losung oder ihre
Umkehrfunktion, der Kosinus, und sein Bruder, der Sinus? Anders als bei Integralen
von Polynomen sind beides Potenzreihen (wie eine beliebige holomorphe Funktion)
und sogar schnell konvergent, also gut ndherungsweise auswertbar. Der Sinus (und
Kosinus) ist aber vor allem deswegen so gut untersucht, da er und damit auch e** =
cos x + isinx periodisch ist. In einer komplexen Variablen aufgefasst, erfiillt e(7) :=
e?™™ die Periodizitét e(7 + 1) = e(7).

Fagnano wollte im 18. Jahrhundert die Bogenldnge des Lemniskate, die Menge aller
Punkte z = z + iy € R? mit

2l —dl = lp—af
z2=pl-lz—q=-|p—

p q 1 p—q
zu zwei vorgegebenen Punkten p und ¢ 16sen.

Nach geeigneter Normalisierung (p = v/2,¢ = +/2) erhilt man als Bogenlénge des
1

Viertelbogens im 1. Quadranten [ \/%. Dieses Integral widersetzt sich elementarer
-1

Integrationstechniken. Betrachten wir also allgemein die Funktion
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fur |z| < 1, wobei der Integrationsweg in der Einheitskreisscheibe verlauft. Da
|F'(2)| # 0 existiert (zumindest in einer Umgebung von Null) eine Umkehrfunk-
tion GG, die wir mit der komplexifizierten Umkehrfunktion fiir den Fall des Kreises,
also der Exponentialfunktion, vergleichen wollen.

In der Tat konnte Euler (und Fagnano schon fiir z = y) das Additionstheorem

F(x) + Fly) = F (x\/l—y4+y\/1—a:4)

1+ x2y?

zeigen, welches fiir die Umkehrfunktion

G(u)G' (v) + G(v)G'(u)
1+ G?(u)G?(v)

G(u+v) =

impliziert. Da der Integrand \/1;_7 durch die Substitution ¢ — ¢ - t unverdndert
bleibt, gilt G(iu) = iG(u). Nach dem Satz tiber die Ableitung von Umkehrfunktio-
nen gilt G = 1—G*. Zusammengefasst ergibt sich, dass fiir ein vy € C mit G'(vp) = 1
gilt

Glu+vy) =G(u) und G(u+ivg) = G(u).
Sobald die Existenz eines solchen v, gesichert ist, folgt, dass G doppelt periodisch
(oder translationsinvariant unter einem Gitter) ist. Solche Funktionen werden auch

elliptische Funktionen genannt.
Aufgabe 1.0.1 (4 Punkte)

Zeige den Additionssatz von Fagnano fiir F', d.h. in einer kleinen Umgebung von 0
gilt

2#(2) = F 2 “1—7)

: 1424

Hinweis: Was bewirkt die Substitution
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in der Integralfunktion F?

Zeige anschliefSend: F ist lokal um 0 invertierbar und fiir die Umkehrfunktion G gilt

~ 2G(u)G'(u)
G T

in einer kleinen Umgebung von 0. 1

Unser erstes Ziel wird sein, Gitter in R? (oder in C) zu klassifizieren, als Aquivalenz-
klassen von Punkten in H nach einer Gruppenoperation von SLy(Z). Damit haben
wir zwei Mitspieler in der Definition von Modulformen identifiziert. Nachstes Ziel
ist die (nicht ganz einfache) Konstruktion einer elliptischen Funktion, welche unter
einem vorgegebenen Gitter periodisch ist.

Modulformen vom Gewicht £ = 0 sind also holomorphe Funktionen auf der Men-
ge aller Gitter. Diese Menge hat viel mehr strukturelle Eigenschaften, man spricht
vom ,Raum der Gitter“oder ,Modulraum der Gitter”. Diese Begriffsbildung wer-
den wir im Rahmen der Vorlesung nicht erkldren konnen, zumindest erkldrt dies
die Herkunft des ersten Wortteils des Vorlesungstitels.

Leider (?!) ist der Vektorraum der Modulformen vom Gewicht k£ = 0 vollkommen
langweilig: Wir werden sehen, dass er nur aus den konstanten Funktionen besteht.
Funktionen mit dem eingangs beschriebenen Transformationsverhalten (d.h. Mo-
dulformen beliebigen Gewichts) sind der bestmogliche Ersatz in Anbetracht des
Fehlen interessanter Funktionen. Warum gerade dieses Transformationsverhalten
das Richtige ist, ist ohne Vorkenntnisse z.B. iiber Differentialformen nicht leicht zu
motivieren. Die verbliiffenden Eigenschaften der Koeffizienten von Modulformen
(d.h. ihrer Fourier-Entwicklungen) geben der Definition ,recht”.

2 Elliptische Funktionen

2.1 Gitter

Eine Teilmenge A eines reellen Vektorraums V mit dim V' > 1 heif$t Gitter, falls es
eine R-Basis {b1,...,b,} von V gibt, sodass A = Zb; + Zb, + ... + Zb,,. Eine solche
Basis von V' wird Gitterbasis von A genannt.

In Anbetracht der Anwendung auf elliptische Funktionen fokussieren wir uns auf
Gitter A im zweidimensionalen R-Vektorraum C.
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Lemma 2.1 Sei A C C ein Gitter, {by, by} eine Basis von A und b}, b, € C. Dann sind
{0}, by} eine Basis von A genau dann, wenn es U € GLy(Z) gibt mit

2 =0 ()

=U- :

()=

Beweis : Da 0,0, € A, sind diese ganzzahlige Linearkombinationen von b; und b,.
Als Basiswechselmatrix liegt U in GL(R) und zusammen folgt die Behauptung. [

Die Menge
F(bl,bg) :{V9$:a1b1+a2b220<a1 < 1,0§a2 < 1}

wird Fundamentalmasche des Gitters zur Gitterbasis {b;, b2} genannt. Offenbar gibt
es zu jedem v € V genau einen Punkt x € F(by,b;) mit x — v € A. Das euklische
Volumen der Fundamentalmasche ist

Re bl, Im bl
Reby, Imby

VOl(F(bl,bg)) = |det = ‘Im(blg” .

Proposition 2.2 Das Volumen der Fundamentalmasche ist unabhingig von der Basiswahl
und wird Covolumen des Gitters genannt.

Beweis : Ist {b), 1}, } eine weitere Basis und U = (ZL > die Basiswechselmatrix, so
gilt
Im(505)| = [Tm ((aby + bby) (cby + dby))]
= }Im(adblg + bcbgb_1)|
= |ad — be| |Tm(b;bs)|
= }Im(blg) ,
da det U € {£1}. O

Proposition 2.3 Ein Gitter A C C ist abgeschlossen und diskret.

Beweis : Wir zeigen fiir einen beliebigen Radius p, dass der Schnitt von A mit dem
Ball B,(0) endlich ist. Ist {01, b,} eine Gitterbasis, so ersetzen wir A durch das Gitter
A = {\/b1, A € A}. Dabei werden Bélle um Null in ebensolche tiberfiihrt und wir
konnen annehmen, dass b; = 1 € C Teil einer Gitterbasis ist. Ist nun mb; + nby €
AN B,(0), und by = s +it, s,t € R, soist p*> > (m + ns)? + (nt)*>. Dat # 0 gibt es zu
festem p nur endlich viele Moglichkeiten fiir n und fiir festes n gibt es nur endlich
viele m mit (m + ns)? < p? O
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In der Tat gilt ganz allgemein, dass A C V mit dim V' = n genau dann ein Gitter ist,
falls A eine freie abelsche Gruppe vom Rang n und diskret ist. Wir benétigen den
Satz hier nicht und bleiben bei dim V' = 2.

Wir bezeichnen mit F,(by, b2) = {u+v : v € F(b,by)} die um u verschobene Funda-
mentalmasche. Ziel des niachsten Satzes ist die Anzahl der Punkte in B,(0) genauer
abzuschitzen. Sei dazu

0 = 0(by,by) = sup{|z1 — 22|, 21,20 € F(by,b2)}
der Durchmesser der Fundamentalmasche.

Satz 2.4 Fiir alle p > ¢ gilt fiir A,(A) := #(B,(0) N A) die Abschitzung

v

vol(A)

v

vol(A)

(0= 8) < AJA) € —(p+ )",

Beweis : Wir pflastern die Bélle B,(0) mit Translaten von Fundamentalmaschen. Sei
dazu

M,= |J Fulbrb)

u€ANB,(0)

Dann gilt B, 5(0) € M, C B,,5(0) und die Formel folgt nach Ubergang zum Volu-
men dieser Mengen. 0

Als Konsequenz davon erhalten wir ein Konvergenzlemma, das niitzlich sein wird,
wenn wir gitterperiodische Funktionen konstruieren.

Lemma 2.5 Die Reihe

>

0ANEA

konvergiert genau dann, wenn o > 2 ist.

Beweis : Sei zundchst o« > 2 und wir zeigen Konvergenz. Aus dem Satz [2.4] erhilt
man eine Konstante ¢y mit

™

Ana(A) = An(A) < vol(A)

(n+1+8)°—(n—08>*)<cn

fir allen > 4. Sei

= > A

0#NEA
IA|<6+1
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die Summe tiiber die von der ersten Abschdtzung nicht kontrollieren Terme. Dann
gilt fur jede endliche Teilmenge £ C A\ {0} und M := max{|\|,\ € E} die Ab-
schiatzung

SIS At Y (Aua(d) - A ) n

NeE neN,d<n<M

00
< cl+02-2n1_a:(3’<oo,

n=1

wobei C' unabhéngig von FE ist.

Fiir o < 0 divergiert die Reihe offensichtlich. Wir fixieren 0 < a < 2. Fiir N € N mit
N > 26 folgt aus dem Satz die Existenz von c3 > 0, sodass

s
— >

Fir B, = {\ € A\ {0} : |\ < n- N} gilt

[(kN — 02— (k= 1N + 5)2] > sk

n n

ST 2D (Av(A) = Agonn(A) - (BN) ™ = esN Y K
AEEn, k=2 k=2
Die Divergenz folgt aus der Divergenz von Y k'~ fiir o < 2. O
n>1

2.2 Meromorphe Funktionen und ihre Perioden

Wir wollen ab sofort in einem Korper von Funktionen arbeiten, der sowohl gebro-
chen rationale Funktionen (d.h. C(.X)) als auch auf C konvergente Potenzreihen (z.B.
exp(z)) enthalt.

Eine Funktion f heifst meromorph auf C, falls es eine abgeschlossene, diskrete Teil-
menge Dy C C gibt, sodass f: C\ Dy — C holomorph ist und in allen Punkten
von D nur Pole hat, d.h. fiir alle zy € Dy ist f in 2, nicht holomorph, aber es gibt
eine Umgebung U(z) und n(z) € N, sodass

f(z) - (z— zo)”(ZO) auf U\ {2}

beschrankt ist. (Damit ldsst sich f(2) - (z — 29)"*) zu einer holomorphen Funktion
auf U(z) fortsetzen). Das minimale n(z;), sodass f(z) - (z — 2)"*0) beschréankt ist,
wird auch Polstellenordnung von f in z, genannt.

Sind f und ¢ auf C meromorph und a € C, so sind auch af, f + g und f - g mero-
morph, wobei Dy = Dy, Dy g € Dy U Dy und Dy, € Dy U D, gilt. Wir verwenden
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ohne Beweis den Identitdtssatz fiir holomorphe Funktionen, welcher besagt, dass
eine holomorphe Funktion auf einem zusammenhéngenden Gebiet, deren Nullstel-
lenmenge einen Haufungspunkt besitzt, identisch Null ist. Als Konsequenz davon
ist die Nullstellenmenge einer meromorphen Funktion diskret.

Aufgabe 2.2.1 (4 Punkte)

i) Sei D C C ein Gebiet und f: D — C eine holomorphe Funktion, die nicht
konstant 0 ist. Zeige: Die Menge der Nullstellen von f besitzt keinen Hau-
fungspunkt.

Hinweis: Potenzreihenentwicklung!

ii) Zeige den Identitiitssatz: Sei D C C ein Gebiet, f,g: D — C holomorph. Dann
ist genau dann f = g, wenn {z € D | f(z) = g(2)} einen Haufungspunkt
besitzt. T

Ist zy eine Nullstelle einer meromorphen Funktion f, soist f = (z — zp)? - P auf einer
Umgebung von z fiir einen j € N und eine Potenzreihe P = )7, ax(z — 2)"* mit
ap # 0. Dann also ist (z — z)7 - % = P! holomorph auf dieser Umgebung und z,
also ein Pol. Zusammenfassend haben wir gezeigt:

Proposition 2.6 Die auf C meromorphen Funktionen bilden einen Korper M.

Ein A € C heifit Periode der meromorphen Funktion f, falls Dy + A = Dy und f(z +
A) = f(X) fur alle z € C gilt. Wir wollen die Menge Per(f) der Perioden einer
meromorphen Funktion charakterisieren.

Lemma 2.7 Ist f € M nicht konstant, so ist Per(f) eine abgeschlossene, diskrete Unter-
gruppe der additiven Gruppe (C, +).

Beweis : Die Eigenschaft Untergruppe ist aus der Definition klar. Ist Per( f) nicht ab-
geschlossen oder nicht diskret, so gibt es in Per( f) paarweise verschiedene (A, ),en,
deren Limes A = lim,_,., A, in C existiert. Da D; nach dem Identitdtssatz abge-
schlossen ist, folgt Dy + A = Dy. Ist 2y ¢ Dy, so ist also auch zy + A ¢ D;. Dann
aber hat f — f(zo) in den Punkten z; + A\, und z; + A Nullstellen, ist also nach dem
Identitdtssatz Null und f somit konstant. OJ
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Satz 2.8 Ist f € M nicht konstant, so tritt genau einer der folgenden Fiille ein

1) Per(f) ={0}.

2) Es gibt ein Xy, eindeutig bis auf das Vorzeichen, sodass Per(f) = Z - Ay (d.h. die
Gruppe Per( f) ist zyklisch).

3) Per(f) ist ein Gitter in C.

Beweis : Ist Per(f) # {0} so gibt es ein 0 # Xy € Per(f) mit |A\| > |)o| fiir alle
A € Per(f). Aufgrund von Division mit Rest ist Per(f) "R - Ay = Z - Xo. Ist also
Per(f) C R- )\, so liegt der zweite Fall vor. Andernfalls gibt es ein A\; € Per(f)\R- .
Damit ist Z - \g + Z - Ay C Per(f) und diese Teilmenge ist bereits ein Gitter. Wir
nehmen als \; das betragskleinste Element in Per(f) \ R - Ao und wollen zeigen, dass
Per(f) =Z- X o+ Z- ). Sei also A € Per(f) beliebig. Da { ), A\;} eine R-Basis von C
bilden, konnen wir A\ = pgAg+ 1 A1 mit pg, 17 € R schreiben. Wir wahlen mg, m; € Z,
sodass f; = p; —m, die Eigenschaft |3;| < % haben. Es ist auch

X = (,uo — mo))\o -+ (,M1 — ml)/\l = 60/\0 + /31)\1 S Per(f)

Ist 81 = 0, so sty € Z und damit A € R - Ay N Per(f) = Z - \o. Andernfalls ist
2

Al = [Bodo+ Bidf
2 2 )\12 A1 2
— ol (82|22 + 288 Re (32) + 83 ).

Nach Wahl von A; ist |[A; + X\g| = |A1] = |Aol, also i—é + 1‘ > ’A\—; > 1 und hieraus
folgt ‘Re (i—é) ‘ < % Damit konnen wir weiter abschitzen
NE ik 3
N < P3| 182+ B+ B3] < P
Ao 4
Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von A;. O

Wir halten noch fest, was wir nebenbei bewiesen haben:

Lemma 2.9 Jedes Gitter A C C besitzt eine Basis {\o, A1}, so dass T := \; /) die Eigen-
schaften
Im(7) >0, |7|>1, und |Re(r)]<1/2

hat.

Beweis : Lediglich Im(7) > 0 haben wir oben nicht berticksichtigt. Wir ersetzen dazu
gegebenenfalls \; durch —\;. O
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Die Eigenschaft 1) des Satzes 2.8 hat ,fast jede” meromorphe Funktion, z.B. jede
gebrochen rationale Funktion. Jedes f € M, das sich als f = g o exp schreiben
lasst, hat die Eigenschaft 2). Ziel ist es nun Beispiele fiir meromorphe Funktionen
zu finden, welche die Eigenschaft 3) fiir ein vorgegebenes Gitter A C C haben.

Aufgabe 2.2.2 (4 Punkte)

Zeige fiir A C R" die Aquivalenz folgender Aussagen:

i) A ist ein Gitter.

ii) Aisteine diskrete Untergruppe des R", die in keiner Hyperebene enthalten ist.

Hinweis: Versuche das Argument aus Satz 2.8 per Induktion auf n Dimensionen zu
tibertragen. T

2.3 Elliptische Funktionen

Eine meromorphe Funktion f heifst elliptisch oder doppelt periodisch, falls Per(f) = A
ein Gitter in C ist. Das Konvergenz-Lemma 2.5 gibt die Idee zur Konstruktion von
elliptischen Funktionen.

Satz 2.10 Die Reihe
p(z) =pa(z) =272+ Y ((z=A7=17)

0ANEA

konvergiert in jedem Kompaktum von C, das keinen Gitterpunkt von A enthiilt, gleichmiis-
sig. Es ist Per(pa) = A. Die Funktion o hat in jedem Gitterpunkt einen Pol zweiter Ord-
nung und ist auf C \ A holomorph. Zudem ist in einer Umgebung von Null die Funktion
o(z) — 1/2* holomorph mit einer Nullstelle erster Ordnung.

Die erste Behauptung ist eine Folge des nidchsten Konvergenzlemmas.

Lemma 2.11 Auf jedem Kompaktum
K g {(Z,)\l,)\g) € (CS . )\2 # O, )\1/)\2 ¢ R,Z € Z)\l +Z)\2}
konvergiert die Reihe

Pz de) =274+ > (=M=
0ANEZAL+Z Ao

absolut gleichmiif$ig.
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Beweis : Ist K5 C {(A\1,\2) € C?: Ay # 0,\1/\s ¢ R} =: L kompakt, so behaupten
wir, dass es a, § > 0 gibt, sodass fiir alle m;, ms € Rund (A1, A2) € K, gilt:

a|myi 4+ mo| < |miA + made| < B myi 4+ myl.

Zum Beweis beobachtet man, dass die Ungleichung homogen unter reeller Reska-
lierung von (my, my) ist. Also nehmen wir m? +m3 = 1 = |myi + m,|” an. Die stetige
Funktion

(A1, Ag,my,ma) — My + mada|

nimmt auf der kompakten Menge ihr Maximum und Minimum an. Da A\; /s ¢ R,
ist das Minimum positiv und die erste Behauptung gezeigt.

Zum Kompaktum K, wie in der Aussage des Lemmas, wihlen wir p > 0 und K, C
L, sodass K C B,(0) x K,. Seien «, # wie in der ersten Behauptung. Dann gibt es
nur endlich viele (m, my) € Z? mit |myi + ma| < (p + 1)/a. Fiir alle anderen gilt fiir
A =miA\ +mel und z € B,(0) wegen || > p+ 1 > |z| die Abschédtzung

L 1 220 =22] | 2-2/A ||
(z=XA)2 X | X2(z=X)2]  |[(1=2/22 AP
2
o 3 p o 3olp+1)

T (U =p/(p+ 1) AT 0 i
und die Konvergenz folgt aus dem Lemma 2.5 angewandt auf das Gitter Z + Zi. O

Beweis des Satzes 2.10/: Zum Beweis der Polstellen und Holomorphie schreiben
wir zu gegebenem p > 0

p(z) =272+ > A+ > Al

0<|A\|<p+1 [A[=p+1

wobei fy(z) = (z — A)7% — A7% Der Term 22 und die erste Summe sind auf B,(0)
meromorph mit Polen zweiter Ordnung in A N B,(0). Auf z € B,(0) sind die Sum-
manden der zweiten Summe alle endlich und die Reihe konvergiert nach dem vori-
gen Lemma, ist also holomorph auf B,(0).

Nach dem Konvergenzlemma kénnen wir Term fiir Term ableiten und erhalten fiir
ze C\ A

pr(z)=—2-) (=)

AEA
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Mit der gleichen Abschitzung wie im vorangehenden Konvergenzlemma erhalten
wir, dass diese Reihe absolut konvergiert. Also ist ¢ (z + \) = @) (2) fur alle z €
C\ A und alle A € A. Also ist Per(p}) 2 A, sogar =, da A die Polstellenmenge
von @, ist. Folglich ist pa(z + A) = pa(z) + C(A). Aus der absoluten Konvergenz
der definierenden Reihe folgt, dass ps gerade ist (d.h. pa(—2) = pa(2)). Speziell fiir
z = —\/2 folgt also C'(\) = C(—A) = 0 und daher Per(p,) = A. Die letzte Aussage
folgt aus dem folgenden Satz. O

Wir bestimmen nun die Koeffizienten von p,. Obwohl wir eigentlich elliptische
Funktionen untersuchen, werden wir damit zum ersten Mal Modulformen begeg-
nen. Fiir k£ € Z wird die Reihe

Gr=Gp(A)= > \F

0£NEA

die k-te Eisensteinreihe genannt. Fur k£ > 3 konvergiert sie nach dem Lemma 2.5
absolut. Das damit erlaubte Umsortieren impliziert (da mit A auch —\ in A liegt) die
Beziehung G = (—1)* - Gy, also ist G = 0 fiir ungerades Gewicht k.

Satz 2.12 Fiir y(A) = min {|\|, A € A\ {0}} gilt

pa(z) =277+ ) (20— 1)G2n2™ auf By)(0).

n=2

Beweis : Fiir |t| < 1 folgt aus

<1—1t>2:d<1—t) thml

die Identitdt (fiir A # 0 und |z| < y(A))

o)

e v Ty ) e

m—1
<mey <M> A
Y

gilt und da die Reihe tiber A € A\ {0} der rechten Seite nach dem Lemma 2.5 kon-
vergiert, gilt die Vertauschung;:

oa(z) =272+ Z (i mi::;) =224 Z MG py12"

0£XEA \m=2 m>2

Da fiirm > 2
Zm—l

m: \m+1

O
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Wir fixieren nun A und beweisen Strukturaussagen tiber die Menge K (A) der ellip-
tischen Funktionen, deren Periode A enthdlt. Offenbar gilt:

Proposition 2.13 Die Menge K (A) ist ein Teilkorper von M.

Proposition 2.14 Ist f € K(A) holomorph, so ist f konstant. Jedes f € K (A) hat in einem
Fundamentalparallelogramm nur endlich viele Pole.

Beweis : Sei F' ein Fundamentalparallelogramm von A. Dann ist f(F) = f(C) be-
schrankt, da F' kompakt ist. Ist f € K(A) holomorph, so ist f nach dem Satz von
Liouville konstant. Die zweite Aussage ist fiir f = 0 trivial, andernfalls folgt sie aus
dem Identitédtssatz, angewandt auf 1/ f. O

Wir erinnern an die Definition des Residuum einer Funktion f, die auf B,(2o) \ {20}
holomorph ist und bei 2, einen Pol, sagen wir der Ordnung £, besitzt. Dann ist

(2= 20)"f(2) =) ba(z—2)", oderauch f(z)= Y an(z—z)",

n=>0 n>—k

wobei a,, = b,y ist. Dann definiert man

Res., (f) = a_1(= by-1)

und nach dem Cauchy-Integralsatz gilt

Res., (/) = 5r; [ F(2)dz
p

wobei p ein Weg um 2 (einmal, gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen) ist.

Proposition 2.15 Ist F ein Fundamentalparallelogramm von A und f € K(A) so gilt

Z Res,, (f) = 0.

z0€EF

Beweis : Sei u so gewdhlt, dass auf dem Rand von F + u keine Singularitdten von f
liegen. Nach der vorigen Proposition ist dies moglich. Dann gilt

u+A1 Uu+A1+A2 u+Ao u
+2mi Y Res.,(f) = [ f(z)dz+ f(2)dz + f(2)dz+ | f(2)d=
2eF u/ u+/A1 u+>\1/+>\2 u+/A2
u+A1 u
zl/(ﬂ@—f@+&Dw+ /(ﬂ@—f@+MDM=Q
m uU+A2

wobei das Vorzeichen von der Orientierung der Gitterbasis { A1, A2} abhédngt, welche
F aufspannt. O
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Eine Folge hiervon ist, dass es kein f € K(A) gibt, welches in F' nur einen einfa-
chen Pol besitzt - entweder es gibt mehrere oder einen mit hoherer Ordnung (oder
beides).

Korollar 2.16 Ist f € K(A) nicht konstant, so gilt fiir alle w € C

Z ord, (f —w) =0.

20€EF

Insbesondere wird jeder Wert w € C von f angenommen.

Beweis : Fiir g(z) = f'(z)/(f(z) —w) ist Res,, (g) = ord.,(f —w) und die Behauptung
folgt aus dem vorigen Satz. O

Wir konnen jetzt die Nullstellen von g’ analysieren.

Lemma 2.17 Die Nullstellen von ¢ bilden die Menge

A1 A )\1+)\2}+A.

, 1
2(6h) = i\ A= {322

Beweis : Da p gerade und g’ somit ungerade ist, folgt

Pz +N) =¢'(2) = —¢'(—2).

Ist \/2 ¢ A, also \/2 kein Pol von p oder ¢/, so kann man oben z = \/2 setzen
und erhilt eine Inklusion. Da ¢’ in einem Fundamentalprallelogramm nur einen Pol
dritter Ordnung hat, folgt aus obigem Korollar, dass wir alle Nullstellen gefunden
haben. O

Setzt man e; = p(\1/2),e2 = p(X2/2), A3 = A1 + A und e5 = p((A1 + X2)/2), so folgt
durch Vergleich von Nullstellen leicht der folgende Satz (Ubung!).

Satz 2.18 Fiiralle z € C\ A gilt

o'(2)" =4 (p(2) —e1) (9(2) = e2) (9(2) = €3).

Wir kénnen nun die Struktur des Korpers K (A) bestimmen. Zunichst ist C(p) eine
transzendente Erweiterung von C, denn in einem (nicht konstanten) polynomialen

Ausdruck in p konnen sich die Pole von g nicht wegheben.
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Satz2.19  a) Der Teilkorper K(A)*V*™ C K(A) der geraden elliptischen Funktionen ist
isomorph zu C(p).

b) Es ist
K(A) = C(p)[¢] = C(X)[Y]/I(X,Y),
wobei I(X,Y) = (Y2 — 4(X — e1)(X — ex)(X — e3)) ist.

Beweis : Zum Beweis von a) sei f € K(A)®¥*" eine nicht-konstante Funktion. Sei
m =, .pmax (ord.,(f),0) die Anzahl der Pole von f in F' mit Vielfachheit ge-
zdhlt. Sei N = {2y € F : f'(20) = 0}, was offenbar eine endliche Menge ist. Als
Zwischenbehauptung zeigen wir, dass m = 2k gerade ist und dass es zu jedem
u ¢ f(N) paarweise verschiedene Punkte

Zyeey 2y 2y 2 €EF mit 2+ 2zl € A fur i=1,...k, (1)

gibt, sodass f(z) — u genau an den Stellen zy,..., 2, 2, ..., 2, verschwindet und
zwar mit Vielfachheit eins.

Diese Zwischenbehauptung wenden wir auf zwei Werte © und v an. Seien z1, . . ., 2,
21, ..., 2, die Stellen laut Zwischenbehauptung fiir v. Dann hat also
f(z) —u
9(z) = T 5—
=

genau an den z; und z; einfache Nullstellen und an den z; und z] einfache Polstellen.
Da f gerade ist, sind die z;, 2/, z;, Z; allesamt nicht in %A. Da diese Punkte also nicht
Nullstellen von g’ sind, hat

h(z) = P =) - (9(2) — ()

(9(2) = p(z1)) - - (9(2) — p(Z))
ebenso genau an den z;, 2/, z;, z, einfache Nullstellen bzw. Polstellen. Also ist g/h
konstant und damit g € C(p), also f = (vg —u)/(g — 1) € C(p).

Zum Beweis der Zwischenbehauptung sei f(z;) = u. Dann ist auch f(—z;) = v, also
gibt es ein A € A mit A — z; € F und wir setzen 2, = X — z,. Falls 2] = z,;, so wire
flzitz)=f(A=zi+2) = f(=zi+2) = f(zi — 2),als0 f'(zi + 2) = = f'(zi — 2) und
damit f'(z;) = 0, im Widerspruch an die Voraussetzung an u.

Zum Beweis von b) definieren wir zu nichtkonstantem f € K(A) die Funktionen

1 n even
g(z) = §(f(z) +f(—z)) € K(A)®" und h(z) = ) (f(z) —f(—z)) € K(A)®ven.
Dann ist f = g + h - ¢’ und hieraus folgt, dass [K(A) : C(p)] = 2 ist. Die Form der
Gleichung wurde bereits in Satz 2.18 bestimmt. O
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An dieser Stelle konnte man sowohl zur algebraischen Geometrie (die Menge
V(Y2 —4(X —e1)(X —e2)(X —e3)) ist eine algebraische Varietit) als auch zur Geome-
trie Riemannscher Fldchen (diese Menge ist isomorph zum Quotienten C/A, einer
Riemannschen Flache vom Geschlecht eins) verzweigen. Ziel dieser Vorlesung ist
weder das eine noch das andere: Wir konzentrieren uns auf funktionentheoretische
und zahlentheoretische Aspekte von g und ihrer Verwandten.

Aufgabe 2.3.1 (2 Punkte)

Zeige: p erfiillt die Differentialgleichung

(¢/())" = 4p%(2) — 60Gap(=) — 140G,

Hinweis: Zeige, dass die Differenz beider Seiten holomorph und periodisch ist.
Aufgabe 2.3.2 (4 Punkte)

Zeige das Additionstheorem fiir die p-Funktion: Fiir alle z,w € Cmit z, w, z+w ¢ A
gilt
¢'(z) — @’(w))2

ol +0) + () + o) = (ST =0

wobei A das zu p gehorige Gitter ist.

Hinweis: Zeige zundchst, dass fiir w € C\ 1A

196 - dw)
HEw) = e = olw)

eine elliptische Funktion mit einfachen Polen in den Punkten z € Aund z € —w+ A
ist. I

Aufgabe 2.3.3 (6 Punkte)

Sei A = \ Z®X, Z C C ein Gitter mit A\; > 0 und +X; > 0.

i) Sei z € C\ A. Zeige: p(z) ist genau dann reell, wenn es ein A € A mit

z€%+R oder z€%+iR gibt.

Hinweis: Zeige, dass p(z) = p(M+7Z) = p(M+A2—2) = p(A2—%), falls p(z) € R.
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ii) Zeige: Die p-Funktion bildet das Rechteck

A
R:{zEC‘O<ReZ<%,O<Imz<Im§}

biholomorph auf die untere Halbebene H = {z € C | Im 2z < 0} ab.
Hinweis: p(R) ist zusammenhangend und p(2R) = C!

iii) Gib eine biholomorphe Abbildung an, die das Einheitsquadrat
Q={2€C|0<Rez,Imz <1}

auf die Einheitskreisscheibe {z € C | |z| < 1} abbildet. T

2.4 Die Abhidngigkeit vom Gitter

Ziel des Abschnitts ist es, jedem Gitter A C C eine Zahl j(A) € C zuzuordnen, sodass
die Zahl die Aquivalenzklasse des Gitters, d.h. das Gitter A bis auf Multiplikation
mit einem Skalar, detektiert. Offenbar gelten nach Definition fiir 4 € C*

Gilp-A) = p~" - Gi(A) und  pua(pz) = ppal2).

Wir definieren nun
go = 60G4, gs = 140G6

sowie
A=AA)=g5-27g; und j=j(A) = (1202)°/A.

Der erste Teil der Definition ist dadurch motiviert, dass die Differentialgleichung
fiir die p-Funktion aus der Ubung nun die Gestalt

(O =40 — g2 90— g3 (2)

erhélt. Die Funktion A ist also die Diskriminante des kubischen Polynoms auf der
rechten Seite. Die Definition von j rechtfertigt der folgende Satz.

Satz 2.20 Zwei Gitter Ay und A, in C sind dquivalent genau dann, wenn j(A;) = j(A2)
gilt.

Wir zeigen zunéchst eine schwéchere Form der Aussage.
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Proposition 2.21 Sei A ein Gitter. Ist f auf einem Gebiet G C C meromorph, nicht-
konstant und geniigt der Differentialgleichung

(f/)z = 4f3 - gz(A)f - 93(/\)7

soist f = p(z + w) fiir ein w € C. Insbesondere ist Per(f) = A und somit A durch die
Zahlen go, g3 € C eindeutig bestimmt.

Beweis : Aufgrund von Korollar[2.16lgibt es ein w € C, sodass an einer festen Stelle
2y € G die Anfangswertbedingung f(z) = @(z0 + w) erfiillt ist. Nun ist aufgrund
der Differentialgleichung f’(z) = £¢'(2y + w) und indem man gegebenenfalls statt
w den Wert —w — 2z, € C verwendet, stimmen f und p(zy + w) sowie deren Ab-
leitungen im Punkt z, tiberein. Sowohl f(z) als auch p(z + w) gentigen der linearen
Differentialgleichung 2. Ordnung 2u” = 12u® — g9, welche aus der urspriinglichen
durch Differentiation folgt. Alle Behauptungen folgen nun aus dem Existenz- und
Eindeutigkeitssatz fiir Anfangswertprobleme linearer Differentialgleichungen. [

Beweis des Satzes [2.201: Ist A; = p - A, fiir ein p € C*, so gilt aufgrund der Ho-
mogenitit der Eisensteinreihen A(uA) = 7 A(A) und g5 (uA) = p=2g¢3(A), woraus
die Behauptung folgt. Fiir die Umkehrung notieren wir zunachst, dass aus (2) und

Satz die Beziehungen
0 =e1 +ex+ e300 = —4(erea + eze3 + e1e3), g3 = dejeqes

und damit
A = g3 —27g3 = 16(e; — e3)*(ey — e3)*(e3 — e1)* # 0.
folgt. Sei also j(A;) = j(A2) und dies zudem ungleich Null. Dann gibt es ein 0 # p €
C mit
g2(N2) = pga(Ar) = ga(uhhs).
Also A(uA1) = A(Ay) und somit

93(A2) = £ g3(A1) = £g5(puhy).

Man hat noch die Wahl  durch ¢/ zu ersetzen und erreicht so, dass die Gleichung
mit dem positiven Vorzeichen erfiillt ist. Die Behauptung folgt nun aus der vorange-
henden Proposition. Ist j(A;) = j(A2) = 0, so ist g2(A1) = ga(A2) = 0. Aus A(A;) # 0
folgt g3(A;) # 0 fiir i = 1, 2 und man findet wie oben ein 4, sodass

93(A2) = 1~ %g3(A1) = gs(phy).

Dann kann man wieder mit der vorangehenden Proposition den Beweis beenden.
O
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Da die Abhéngigkeit von G4, G, A unter Reskalierung des Gitters offensichtlich ist,
nehmen wir ab sofort an, dass A den Vektor 1 enthilt. Genauer konnen wir nach
Lemma [2.9lannehmen, dass

AN=Zr+Z-1=A, mit 7€ H

ist. Wir untersuchen nun G4(7) := G4(A,) etc. in Abhédngigkeit von 7.

2.5 Fourierentwicklungen

Die Eisensteinreihen sind, als Koeffizienten der Entwicklung von ¢ schon wegen
ihres Definitionsbereiches nicht Gitter-periodisch, aber aus der Definition ist unmit-
telbar ersichtlich, dass Gy (7 +1) = G (7) ist. Der Prototyp aller Abbildungen f mit
f(r+1) = f(r)ist q(7) = €*™7. Wir wollen also G, A und j als Potenzreihe in ¢
schreiben. Dazu benotigen wir folgende Vorbereitung.

Proposition 2.22 Fiir 7 € Hund Z > k > 2 gilt (mit q(7) = €*™'7)

Z<T tn)k = (—2mi)* idqud
(k—1)! = '

nez

Beweis : Wir leiten die Cotangens-Partialbruchzerlegung

1 1 1
mweot(nT) = — + + —
T

T—nN n

ab und erhalten

2 27 2
E (T+n)_2=<.7r ) :(L)
SIN 7T emT — eT™mT

nez

. 1 >
= (27T7:)262W2Tm = (277'7/)2 . E dqd
d=1

Das ist die Behauptung fiir £ = 2 und da beide Seiten fiir 7 € H lokal gleichméfig
konvergieren, konnen wir termweise ableiten und erhalten die Behauptung fiir alle
k> 2. O
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Satz 2.23 Fiir alle T € Hund k > 4 gerade ist

o)

Gi(r) = 2C(k)

T d=1

wobei ((s) = >, m~° und o,(d) = ) e’ die p-te teile summatorische Funktion ist.
= eld
Der Ausdruck auf der rechten Seite von (3) konvergiert auf jeder Menge H, = {7 € H :

Im 7 > e} absolut gleichmif$ig. Folglich ist G, holomorph auf H.

Beweis : Nach dem Konvergenz-Lemma [2.5] konnen wir Terme umsortieren und
erhalten

Cur) = S 4 Y Simrtn)F =2k 423 3 (mr+n)k

n#0 m#0neZ m=1n€Z
27rz 2 =
= 2(( )+ 2 (k— 1)| Z_: Z ! dm

was nach Sortieren nach ¢-Potenzen die obige Formel gibt. Man kann o_1(d) <
d

> n*~! grob durch ein Polynom vom Grad k abschitzen. Das Bild von H. unter
-1

qiist die punktierte Kreisscheibe vom Radius e ™ < 1. Auf dieser dominiert die
geometrische Reihe das polynomiale Wachstum und das impliziert absolut gleich-
maéfiige Konvergenz auf H. O

Aus den Formeln ¢(4) = g—g und ((6) = 9”765 (siehe Ubung) folgt fiir die Eisensteinrei-
hen in der Definition von j

Cu(r) — ”—4(1+240-§03(d) )

Go(r) = Z2(1—504- 205() 9.

d=1
Wir verwenden regelmaéssig noch zwei weitere Normalisierungen. Zum einen seien
E), die Eisensteinreihen normiert auf konstanten Koeffizienten eins, also zum Bei-
spiel

o0

Ey1) = 14240 o3(d)q*
d=1
o0

E¢(t) = 1-504- Z o5(d)q?
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Zum anderen seien G;, die Eisensteinreihen, deren nicht-konstante Koeffizienten ge-

nau die teilersummatorischen Funktionen sind. Dann sind (siehe Ubung) die Kon-
By

stantglieder gerade 3},

wobei By, die k-te Bernoulli-Zahl ist. Also zum Beispiel

Gu(r) = ﬁfrdzas(d)qd
=1

Gﬁ(T) = ﬁ—i‘dZOB(d)qd.
=1

Aus den Fourier-Entwicklungen fiir G4 und G¢ lesen wir die Fourier-Entwicklung
fiir A ab.

Satz 2.24 Die Diskriminante A(7) hat die Fourier-Entwicklung
A(r) = (2m)? -y 7(d)g",
d=1

wobei (1) = 1 und 7(d) € Z fiir alle d > 1.

Die Bezeichnung der Koeffizienten mit 7(d) ist in der Literatur géngig, ebenso wie
die Verwendung der Variable 7 € H, was nicht zu Konfusion fiihren sollte.

Beweis : Wir schreiben als Abkiirzung A = >~ 03(d)¢? und B = Y 05(d)q?. Nach
=1 d=1

Definition ist dann

B (27’(’)12
AlT) =g

((1+2404)° — (1 = 504B)*) = (2m)"? - (¢ +...).

Es ist also noch zu zeigen, dass die Koeffizienten 7(d) ganzzahlig sind. Dazu rechnet
man nach, dass @*> = d°> mod 12 fiir alle d € Z gilt. Also folgt auch o3(d) = 05(d)
mod 12 und damit ist

(14 240A4)° — (1 — 504B)? = 12*(5A+7B) =0 mod 12°.

O

Die Funktionen G (und damit auch A) kann man auch als Funktionen von ¢ €
By(1) \ {0} auffassen. Anhand der Beschreibung der vorangehenden Satze erkennt
man, dass man sie sogar als Funktionen von ¢ € By(1) auffassen, d.h. nach Null
holomorph fortsetzen kann. Fiir die j-Funktion ist dies nicht der Fall.
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Satz 2.25 Die j-Invariante j: H — C ist holomorph und besitzt eine Fourier- Entwick-
lung der Form

R — 1 .
j(T):——i-Zjdqd:5—0—744—1—196884([—0—... mit j, € Z.
d=0

Zum Beweis verwenden wir folgende allgemeine Bemerkung.

Proposition 2.26 Sind f = ) a,q" und g = ) b,q™ auf |q| < 1 konvergente Potenzrei-

n=0 n=0

hen mit a,, € Z, b, € Z und by = 1, sowie g(q) # 0 fiir alle |q| < 1, so ist auf f /g eine auf
lq| < 1 konvergente Potenzreihe mit ganzzahligen Koeffizienten.

Beweis : Es ist f/g holomorph, also in eine Potenzreihe entwickelbar. Schreiben wir
flg =3 eaq", so folgt aus

n=0
(E qu><§ b ;n> <§ nn)
n>0 n>0 n=>0

und by = 1 die Rekursion

m—1

Co = Ao, Cm = Qm — Z cnbm—n
n=0
und damit folgt, dass ¢, ganzzahlig fiir alle m € Nist. O

Beweis von Satz[2.25: Wir wenden die vorangegangene Proposition auf f = (12¢)?
und g = A/q an. O

Aufgabe 2.5.1 (6 Punkte)

Sei g: R/Z — R unendlich oft stetig differenzierbar.

i) Zeige: g besitzt eine Fourier-Entwicklung, d.h. fiir jedes x € R gilt

(@) = elg)e™™,

kEZ

1
mit ¢, (g) = / g(t)e ?™* dt, wobei diese Reihen gleichméfig konvergieren.
0

Hinweis: Partielle Integration! Aufierdem: Zeige, dass ohne Einschrankung = =
0 und ¢(0) = 0 angenommen werden konnen.
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ii) Zeige, dass die Fourier-Koeffizienten eindeutig sind.

Genauer: Fur a,, € C, n € Z fur die

g(l’) _ Z an€27rinx

nez
lokal gleichméfiig konvergiert gilt bereits a,, = ¢, (g) fiir alle n.

Hinweis: Gleichmifliige Konvergenz erlaubt das Vertauschen von Integration

und Summation. T

Aufgabe 2.5.2 (6 Punkte)

Wir erinnere uns an den Kotangens:

Zeige: Er besitzt (fiir z € C\ Z) eine Partialbruchzerlegung

I — 1 1 1 1 1
t == == =
7 cot(mz) Z+m§::1(z+m+2’—m) z—f— Z (z—n+n>

0#n€eZ

Hinweis: Betrachte fiir festes z € C \ Z die Funktion

f(w) =

P w)ﬂ cot(mw).

Zeige, dass f als Singularitdten nur Pole 1. und 2. Ordnung besitzt und aufierhalb

von {z}UZ holomorph ist. Betrachte dann fiir ein geeignetes Quadrat () C C (dessen
Rand keine Singularitdten von f enthélt!) das Wegintegral von f und zeige

1 1 z
— f(¢)d¢ = —mcot(mz) + — +
2mi Jog ( (2) z 0<|nz|<N n(z —n)
tiir geeignetes N € N. T

Aufgabe 2.5.3 (6 Punkte)

i) Zeige: Fiir k € N existieren eindeutig bestimmte rationale Zahlen By, so dass
fur |z| < 27

z 2  zef+1 = 22k
a— =1-S B——
12 2e-1 2 " (2k)!
k=1
gilt. Die By, heifSen Bernoulli-Zahlen.

Hinweis: Potenzreihenentwicklung und Cauchy-Produkt!
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ii) Zeige: Fiir jedes k € N gilt

22k—1 ok
C(2k) = WBk(W@) -
= 1
Dabei ist ((s) = Z —, Re(s) > 1, die Riemannsche Zetafunktion.
nS
n=1

Hinweis: Zeige mit Hilfe von Aufgabe 2.5.2t

22k22k

seotz=1-3 B —1-2) % o
k=1

k=1 n=1

2.6 Exkurs: Kongruenzen und Koeffizientenwachstum

Wir haben G4, G, allgemein Gy, als Bausteine der p-Funktion kennengelernt, die
j-Funktion als Gitterinvariante und A als Baustein darin. Grund genug die Koeffi-
zienten ndher anzusehen. Das tat S. Ramanujan (1887-1920) in seinem kurzen Le-
ben intensiv, widmete sich die letzten 10 Jahre zuriickgezogen ausschliefdlich der
Mathematik und hinterlief} ein Notizbuch (‘Ramanujans’s lost notebook’) voller er-
staunlicher Formeln. Ramanujan, ohne akademische Ausbildung, war ein auflerge-
wohnlicher Rechenkiinstler. Sein Notizbuch enthilt unter anderem Aussagen tiber
die Koeffizienten 7(d) der A-Funktion. Um diese in Perspektive zu setzen, beginnen
wir mit den einfacheren Aussagen iiber die Eisensteinreihen. Es ist

4

Gy = 2—5(1 + 240q + 2160¢> + 6720¢> + 175204 + 30240¢° + 604804° + 140400¢°® + . ..)
und
2 6
G = %(1 — 504q — 16632¢> — 122976¢° — 532728¢* — 1575504¢° — ...) .
Zundchst ist o;(d) schwach multiplikativ, d.h. ox(m - n) = ox(m) - ox(n) falls

ggT(m,n) = 1 und fiir Primpotenzen hat man die einfache Formel

. p(s+1)k -1
or(p®) = pk——l

Es ist
A(T) = (2m)'2 - (q — 24¢® + 252¢> — 1472¢" + 4830¢°

—6048¢5 — 16744¢" + 84480¢® — 113643¢° + .. .) .
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Ramanujan vermutete 7(m - n) = 7(m) - 7(n) und fiir p-Potenzen die Formel

%) =7(p) () —p" - T(P*?)

tir s > 2. Dies wurde von Hecke mit Hilfe von Abbildungen, den sogenannte
Hecke-Operatoren, gezeigt.

Auf Ramanujan gehen auch Vermutungen von Kongruenzen zuriick, so z.B.
7(d) = 011(d) mod 691 bzw. 7(7d+3)=0 mod 7.

Ramanujans wichtigste Vermutung betrifft das Wachstum von 7(d). Die Fourier-
Koeffizienten der Eisensteinreihe (G, wachsen wie d*~!, denn

A"t <oy (d) < (k—1)d"

Ramanujan vermutete, dass |7(p)| < 2p°,/p. Die schwichere Aussage, dass es ein C
gibt, so |7(p)| < C - p® werden wir spéter noch beweisen. Ramanujans Vermutung,
d.h. mit Exponent 11/2, wurde erst 1974 von Deligne beweisen. Es ist Konsequenz
seines berithmten Beweises der Weil-Vermutungen, die die Anzahl von Punkten ei-
ner algebraischen Varietit tiber endlichen Korper abschatzt.

SchliefSlich ist

4(7) = ¢~' 4 744 + 196884q + 214937604% + 864299970¢°
+ 202458562564 + 333202640600¢° + . . .

Schon anhand weniger Koeffizienten erahnt man, dass die Grofse des d-ten Fourier-
koeffizienten j, der j-Funktion nicht polynomial in d, sondern schneller wichst. In

der Tat gilt fiir d — oo
e47r\/3

Jd ~ W’
was von Peterson und Rademacher in den 30ern bewiesen wurde. Wahrend diese
Asymptotik wichtige Anwendungen hat, sind Kongruenzaussage fiir die Koeffizi-

enten j; eher Zahlenspielerei. Dennoch ist es tiberraschend, dass z.B. folgender Satz
von Lehner gilt. Fiir d = 0 mod 2“3"5“7" ist

jd =0 mod 23u+832v+35w+17x.
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3 Modulformen

Wir hatten gesehen, dass zwei Basen {\;, A2} und {\], \}} dasselbe Gitter A bestim-
men, genau dann, wennes A € GLy(Z) mit A- (}!) = (ii) gibt. Seien {7 = A\; /Xy, 1}
und {7" = X}/, 1} die Basen des zugehorigen dquivalenten Gitters. Ist 7 in H, so
ist 7' € H, falls detA = +1 und 7" € H~, falls detA = —1. Nennen wir Ay, \; positiv
orientiert, falls \; /Ay € H, so konnen wir festhalten, dass zwei positiv orientierte
Gitterbasen dasselbe Gitter bestimmen, falls sie durch eine SLy(Z)-Transformation
auseinander hervorgehen. Ist A - (}!) = (ii) und A = (2}), so ist

, _ar+b

= = AT
ct+d T

Wir betrachten das Transformationsverhalten der Eisensteinreihen G (7) unter die-
ser Transformation. Es ist fiir k > 2

Gr(AT) = > (mAnN+n) T =Y (meeg)™
(m,n)€Z*\{(0,0)} (m,n)€Z*\{(0,0)}
= (et +d)f 3 ((am + en)7 + (bm + dn))fk
(m,n)€Z\{(0,0)}
(cT +d)F > (mT +n)~F
(m,n)€Z\{(0,0)}
(er + d)k Gi(7),

wobei wir verwendet haben, dass das Bild von Z? \ {(0,0)} unter einer Matrix in
SL,(Z) wieder Z*\ {(0,0)} ist und dass wir aufgrund der absoluten Konvergenz die
Summationsreihenfolge vertauschen kénnen. Eisensteinreihen sind also die ersten
Beispiele von Funktionen mit einem Transformationsverhalten, das Modulformen
definiert. Vor einer systematischen Analyse betrachten wir zunéchst die Aktion von
SLy(Z) auf H.

3.1 Mobiustransformation und die Modulgruppe SL»(Z)

Ist M = (2}) € SLy(R), so definiert

aT+b_

T— M7= H— H

ct+d
eine biholomorphe Bijektion der oberen Halbebene H in sich. Die Umkehrabbildung
ist durch M ! gegeben und es gilt fiir M, N € SLy(R) die Beziehung M - (N - 1) =
(M - N) - 1, sodass obige Vorschrift eine Aktion der Gruppe SLy(R) auf H definiert.
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Wir behaupten, dass diese Aktion transitiv ist, d.h. zu jedem 7, 7, € H gibt es ein
M € SLy(R) mit M -7, = 7». Dazu gentigt es zu zeigen, dass es zu jedem 7 = x + iy €
H ein M gibt mit M -i = 7. Die Matrix

()
VY

leistet dies offenbar.

Als Untergruppe von SL;(R) operiert natiirlich auch die Modulgruppe SL,(Z) auf
H. Diese Operation ist nicht transitiv und wir wollen den Bahnenraum beschreiben.
Zunichst etwas Gruppentheorie. In SL,(Z) gibt es zwei Elemente, die wir immer

S = (O _1) und T = (1 1).
1 0 0 1
Esist 5* = —I,, d.h. S hat Ordnung 4, und ST = (! ') hat die Eigenschaft (ST)* =
—1,, also hat ST Ordnung 6.

wieder verwenden,

Proposition 3.1 Die Modulgruppe wird von S und T erzeugt.

Beweis : Sei M = (2}) € SLy(Z). Wir beweisen die Behauptung durch Indukti-
on nach |c|. Ist ¢ = 0, so ist M = +T° und damit in der von S und T erzeugten
Untergruppe. Da a und c teilerfremd sind, gibt es ein m € Z, sodass ¢’ = a + mc
betragskleiner als c ist. Aufierdem ist

! m _ * ok
M =ST"M = ,
Cc x

und wir kénnen M’ nach Induktionsvoraussetzung als Produkt von S*! und 7!
schreiben. 0

Ein Fundamentalbereich fiir die Aktion einer Gruppe G auf einer Menge X ist ein Ver-
tretersystem I’ der Bahnen. Ist X ein topologischer Raum, so verlangt man manch-
mal, dass F' zusammenhidngend oder, dass F'im Abschluf$ seines Inneren enthalten
ist (oder beides), aber dies ist in der Literatur nicht einheitlich. Der Fundamentalbe-
reich F'im folgenden Satz hat offenbar beide Eigenschaften.
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Proposition 3.2 Ein Fundamentalbereich fiir die Aktion von SLy(Z) auf H ist

1 1 1
F:{TEH: —§<Re7'<§, |7| = 1und |7| > 1, falls —§<Re7'<0}.

Dabei sind die Eckpunkte p = 1 + @ und p?.

Beweis : Wir hatten bereits in Lemma[2.9/ge-
zeigt, dass jedes Gitter der Form Zt + Z1 ei-
ne Basis mit 7 € F hat. Ist Re(t) = —3, so ist
Re(T - 7) = +4. Ist |[7] = 1 und Re(7) < 0,
so hat S - 7 positiven Realteil und ebenfalls
|S - 7| = 1. Also hat jede Bahn einen Vertre-
ter in H. Es ist noch zu zeigen, dass M -7 € F'
fir 7 € Fund M € SLy(Z) die Gleichheit i B

p
M -7 = 7 impliziert. Ist M = (¢}) und ¢ =0,
so gilt die Behauptung offenbar. Andernfalls
sei 7 = x + iy. Dann ist / \
3 3 1 _1 0 1 1
mMr=—2 2>£ und y}i_. 2 2
leT + d| 2 2

Wir zeigen zunidchst ¢ = 1. Nach der Dreiecksungleichung ist |cm + d|2 > c?y?, also
zusammen mit obiger Gleichung 3¢ < 1. Weiter ist

T +d?>2x+d| -y, also V3|r+d <1
und wegen |z| < 3 folgtd € {0,1, —1}. Diese Félle muss man nun einzeln abarbeiten.

Fall d = 0: Dann ist M7 = m — 1/7 fiir ein m € Z. Wenn |7| > 1, so ist |[Re(—1/7)| =
[Re(7)| /|7|* < 1/2. Damitistm = 0 und |M(7)| = [1/7] < 1. Das ist ein Widerspruch.
Esbleibt |7| =1, also M7 = m — T = (m — x) + iy. Dann bleibt nur m = 0 und 7 = 4,
sowiem = 1und 7 = p.

Falld = +1: Nunist |7 +d> = (z + 1)2 + 42 > y® + 1, also 2v3 < Im M7 < #
4
Die obere Schranke ist fiir y > 1/2v/3 streng monoton fallend und nimmt fiir y =

%\/3 den Wert 3v/3 an. Also ist Im M7 =y = %\/5, folglichz = f und 7 = M7 = p. O

Aufgabe 3.1.1 (4 Punkte)

Die Gruppe G = SLy(R) der reellen 2 x 2-Matrizen mit Determinante 1 operiere
durch Mobiustransformationen auf H.
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i) Zeige: Der Stabilisator von ¢ € H unter dieser Operation ist

K =50(2) = { (Z _ab>

ii) Zeige: Jede Matrix g € G besitzt eine [wasawa-Zerlegung, d.h. fiir jedes g € G
existierena € A,n € N und k € K mit g = ank. Dabei ist
be R} |

A= a0 ac€R, a>0 und N = Lo
0 a! 0 1
iii) Gib eine Bijektion zwischen der oberen Halbebene H und den oberen Drei-

a,bER,a2+b2:1}.

Insbesondere gilt also G = ANK.

ecksmatrizen (¢5) € G an. t

Aufgabe 3.1.2 (6 Punkte)
Wir betrachten nun die eingeschrankte Operation von I' = SLy(Z) auf H. Sei
F={reH]||r|>1und |Rer| <1}

der Abschluss des aus Proposition 3.2 bekannten Fundamentalbereichs. Sei zudem
— ,2mi/6
p=e .

i) Zeige: Firalle 7 € I\ {i, p, p*} gilt fiir den Stabilisator: I', = {+1}.

Zeige auflerdem: In den {tibrigen drei Fillen ist der Stabilisator zyklisch und
endlich. Gib die Ordnungen und jeweils einen Erzeuger (in Abhdngigkeit von
Sund T) an.

Hinweis: Zeige zundchst: Im(®Y) - 7 = 27 Was bedeutet das fiir |c|?

T Jer+d?
ii) Seien nun A; = Z + iZ und A, = Z + pZ die zu i und p gehorigen Gitter.
Zeige: g3(i) = 0 und g2(p) = 0.
Hinweis: Zeige zunéchst: i\; = A; und pA, = A,

iii) Folgere, dass j(i) = 1728 und j(p) = 0 ist. T

Aufgabe 3.1.3 (6 Punkte)

Fir I' = SLy(Z) und n € N sei m,,: I' — SLy(Z/nZ) die kanonische Projektion. Wir
nennen I'[n| = Kern 7, die Hauptkongruenzuntergruppe (mod n).
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i) Zeige: m, ist surjektiv und somit ist I'[n] stets ein Normalteiler von endlichem
Index.

Hinweis: Zeige zundchst: Fiir a,b,¢ € Z mit ¢ # 0 und ggT(a,b,c) = 1 gibt es
ein z € 7Z, so dass ggT(a + xb,c) = 1.

ii) Zeige: Fiir n > 2 operiert I'[n] fixpunktfrei auf H, d.h. fiir alle 7 € Hist I'[n}, =
{£1} fur n = 2 und sogar trivial fir n > 2.

Hinweis: Aufgabe

iii) Gib ein Vertretersystem der Nebenklassen von I'[2] in I" an.

Hinweis: Wie viele Elemente hat SLy(Z/27Z)? T
Aufgabe 3.1.4 (6 Punkte)

i) Zeige: Fiir N € Nist

1SL,(Z/NZ) = N*[ | <1 - ;) ,

wobei das Produkt tiber alle Primteiler p von N lduft.

Hinweis: Zeige zundchst, dass fiir jede Primzahl pund e € N

1
tSL2(Z/p°Z) = p* (1 - E)
gilt. Dabei hilft vielleicht Aufgabe[3.1.3]

ii) Zeige: T'o[N]/T:[N] & (Z/NZ)* und ' [N]/T[N] = Z/NZ.

Hinweis: Wahle eine Projektion auf eine geeignete Koordinate.

iii) Zeige: Fiir den Index von I'¢[N] in SL,(Z) gilt

SLa(Z) : To[N]] = N ] (1 n %) |

wobei p die Primteiler von N durchléduft. T
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3.2 Meromorphe Modulformen

Im Abschnitt 2.5 hatten wir bereits Fourierentwicklungen der Eisensteinreihen un-
tersucht. Wir wollen Modulformen als Funktionen auf der oberen Halbebene mit
einem Transformationsverhalten wie Eisensteinreihen und einer gutartigen Fourier-
entwicklung definieren. Fourierentwicklungen definieren wir nun allgemein fiir ei-
ne mermorphe Funktion f: H — C mit der Translationsinvariant f(7 + 1) = f(7),
welche auf einer Menge {Im 7 > C'} fiir ein geeignetes C' holomorph ist. Die Abbil-
dung ¢ = ¢(7) : H — A*, 7 — €™ ist holomorph und auf kleinen Kreisscheiben,
die in der geschlitzten Kreisscheibe liegen, auch invertierbar. D.h. auf der (kleinen)
punktierten Kreisscheibe A, wobei s = €2, ist g(z) = f(¢7'(z)) lokal wohldefi-
niert und holomorph. Wegen der Periodizitdt von f auch global auf A% holomorph.
Dies ist also eine Instanz der folgenden, allgemeineren Situation.

Sei K, (a) = {z € C: r < |z —a| < s} der Kreisring um « mit Innenradius r und
Auflenradius s. Dabei ist 7 = 0 oder s = co zugelassen. Ohne Argument schreiben
wir K, , fiir den Kreisring um Null und beschranken uns nun auf diesen Fall. Es ist
K,s = ATN A", wobei AT = AT = B;(0)und A~ = A = {z € C: |z] > r}. Auf
Kreisringen gilt folgende Version des Cauchyschen Integralsatzes.

Proposition 3.3 Ist g holomorph auf K, ;, so gilt fiiraller < p < o < s

/ gdz = / gdz.
B, 9B,

Der Beweis folgt aus der Version fiir Sterngebiete durch Zerlegung
des Kreisrings in Segmente wie im Bild gezeichnet.

Die Cauchy-Integralformel spezialisiert sich fiir Kreisringe zu
1 9(¢) 1 / 9(¢) 1 / 9(¢)
= — ——d(=— [ —=d(— — | —*d
9(2) = 5.5 / =% o | =% om ) =%
0Ky B, 0B,

fiir alle z € K, ;. Die wesentliche funktionentheoretische Aussage tiber Kreisringe
macht der folgende Satz.
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Satz 3.4 Sei g auf K, ; holomorph und

1 9(¢) . .
S W N AC Y
g (2) = i / c Zd{’ fiir ein geeignetes |z| < p < s,

aB,,

g (2)= ~3— / = d(’ fiir ein geeignetes |z| > p > r.
0B,
Dann ist g* holomorph auf A", es ist g— holomorph auf A=, lim g~ (z) = 0 und g =
Z—00
g" + g~. Durch diese vier Eigenschaften sind g* und g~ eindeutig bestimmt.

Die Funktion ¢ in diesem Satz schreiben wir als Potenzreihe

o0

g (z) = Z ag?’.
d=0
Mit dem Koordinatenwechsel w = 1/z ist g~ (w) nun auf B, ,(0) definiert und holo-
morph. Es ist also

o
= E bdwd,
d=1

wobei die Reihe wegen lim g7 (2) = 0 bei d = 1 beginnt. Wir setzen aq = b_, fiir

Z— 00
d < 0. Damit ist also .

g(z) = Z agz?.

d=—0o0
Diese Reihe, welche auf K, , konvergent ist, wird die Laurentreihe von g genannt.
Aus der Cauchy-Integralformel folgt

2m/§d+1d€’ r<p<s. 4)

8B,

Beweis von Satz 3.4]: Die Holomorphie von gt auf A" wurde in [FTDgl, Lem-
ma 7.6], gezeigt. Durch die Variablentransformation w = 1/z fithrt man die Holo-
morphie von g~ auf A~ auf diese Aussage zurtick. Die Zerlegung g = g + ¢~ folgt
aus der Cauchy-Integralformel. Aus

9(¢)
(€ —2)

folgt die Limesaussage fiir = — oo. Ist g = h™ + h~ eine weitere solche Darstellung,

p
2| = p

|97 ()] < p- max

C€dB, HQHOO,@Bp

soist g™ —ht = g~ —h~ holomorph auf AT U A~ = C, also konstant und wegen der
Limesbedingung gleich Null. O
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Dies besagt, dass f: H — C eine Fourierentwicklung

+oo

f) =Y asq’

d=—00

besitzt. Die Koeffizienten sind wegen (4) fiir alle y > 0 durch

1
ag = /f($ + Z‘y)e—%rz‘d(a:-&-iy)dx
0

gegeben.
Man sagt, dass f: H — C hdchstens einen Pol bei oo hat, falls die Fourierentwicklung
von f hochstens endlich viele negative Terme besitzt, falls also

“+o00

f(r) =Y aaq’

d=do

ist.

Aufgabe 3.2.1 (4 Punkte)

1
i) Sei g(z) = — + z fiir z € Ky . Berechne g* und ¢
z

ii) Seig(z) = - j

5 fir 0 < [z —i| < 2.
2
Wie sieht die Laurent-Entwicklung von g um ¢ aus?
Welche Polordnung hat g bei i?

Hinweis: Partialbruchzerlegung und geometrische Reihe. T

Definition 3.5 Eine meromorphe Funktion f: H — C heifst meromorphe Modulform
von Gewicht k, falls

fleM = (et +d) " f(MT) = f(1) fiir M = (23) € SLy(Z)

gilt und falls f bei oo hochstens einen Pol hat.

Die Menge der meromorphen Modulformen zu fixiertem Gewicht k bildet einen
Vektorraum. Ist £ ungerade, so ist wegen M = —FE € SLy(Z) eine Modulform Null,
denn f(M-z) = f(2) = (=1)kf(2). Aus der einleitenden Rechnung dieses Abschnitts
und Satz folgt, dass die Eisensteinreihen G, meromorphe Modulformen vom
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Gewicht £ sind. Sind f und g Modulformen vom Gewicht k bzw. ¢, so ist f - g eine
Modulform vom Gewicht k + /. Ist g # 0 vom Gewicht k, so ist é eine meromorphe
Modulform vom Gewicht —k.

Die direkte Summe der Vektorrdume meromorpher Modulformen, iiber alle Ge-
wichte k, bilden also einen Korper. Fast alle interessanten Beispiele, die wir im Zu-
sammenhang mit der p-Funktion kennengelernt haben, d.h. die Eisensteinreihen
und die Diskriminante A (aber nicht die j-Funktion), liegen im folgenden Unter-
ring.

Definition 3.6 Eine holomorphe Funktion f: H — C heifst (ganze) Modulform vom Ge-
wicht k, falls
fleM = f fiir M € SLy(Z)

und es ein C' > 0 gibt, sodass f auf {Im7 > C} C H beschrinkt ist.

In der letzten Bedingung kann man aufgrund der 7-Invarianz , fiir ein C' > 0" dqui-
valent durch ,fiir alle C' > 0” ersetzen, da fiir alle C > C' > 0 die Menge
0,1] x [C', C] kompakt ist. Die Bedingung ist dquivalent dazu, dass f eine Fourier-

f= Z Cldqd

d=0

Entwicklung

besitzt, die eine Potenzreihe ist. Daher nennen wir f in dem Fall holomorph bei co.

Proposition 3.7 Ist f eine Modulform vom Gewicht k < 0, so ist f = 0.

Beweis : Zu f betrachtet man den gewichteten Realteil

f(r) = (Im7)* | f(7)].

Es gilt Im M7 = I;‘j‘rglg. Daher ist diese reellwertige Funktion SLy(Z)-invariant. Da
f auf Im 7 > /3/2 beschrankt ist und % negativ, ist auch fdort beschrankt. Also ist
f auf dem ganzen Fundamentalbereich und somit auf ganz H beschrankt. Fiir die

Fourier- Koeffizienten gilt nun fiir alle d > 0 und unabhéngig vony € R > 0

1
ag = e W / f(x +iy)e ™y,
0
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Aus der Definition von fund deren Beschranktheit folgt
1
|ad’ < y—k:/2€27rdy / }‘v(x i iy)’€_27ridx|dl' < C - y_k/2€2ﬂ-dy.
0

Fiir £ < 0 ist der Limes der rechten Seite fiir y — 0 gleich Null fiir jedes d und daraus
folgt die Behauptung. O

Die (ganzen) Modulformen vom Gewicht % bilden einen Vektorraum, den wir mit
M, bezeichnen, oder auch M},(SLy(Z)), wenn wir die Gruppe betonen wollen beziig-
lich der das Modultransformationsverhalten giiltig ist. Offenbar ist M, - M, C Mj.y,
sodass M = @, M}, ein (graduierter) Ring, der Ring der (ganzen) Modulformen,
ist.

Das néachste Ziel ist es, die Struktur von M und die Dimension von M}, zu bestim-
men. Dazu machen wir zunéchst zwei Vorbemerkungen zu Nullstellenordnungen.

Lemma 3.8 Ist f meromorph auf H und M € SLy(R), so gilt fiir alle 7y € H:
ord,, f|xM = ord -1, f.
Insbesondere ist fiir eine meromorphe Modulform f vom Gewicht k
ord,, f =ordy -1, f fiiralle M € SLy(Z).
Beweis : Wir schreiben f(7) = (7 — 79)"g(7) mit g(7) meromorph und g(7) # 0, also
(9o M)(M'7y) # 0. Dann ist
(flxM) (1) = (T + d) " (M7 — MM "79)"g(MT)

= (er ™ ((CTT+_d§\({;T:Ti J ) i)

)

und die Behauptung folgt wenn man 7 gegen M 7, laufen lasst, da c7 + d weder
Null- noch Polstellen in H hat. O

Wir definieren noch die Ordnung eines Punktes 7 € F durch ord(p) = 3,ord(i) = 2
und ord(7) = 1 fiir alle anderen Punkte. Dies ist genau die Hélfte der Ordnung der
Untergruppe in SLy(Z), die den jeweiligen Punkt fixiert. (Man halbiert die Ordnung,
da — EF jeden Punkt fixiert, d.h. trivial auf H operiert). Wir definieren auflerdem F* =
FuU{oo} und ord, f als min{d : a4(f) # 0}, wobei a,( f) die Fourierkoeffizienten von
f sind und ord(co) = 1. Ziel des Abschnitts ist folgender Satz.
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Satz 3.9 Ist f € My, so gilt Z (Z)r]:;((f; _ %
T

TeF™*

Beweis : Die Methode ist analog zum Beweis von Proposition[2.15und Korollar2.16|
Wir setzen ' = f’/f und erhalten Res, F' = ord,, f. Sei nun D die abgeschlossene
Menge, die man erhélt, wenn man aus F Kugeln vom Radius £ um alle Nullstellen
von f, die ,Umgebung bei Unendlich” Im 7 > ¢! sowie Kugeln vom Radius € um
p, p> und ¢ entfernt. Dabei ist ¢ so klein gewihlt, dass die Kugeln jeweils nur eine
Nullstelle von f bzw. neben i, p, p* keine Nullstelle von f enthalten. Sei v = 9D im
Uhrzeigersinn durchlaufen. Wir wissen, dass 0 = f,y F und zerlegen das Integral in
seine Teilstiicke.

Die beiden vertikalen Teilstiicke liefern kei-
nen Beitrag, denn [’ ist auf beiden Stiicken

identisch und diese werden entgegengesetzt 72
durchlaufen. Fehlende Teilstiicke durch et-

waige Nullstellen von f ergdnzen sich zu e- O

Kugeln um alle Nullstellen von f. Das Bild n O |7
des oberen Randes v, unter 7 — ¢(7) ist D) b C

ein Kreis um 0. Ist f = > ay4q? so ist f' =

d>do Yy
S" 2midagq?, also hat F die Fourier-Reihe 5 g
d>dy
F = 2midy + Y baq® fiir gewisse b, und

d>1 / \
[ \

N[ —=

/ F = by = 2midy = 2mi - ord(f). -1 —
72

Der Weg um die kleinen Kugeln um 7 lie-

fert jeweils 2miord,, (f)/ord(m) nach dem Residuensatz und der Tatsache, dass das
Integral von 1/z um 1/k-tel eines Kreises 27i/k ist. Es bleibt noch der Beitrag der
Wege v, und ~5; auf dem Rand des Einheitskreises zu bestimmen. Dazu leiten wir
den Logarithmus der Transformationsgleichung von f ab und erhalten

ilog(f(MT)) = F(Mr) - 0;_]\7_4<7_) - kcrj— d

o + F(7).

Da —v; = S+, spezialisieren wir auf M = S und erhalten (da —S = S™1)

/SMF(T)dT:/MF(ST)%(T)dT:k./MdT_T_i_/MF(T)dT
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und damit ,
K3 2 N
/ F(T)d7'+/ F(r)dr = —k d—T:— Mk.
Y4 5 T 12

p

Zusammensetzen der Beitrdge und Division durch 27i ergibt die gesuchte Formel.
O

Aus der Gewichtsformel folgt zunachst
M, = C,

denn wire f € M, nicht-konstant, so ergibt die Gewichtsformel auf f — f(i) ange-
wandt einen Widerspruch.
Wir schreiben die Konsequenz dieses Satzes fiir kleines % auf, d.h. versuchen
! d ! d d d.f = k
SOt if+§or of +ord f + Z or Zf—E
zeF\{i,p}

in ganzen Zahlen zu l6sen. Bis k£ = 10 einschliefslich ist dies eindeutig.

k | k/12 | ord;f ‘ ord, f ‘ ord.. f ‘ > ord. f

2| 1/6 keine Losung

411/3| 0 1 0 0 ©
6 1/2] 1 0 0 0

8 | 2/3 0 2 0 0

10| 5/6 1 1 0 0

Korollar 3.10 Der Raum der Modulformen in kleinem Gewicht ist wie folgt erzeugt: Fiir
k = 2ist My, = {0}. Fiir k = 4 ist My = C - G4 und G, hat eine einfache Nullstelle bei
p. Fiir k = 6 ist Mg = C - Gg und G hat eine einfache Nullstelle bei i. Fiir k = 8 ist
Mg =C- G35 =C-Ggund fiir k =10ist M1p =C - (G4 - Gg) = C- Gyo.

Beweis : Wir wissen, dass G4 € M, ist und nach der Tabelle die geforderte Nullstelle
besitzt. Ist f € My, soist f/G, € M,, also konstant. Fiir alle anderen k funktioniert
der gleiche Schluss. O

Fiir k = 8 erhilt man genauso 7Gs = 3G3 und damit durch Koeffizientenvergleich
die interessante Hurwitz-Identitat

o7(d) = o3(d) + 120 Y o3(r)os(s).
rseN
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Modulformen, die bei co verschwinden, werden Spitzenformen genannt. Mit S;, C
M, bezeichnen wir den Untervektorraum dieser Spitzenformen. Aus der Tabelle
folgt, dass S = {0} fiir £ < 12. Wir haben bereits die Fourierentwicklung von A
ausgerechnet und damit gesehen, dass A € Sj, ist. Aus der Gewichtsformel folgt
also, dass A auf H nirgends verschwindet. Offenbar ist Sy, - M, C Si,. Ist umgekehrt
f € Sk, soist f/A a priori meromorph vom Gewicht k£ — 12. Genauer betrachtet ist
aber f /A holomorph bei 0o, denn die Fourierentwicklungen von Zahler und Nenner
beginnen mit dem ¢-Term. Da A auf H keine Nullstellen hat, folgt also f/A € Mjy_1,
also
Sk = A+ My_1s.

Daraus leiten wir folgenden Satz ab.

Satz 3.11 Fiir k > 0ist dim M, = |k/12], falls k = 2 mod 12, und dim My, = |k/12] +
1, falls k # 2 mod 12.

Beweis : Fiir £ < 12 haben wir die Aussage bereits bewiesen und fiir & > 12 gilt
offenbar

Da die angegebene Formel auch dieser Rekursion geniigt, haben wir sie fiir alle
k € N bewiesen. O

Der Raum aller Modulformen M = € M;, ist ein Ring und ein C-Vektorraum, also
k>0
eine C-Algebra. Die Eigenschaft M, - M, C M;., besagt per Definition, dass M eine

graduierte Algebra ist.

Nachdem wir die Vektorraumstruktur (d.h. Dimensionen) kennen, wollen wir die
Algebrenstruktur bestimmen. Sicher brauchen wir dazu G4, denn die ist die nicht-
konstante Modulform kleinsten Gewichts. Auch benétigen wir Gg, denn G2 hat be-
reits Gewicht 8. Diese beiden Erzeuger gentigen bereits.

Satz 3.12 Die Eisensteinreihen G4 und G¢ erzeugen die C-Algebra der Modulformen. Ge-
nauer ist
M=EC G G dhM,= P C-G;-G

r,seEN k=4r+6s

Beweis : Fiir die Gewichte 4 < k < 12 haben wir die Aussage in der Tabelle (6)
explizit gesehen und M, = C - G3Gg. Sei nun k£ > 14. Dann gibt es eine Lésung von
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k = 4ry + 6sp mit ro, 59 € N. Also ist G’G¢" eine Modulform vom Gewicht k, die
keine Spitzenform ist. Also ist

Mk - (C : GZOGEO @ (Gi - G%) : Mkflg.

Daraus folgt per Induktion, dass G4, und G die Algebra erzeugen. Die Behauptung
tiber die direkte Summe folgt, wenn man gezeigt hat, dass fiir alle &

|k/12] k=2 mod 12

#{(T,S)ENXN:4T+6S=I€}:{U{:/12J+1 k#2 mod 12

gilt. Dies folgt leicht mit Induktion. O

Wir kdnnen nun eine schwache Form des von Ramanujan vermuteten Koeffizienten-

wachstums der Diskriminante A beweisen, sogar allgemein fiir jede Spitzenform.

Proposition 3.13 Ist f € S) mit Fourierentwicklung >~ aqq®. Dann gibt es eine Kon-
d=1
stante C, sodass

lag) < C - d*>.

Beweis : Wir verwenden wieder f(7) = y*/2|f(7)| wie im Beweis von Propositi-
on 3.7, wobei y = Im7. Da f eine Spitzenform und da || = 2" ist, geht f(r)
(schnell) gegen Null fiir Im(7) — oo. So ist auch hier f auf dem Fundamentalbe-

reich F' beschrankt und damit

[f(T)] < ey

Aus der Integraldarstellung der Fourierkoeffizienten
1
ag = 2™ / f(z +iy)e ™ dy
0

folgt |ag| < cy™*/2e* fiir alle y > 0. Setzt man y = 1/d, so erhilt man das Resultat
mit C = ce?™ (und eine andere Wahl von y verbessert bestenfalls die Konstante C,
nicht aber den Exponenten). O

So kurz dieser Beweis ist (und so wenige Hilfsmittel er benotigt): Die Verbesserung
des Exponenten von 6 auf 11/2 fiir f = A bendtigt immens grofleres Vorwissen und
hat dafiir ebenso weitreichende Konsequenzen.
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Aufgabe 3.2.2 (4 Punkte)

Seien M kZ C My, die ganzen Modulformen, deren Fourier-Koeffizienten alle ganz-
zahlig sind, d.h.
Fr) =Y asq® mit ag € Z V.

d>0

Wir nennen f € M7 normiert, falls ag = 1.

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die normierte Diskriminante A* = (27)'2A in
M?% liegt und normiert ist.

Zeige: Fiir jedes k > 12 und fiir jedes normierte g € MZ gilt

ME=7Z-go ME ,-A*, wobei M¥=7 und MZ%={0} sind.

Zeige aulerdem: M7 ® C = M;.

Insbesondere gilt fiir alle k: rang;, M7 = dimc M.

Hinweis: Proposition 2.26] T
Aufgabe 3.2.3 (4 Punkte)

Wir lassen I' = SLy(Z) durch Mobiustransformationen auf HU Q U {co} operieren.

i) Bestimme I - 0o, die Bahn von oo, so wie 'y, den Stabilisator von cc.
ii) Wir bezeichnen mit F; die normierte Eisensteinreihe vom Gewicht k.
Zeige: Fiir k > 4 gerade gilt

1 2k
Bo=— G, .=1+2 (d)q”.
F= g O 2

iii) Zeige weiter: Fiir k > 4 gerade ist

E(r)= > 1)(7)

YEL\I'

wobei die Summe tiber die Rechtsnebenklassen von I', in I' 1duft. T

Aufgabe 3.2.4 (4 Punkte)

Aus Aufgabe kennen wir die Gruppen I'[n| = Kern(I' — SLy(Z/nZ)) < T
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i) Gib ein Vertretersystem der Bahnen der Operation von I'[2] auf Q U {oco} an.

ii) Sei f: H — C holomorph mit f|,y = f fiir alle v € I'[n] fiir festes n > 1.
Gib eine Fourierentwicklung von f an.

Hinweis: (§1)¢ I'[n] aber ({ 7)€ I'[n).

iii) Sei f wie eben. Wir nennen f eine Modulform von Gewicht k zur Kongruenzgrup-
pe I'[n] falls zusdtzlich f|.y fiir jedes v € I' auf {Im7 > C} fur ein C > 0
beschrankt ist.

Zeige: E;°[2] = Z 1|7y ist eine Modulform von Gewicht £ fiir I'[2]. T
YEL2]oo\I'[2]

Aufgabe 3.2.5 (6 Punkte)

Seien 1 < N € N und k > 4 gerade. Zu einem Zeilenvektor v € 7?2, dessen Bild
v € (Z/NZ)* von Ordnung N ist, definieren wir (fiir 7 € H)

Ej(r)=en )y (ct+d)7F,

wobei tiber teilerfremde (¢, d) € Z? mit (¢,d) = v mod N summiert wird und e, = 1
und ey = 1 fir N > 2 ist.

i) Zeige: E} € My(T[N]).
Hinweis: Zeige zundchst, dass fiir alle v € SLy(Z) die Gleichheit
(BEli) (1) = B (7)
gilt. Dabei bezeichnet - die kanonische Projektion mod N.
ii) Seinun N = 2. Zeige: Fiir 7 = (0, 1) ist
Ji B =1

und der Grenzwert ist 0 fiir alle anderen giiltigen Wahlen von 7.

iii) Fiir v € SLy(Z) mit v - co = 0 und f eine Modulform vom Gewicht k£ zu I'[2]
sagen wir, dass f bei der Spitze 0 verschwindet, falls

lim (fl) () =0.

Analog sei das Verschwinden bei anderen Spitzen definiert.
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Seinun v = (1,0) und v - co = 0.

Zeige: lim (E}|iy)(7) = 1 und fiir zulédssige w # v verschwindet E}” bei 0.
T—00

Was passiert im Fall 7 — 1?

Folgere, dass E 1.0 E(0 Y und E( linear unabhdngig sind. T

3.3 Eisensteinreihen in Gewicht 2

Die definierende Reihe der Eisensteinreihen konvergiert, wie wir gesehen haben,
nur fiir £ > 2. Auierdem haben wir gezeigt, dass M, = {0} ist. Aber k = 2 liegt
eben am Rand des Konvergenzbereichs und so gibt es in dieser Situation zwei in-
teressante Funktionen, die fast so gut sind wie eine (holomorphe) Modulform vom
Gewicht 2.

Zum einen ist die Fourierreihe (man beachte —B,/(2 - 2) = —1/24)

1 | < 1
Gy(r) = = E = — 3 4 7 6
4+d:17'1 24+q+q+q+q+q+

aufgrund des linearen Wachstums der Fourierkoeffizienten auf ganz H eine konver-
gente Potenzreihe und somit eine holomorphe Funktion. Wir verwenden auch die
Normierung

Ey(1) = —24Gy(7) = 1 — 24q — 72¢° — . . ..

Aufierdem ist der Beweis von Proposition2.22lnoch gﬁltig, wenn wir beachten, dass
fiir jedes m € Z und jedes 7 € H die Reihe Y (=
0#£€

)? konvergiert. Also ist

mT+n

—1 1 1 1
Gar) = 15C2 =30 T3 2. <

n£0 0£meZ

1
Zm)

nez

wobei wir beachten miissen, dass man die Summationsreihenfolge aufgrund der
fehlenden absoluten Konvergenz nicht beliebig verdndern darf. Diese Funktion
kann nicht modular vom Gewicht zwei sein, sie ist es aber fast.

Proposition 3.14 Fiir M = (*}) € SLy(Z) und 7 € H gilt

Go(MT) = (c1 + d)*Go(T) — mic(er + d).
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Beweis : Wir fiihren eine leichte Modifikation von G, ein, und zwar fiir reelles ¢ > 0

sei

1 Z 1
GQ 5(7—> - = —.
7 2 e

2 (m,n)€Z2\{0,0} (m7 4+ n)? [m7 +n|

Diese Reihe konvergiert aufgrund von Lemma 2.5/absolut und es gilt
Gac(MT) = (e + d)? |er + d|* Goo(7).

Wir behaupten, dass hH(l) Ga (1) = Ga(1) — 7/(2y), wobei 7 = x + iy. Unter Verwen-
e—
dung der Behauptung verhilt sich die nicht-holomorphe Funktion

% s
G5(1) = Ga(T) — %
wie eine Modulform vom Gewicht zwei. Damit ist

Go(Mr) = G3(M7) - m
T T ler +d|?
2Im(r) ' 2 Im(r)
(et 4+ d) S
m(((ﬂ_ + d) — (CT + d))

= (er +d)?Gy(1) — Tic(er + d).

= (7 +d)*Gy(1) — (c7 + d)?

— (e7 + d)°Gs(7) —

Um nun die Behauptung zu beweisen, sei fiir ¢ > —1/2

o0

dt
[E(T):/ 3 2¢ *
J Gt~

Dann unterscheidet sich G5 von einer Reihe tiber I.-Werte um etwas wovon wir

den Limes fiir ¢ — 0 durch Einsetzen bestimmen konnen. Genauer gesagt ist

Goclr) = 3 L) = 3"
m=1 n=1

n+1 (7)

— 1 dt
+ —
Z Z (m7 4 n)? |m7 + n|* / (mT 4 t)?|mT + t|*

m=1n=—o0
n

Wir betrachten zunichst die Differenz in der zweiten Summe auf der rechten Seite.
Diese kann man auch als

n+1

/f(t)—f(n)dt fiir f(t) = !

(m7 + )% |m7 + t|25
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auffassen. Nach dem Mittelwertsatz ist der Integrand auf [n,n + 1] durch
MaXepni1] f (s) beschrankt. Der Betrag diese Ableitung kann durch [m7 + n| 2%

fiir nichtnegative n und durch |mr +n + 1|73

tiir negative n majorisiert werden.
Nach dem Argument in Lemma 25 konvergiert also die zweite Summe fiir ¢ > —1
absolut und lokal gleichméssig. Man kann also das Integral und den Grenzwert

e — 0 vertauschen. Dieser Limes ist dann also gleich

n+1

1 dt
;E 1;”_2:% (mT + n)? _/(mT+t)2

Wir betrachten die Differenzen der zweiten Summe. Fiir festes m bilden beide Aus-

driicke fiir sich eine absolut konvergente Reihe. Durch Integration sieht man, dass
n+1
) f o + Gz = 0-Es verbleibt also im Limes ¢ — 0 auf der rechten Seite von

(7) gerade Go(7). Andererseits ist fiir 7 = = + iy

. 0o dt

B /°° dt _J(e)
S (R )yt
wobei ¢ zunéchst durch ¢ + z, dann durch ¢/y substituiert wurde und J(¢) = [~ _(t+
i)72(t? 4+ 1)7=dt ist. Also ist
- 1+2
S L n(e i) = 2ES0+29)

14+2¢
m=1 Yy

Durch elementare Integration erkennt man, dass J(0) = 0. Wir benutzen nun (ohne
Beweis), dass die Riemannsche Zetafunktion ((s) an der Stelle s = 1 einen einfachen
Pol hat, genauer gesagt, dass, fiir kleine ¢, ((1+2¢) = 1/(2¢)+O(1) ist. Dann kénnen
wir den obigen Limes nach I’'Hopital bestimmen. Dazu bendétigen wir noch, dass

J(0) = —/OO log(? +1) ), _ (1 tlog(®+1) tan (1))

oo (tH10)? t+i

= —T.
—00

Die behauptete Formel lim. o G5 (7) = G2(7) —7/(2y) folgt jetzt durch Zusammen-
setzen der einzelnen Limites. O

Aufgabe 3.3.1 (4 Punkte)

Sei f eine Modulform von Gewicht k. Dann definieren wir die Ableitung von f als

1 df

r._ 4
Ji= omidz’
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i) Zeige, dass f' nicht modular ist: Fiir (¢ %) € SLy(Z) gilt

I (Zji;) = (cz +d) 2 f'(2) + 20—71:1,(02 +d)" 1 f(2).

ii) Wir haben gesehen, dass die Eisensteinreihe E; auch keine Modulform ist
aber ein dhnliches Transformationsverhalten aufweist. Zeige, dass die Serre-
Ableitung

.k
Ot = f = B
eine Modulform vom Gewicht & + 2 ist.
iii) Wir nennen M (SLy(Z)) := C|E», Ey4, Eg) den Ring der Quasimodulformen.

Zeige, dass M (SLy(Z)) unter dem Ableitungsoperator abgeschlossen ist. T

3.4 Theta-Funktionen

In diesem Abschnitt fithren wir Theta-Funktionen ein, neben Eisensteinreihen die
zweite vielseitige Quelle von Modulformen. Als Anwendung der Theorie prasen-
tieren wir Losungen der Probleme, ganze Zahlen als Summe von zwei und von vier
Quadraten darzustellen. Beide Probleme konnen auch ohne Modulformen elemen-
tar gelost werden, siehe zum Beispiel [Gosswald]. Beim Zugang iiber Modulformen
lernen wir nebenbei zumindest knapp eine verallgemeinerte Definition, Modulfor-
men fiir Untergruppen und mit Dirichletcharakteren, kennen.

Wir starten mit der Jacobi-Thetafunktion

0(r) =S q" =1+20+2¢" +2¢° + ...,
nez

wobei wie iiblich ¢ = ¢*™" ist. Diese ist noch keine Modulform, zumindest keine im
bisher definierten Sinne fiir SLy(Z), hat aber ein dhnliches Transformationsverhal-
ten.

Proposition 3.15 Die Jacobi-Thetafunktion erfiillt fiir 7 € H

O(t+1)=0(r) und 0 Q—:) = \/?9(7),

wobei diejenige Quadratwurzel zu wihlen ist, die fiir positive reelle Argumente positiv ist.
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Beweis : Die erste Gleichung ist offensichtlich nach Definition. Als Voriiberlegung
zur zweiten Gleichung betrachten wir eine Funktion f: R — C, die glatt ist und
fiir betragsgrofie Zahlen so schnell fallt, dass g(z) = ), ., f(n+ ) eine konvergente
Reihe ist. Da die Funktion g periodisch ist, besitzt sie eine Fourierentwicklung

deZ

1
g(a:) = ch eQm‘d:v, wobei cq = /g($)€27rid$d$,
0

Also ist mit f(y) = [7_ e*™@ f(x)dx gerade f(—d) = c4. Damit erhalten wir die

—0o0

gewtinschte Poisson-Transformationsformel

S Fm) = 9(0) =3 Fl=n) = 3 Fln).

neEZ nez nez

Angewandt auf f(z) = e ™" ist

fly) = / T iyt gy / o Wiy ViR g

und damit
By 2 ]. > d2/t
—md“t _ _~ —T
PIE P

Das ist genau die zweite Gleichung fiir ¢ = i/(27). Da beide Seiten holomorphe
Funktionen sind und auf einer Menge mit Haufungspunkt tibereinstimmen, miissen

sie nach dem Identitdtssatz auch global tibereinstimmen. O

Wir wollen diese Aussage in Termen von Modulformen interpretieren. Die zugrun-
de liegende Gruppe ist aber offenbar nicht SLy(Z). Stattdessen betrachten wir die
Kongruenzuntergruppe I'((N) C SL(Z), die aus allen Matrizen (¢}) mit ¢ = 0
mod N besteht. Zusitzlich benotigen wir das Element Wy = - (y3') € SLao(R).
Dieses liegt zwar nicht in SLy(Z), aber Wy normalisiert I'y(N), d.h. WxyTo(N)Wy' =
Lo(N), und W% = —I. Also enthélt die Gruppe I'¢ (N) = (I'o(N), Wy) die Unter-
gruppe I'o(N) mit Index zwei. Im allgemeinen ist ['o(N) nicht von 7" = ({}) und
T =WyTWy = (3.9) erzeugt, aber fiir N = 4 ist dies fiir das Bild in PSLy(R) bzw.
nach Hinzunahme von W3 = —TI noch richtig.

(Beweis: Ist v = (2}) € Ty(4) so ist a (und d) ungerade. Also ist |a| # 2b|. Das
Ersetzen von v durch v - T*! bewahrt a und ersetzt b durch a + b. Ist also |a| < 20|
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so ist |a + b| < |b| oder |a — b| < |b| und man kann durch Multiplikation von ~ mit
der geeigneten T-Potenz a? + b? verkleinern. Ist |a] > 2|b|, so ist |a — 4b| < |a| oder
|a + 4b| < |al. Also verkleinert ~ - T*! nun a2 + b2, solange bis b = 0 ist. Sind wir dort
angekommen, so ist y € (+7').)

Selbst fiir I'y(4) ist selbst 6? (Quadrieren um alle Vorzeichenprobleme der Quadrat-
wurzel zu eliminieren und weil wir nur das in der Anwendung benétigen) nicht

ganz eine Modulform: Das Transformationsverhalten fiir 7 = W,TW3 = (} ) ist
0*(T1) = (47 + 1)6%(7),

also wie das einer Modulform vom Gewicht eins. Aber ein Vorzeichen ist falsch, wie

man aus

() = % L2 = 02(r) £ (—1)6(7)

4r ¢

0*(—I7) = *(W?r) = ;
ersieht. Die notwendige Korrektur liefert ein Dirichlet-Charakter. Ein Dirichlet-
Charakter ist ein Homomorphismus yy : (Z/NZ)* — C*, den man auf Z fortsetzt,
indem man xy(n) = 0 fiir ggT(n, N) # 1 und ansonsten yy(n) := x(n mod N) de-
tiniert. Hier benotigen wir den eindeutig bestimmten nichttrivialen Charakter y_,4
modulo N =4, d.h. y_4(3) = —1.

Definition 3.16 Eine Modulform vom Gewicht & zum Dirichlet-Charakter y auf der
Gruppe I' < SLy(Z) ist eine holomorphe Abbildung f: H — C, die der Transformation

f(MT) = x(a)(cr +d)*f(2) fiiralle M €T

gentigt und die holomorph bei allen Spitzen ist, d.h. f|y ist holomorph bei unendlich fiir
jedes v € SLy(Z).

Die Menge der Modulformen auf I" mit Dirichlet-Charakter x zu festem Gewicht k
bildet offenbar einen Vektorraum M, (T, x).

Wenn wir uns von der Untergruppe I'¢(/V) von SLy(Z) auf die Untergruppe I'; (V)
bestehend aus (?%) mit ¢ = 0 mod N sowie ¢ = 1 mod N (und folglich d = 1
mod N) einschrdanken, so wird jede Modulform vom Gewicht £ und Dirichlet-
Charakter yy auf I'((NV) zu einer (gewohnlichen) Modulform vom Gewicht £k auf
I';(N). Die Motivation fiir die Einfiihrung des Konzepts Dirichlet-Charakter ist,
dass alle Modulformen auf I';(N) auch Modulformen auf I'((/V) fiir einen ge-
eigneten Dirichlet-Charakter sind. Der Beweis ist Konsequenz der Tatsache, dass

I\ (N)/To(N) = (Z/NZ)* ist (siehe Ubung).
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Nun enthilt die Gruppe I'; (IV) die sogenannte Hauptkongruenzuntergruppe

und ist also von endlichem Index in SLy(Z), da SLy(Z/NZ) endlich ist. Fiir alle Un-
tergruppen von endlichem Index von SLy(Z) kann man (analog zu Satz B.11)) die
Dimension des Vektorraums A (I') bestimmen. Speziell fiir I'; (V) kann man diese
als Modulformen fiir I'y (V) mit Dirichlet-Charakter auffassen und nach Charakter
sortieren.

Das Ergebnis dieser Diskussion ist, dass man beweisen kann, dass
dim M, (T9(4), x—4) = 1ist und dass also 6 diesen Vektorraum erzeugt.

Wir geben nun eine Anwendung des Konzepts Modulform mit Dirichlet-Charakter
auf ein zahlentheoretisches Problem.

Satz 3.17 Sei r5(n) = #{(a,b) € Z* : a® + b* = n} die Anzahl der Darstellungen von n
als Summe von zwei Quadraten. Dann gilt

ro(n) =4 Z (—1)@-b/2,
d

d ungerade

Auch fir I'y(4) und mit Charakteren kann man Eisensteinreihen definieren, aller-
dings konvergiert die Reihe

Ge(rix) = Y, x(er+d)™*
(c:d)€2”\{(0,0)}
wiederum nur fiir £ > 2. Man kann aber auch den Exponenten % als komplexen
Parameter auffassen. Mit komplexen Potenzen funktioniert das, wenn man

Gilrsix) = Y, xle)er+d) fer+d ™
(e, d)€Z2\{(0,0)}
setzt. Der bisherige Konvergenzbeweis zeigt, dass diese Reihe fiir £+ Re(2s) > 2+«
tir alle € > 0 absolut gleichméfiig konvergiert, also dort eine holomorphe Funkti-
on darstellt. Diese kann man nun auf die ganze komplexe Ebene (im Parameter s)
analytisch fortsetzen. In der Fourier-Entwicklung kann man dann s = 0 setzen und
erhilt, dass die Fourier-Reihe proportional zu

Grx(2) = () + Y | D_x(@)d* " | ¢ (8)

n=1 dln
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ist. Dabei ist ¢ (x) = — B /(2k) und By, die verallgemeinerte Bernoulli-Zahl defi-
niert durch

Zusammengefasst liegt das so definierte Gy, fiir alle & € N und alle Dirichlet-
Charaktere x modulo N in M;(T4(N), x). Details hierzu findet man in [Miyake,
Chapter 7]. Die verallgemeinerten Bernoullizahlen wurden in [Leopoldt] eingefiihrt.

Beweis von Satz[3.17]: Aufgrund von

w0 (o) ()

sind die Zahlen ry(n) gerade die Fourierkoeffizienten von 62*(1). Wegen
dim M; (Tg(4), x—4) = 1 sind 6% und G, , proportional. Aufgrund von c;(y_4) =
1/4 ist 6*(7) = 4G4 ,,_,(7) und die Behauptung ist nun eine Umformulierung dieser
Aussage. O

Als néchstes wollen wir zeigen, dass sich jede positive ganze Zahl als Summe von
vier Quadraten schreiben ldsst. Dies ist eine Konsequenz des folgenden Satzes.

Satz 3.18 Die Anzahl r4(n) = #(a,b,c,d) : a*> + b* + ¢ + d? = n der Darstellungen von
n als Summe von 4 Quadraten ist

Die gesuchten Zahlen r,(n) sind offenbar die Koeffizienten der Fourierentwicklung
von 04(7), welches eine Modulform vom Gewicht zwei auf I'y(4) (nun ohne Dirich-
letcharakter) nach Proposition [3.15] ist. Wir wollen diesen Raum nun néher unter-
suchen. Dabei verwenden wir ohne Beweis, dass fiir eine Untergruppe I' C SL,(Z)
vom Index m die Abschitzung

k
dim M,(T) < 1—7; +1

gilt. Da [SLy(Z) : ['y(4)] = 6 (Ubung) ist also dim M, (I'(4)) < 2.
Beweis von Satz[3.18]: Die Funktionen G;(7), H;(7) = G5(27) und J3 (1) = G3(47)

sind zwar nicht holomorph, transformieren sich aber unter I'y(4) wie eine Modul-
form vom Gewicht 2:
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Die Invarianz unter 7 — 7 -+ 1 ist klar. Es ist

i () = @ () -6 6hen)
= (47 +1)°G5(27) = (47 + 1)*H;(7)

und analog rechnet man die Aussage fiir J;(7) nach.
Nun ist G3(7) + 7, holomorph, also sind

G5(T) —2H; (1) = Ga(1) —2G3(27) und
Hi(1)=2J5(1) = Go(27) — 2G5 (47)

sowohl holomorph also auch modular, also in M5 (T's(4)).
Aus der Fourierentwicklung

~1 1
) (Go(T) — 2G2(27)) = Ga(T) — 2Go(27) = v +g+ P45+

und

-1 1
o) (Ga(T) — 2G3(47)) = Gao(T) — 2Go(47) = vl + @+t 4t .
erkennt man, dass die beiden Reihen linear unabhingig sind und also M, (I'(4))
aufspannen. Aus 0*(7) =1+ 8¢ + ... folgt

o' () = 8(@2(7) — 2@2(27')) + 16(@2(27’) — 2G2(47'))
= 8(Ga(1) — 4G, (47)).

Der Vergleich der g-Koeffizienten liefert die Aussage. O

Die bisher eingefiihrte Theta-Funktion hat als Exponenten Q(n) = n?, die Werte
einer quadratischen Form in einer Variablen. Im Rest dieses Abschnitts wollen wir
dies auf ganzzahlige quadratische Formen

Q7" — 7

in m Variablen verallgemeinern. Wir nehmen dabei stets an, dass ) positiv definit
ist. Zu einer solchen quadratischen Form assoziieren wir die Thetafunktion

Die Koeffizienten dieser Fourierreihe sind offenbar R(n), die Anzahl der Moglich-
keiten die Zahl n als Wert von () darzustellen. Wir wollen skizzieren, warum diese
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Thetareihen stets Modulformen sind und welche geometrischen Folgerungen wir
hieraus ziehen konnen. Wir folgen dabei [Zagier], die Details findet man zum Bei-
spiel in ?

Jede quadratische Form kann man als

1 1«
Q(ZL’) = §I‘TA$ = 5 Z Qi T2
ij=1

mit einer symmetrischen Matrix A = (a;;) schreiben.

Die Ganzzahligkeit von () impliziert, dass die Diagonaleintrédge a;; gerade sind und
die tibrigen Eintrage ganzzahlig. Eine solche Matrix nennt man eine gerade ganzzah-
lige Matrix. Da () positiv definit ist, muss A invertierbar sein. Die kleinste positive
ganze Zahl N mit der Eigenschaft, dass NA~' wieder einer gerade ganzzahlige Ma-
trix ist, wird das Level von () (oder von A) genannt. Wir definieren einen Dirichlet-

Charakter x4 modulo N, welcher durch seine Werte auf Primzahlen p { N bestimmt
(—1)™detA
p
wir das genaue Transformationsverhalten von ¢ bestimmen.

ist und dort den Wert y4(p) = ( ) (Legendre-Symbol) hat. Damit kénnen

Satz 3.19 Ist () eine positiv definite ganzzahlige quadratische Form in m = 2k Variablen
zum Level N, so ist 8 eine Modulform auf I'o(N) vom Gewicht k zum Dirichletcharakter

XA-

Fiir eine ungerade Zahl von Variablen gilt ein entsprechender Satz, bei dem man
den Begriff der Modulform von halbganzem Gewicht benétigt. Der Beweis ist ei-
ne Anpassung der Idee von Proposition 3.15] d.h. auch er basiert auf der Poisson-

Summenformel.

Jedes Gitter A C R™ definiert (nach Wahl einer Gitterbasis B = {b,...,b,}) eine

quadratische Form
2

Q(z1,. .., xm) = HZ x;b;

Die Determinante der Matrix A, die wir oben () zugeordnet haben, ist offenbar

gleich dem Covolumen des Gitters und somit unabhangig von der Wahl der Basis.

Obige Eigenschaften von Thetafunktionen sind anwendbar auf Gitter, wenn () ganz-
zahlig ist. Auch diese Eigenschaft hdangt nicht von der Wahl der Gitterbasis ab. Git-
ter (oder quadratische Formen) mit Covolumen 1 werden auch unimodular genannt.
Solche Gitter werden zum Beispiel in der Codierungstheorie (gute fehlerkorrigie-
rende Codes) verwendet.
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Proposition 3.20 Sei ): Z™ — 7 positiv definit und unimodular. Dann wird m von 8
geteilt und es gilt (fiir n — oo und m = 2k)

Ro(n) = —=-0_1(n) + O(n*/?).

Beweis : Wir betrachten zunichst den Fall, dass m = 2k ein Vielfaches von 4 ist.
In diesem Fall ist #; eine Modulform vom Gewicht k fiir SLy(Z) aufgrund der
Unimodularitdt (und ein Dirichletcharakter modulo Eins ist auch trivial). Da die
Fourierentwicklung der Thetareihe mit 1 beginnt, ist nach den Ergebnissen aus Ab-
schnitt 3.2 und den Ubungen

2k
Oq = _B_ka + fr,

wobei f, eine Spitzenform vom Gewicht £ ist. Daraus folgt, dass £ = 0 mod 4, denn
fiir k = 2 mod 4 ist By, positiv, also der Limes der rechten Seite fiir n — oo negativ
(da das Koeffizientenwachstum der Eisensteinreihe das der Spitzenform dominiert)
im Widerspruch zur Tatsache, dass stets Rg(n) > 0. Die Wachstumsaussage fiir
k =0 mod 4 folgt ebenfalls hieraus.

Ist m ungerade, so ist 4m ein ungerades Vielfaches von 4 und wir kénnen obigen
Widerspruchsbeweis auf Q) © @ ® Q & ) anwenden. Ist m = 2k und k ungerade, so
ist 2m ein ungerades Vielfaches von 4 und wir kéonnen den Widerspruchsbeweis auf
Q@ @ @ anwenden. O
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holomorph
bei oo, B4]
bei einer Spitze,

Iwasawa-Zerlegung,
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Periode,
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Quasimodulformen,
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Spitzenformen,

unimodular, 51
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Dirichlet-Charakter x auf der
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