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Aufgabe 1 (6 Punkte)

(a) Sei G eine zusammenhéngende Lie-Gruppe mit Fundamentalgruppe 7 (G) = Z und sei
¢ : G — S eine glatte Abbildung mit ¢.(71(G)) = m1(S1), w(e) = 1 und (g7 ') =
©(g)~ L. Zeigen Sie:

(i) Es gibt eine eindeutige glatte Abbildung 7 : G X G — R mit

0(9192) = p(g1)p(go)e91:92)

mit 7(e,e) = 0.

Hinweis: Zeigen Sie, dass die Abbildung ® : GxG — S, (g1, 92) = p(g192)¢(g1) Lo(g2)~

einen eindeutigen glatten Logarithmus besitzt.
(ii) Fir n gilt
i. n(g,e) =nle,g) =nlg,g7") =0,
ii. n(g1,92) + (9192, 93) = 1(91, 9293) + 1(92, 93)-

(iii) Fiir die Abbildung G x R — S, (g,¢)  ¢(g)e™ ist 1 ein reguldrer Wert und
somit ist

G ={(g,0) € G xR | p(g) = &}
eine glatte Mannigfaltikgkeit von der gleichen Dimension wie G.

(iv) Die Verkniipfung (g1,¢1) - (92, ¢2) = (91,92, ¢1 + c2 + n(g1, g2) macht G zu einer
Lie-Gruppe.

(v) Die Abbildung G — G, (g,¢) — g macht G zur universellen Uberlagerung von G.

(b) Wir betrachten nun den Fall G = SLa(R). Jedes Element g € SLy(R) erfiillt die Glei-
chung
(gv,gw) = (v,w)  Vo,w eV,

wobei (+,-) die symplektische Form gegeben durch
0 -1

°-(1 )
0 1

7= (4 o)

definiert eine komplexe Struktur auf R?. Wir kénnen ¢ eindeutig zerlegen in einen .J-
invarianten und J-antiinvarianten Teil g = Cy 4+ Dy, d.h. Cy = %(g — JglJ).

ist. Die Matrix

1



(i) Zeigen Sie: Es ist
1 _
C, =+ a+d b—c 7
2\c—b a+d
und durch den durch die komplexe Struktur J induzierten Isomorphismus operiert
Cy auf C als Multiplikation mit % ((a + d) +i(c — b))

(ii) Zeigen Sie, dass
(g) = 3 ((a+d)+i(c—b))
PN | det Cy|

die Bedingungen aus Teil (a) erfiillt.

Aufgabe 2 (2 Punkte)

Sei P : R" — R ein Polynom. Angenommen (ay, . . ., a,) hat die Eigenschaft dass P(e*%1, ... eFan) =
0 fiir alle k € Z>¢. Zeigen Sie, dass P(e'™,... e!%) =0 fiir alle t € R.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei G C GL(n,C) eine abgeschlossene lineare Gruppe die der gemeinsame Verschwindungs-
lokus einer Menge reeller Polynomen in den Real- und Imaginérteilen der Matrixeintrage
ist, und sei g die zugehorige Lie-Algebra. Angenommen G = G*. Sei K = G N U(n) und
p = g N {Hermitische Matrizen}. Dann ist die Abbildung K x p — G, (k, X) + keX ein
surjektiver Hom6omorphismus.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass SU(n) einfach zusammenhéngend ist und dass

Y ifn=2,
MmEOM) =1 2/92 itn 2

Hinweis: Ist G eine Lie-Gruppe und H eine abgeschlossene Untergruppe, so ist mo(G/H) —
m(H) — 71 (G) — m(G/H) eine exakte Sequenz.

Abgabe in der Vorlesung am Montag, den 15. Januar.



