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Aufgabe 6.1 (Theorieaufgabe)
Sei H Hilbertraum, b : H ×H → R und l : H → R seien eine Bilinear- und eine Linearform, welche
die Voraussetzungen von Satz 2.41 (Lax-Milgram) erfüllen (mit β > 0 und C > 0). Seien u, v ∈ H.

(a) Die durch das Skalarprodukt ⟨u, v⟩b := b(u, v) induzierte Norm ∥u∥b :=
√

⟨u, u⟩b heiÿt Energie-
norm. Zeigen Sie, dass diese äquivalent zur H-Norm ist√

β ∥u∥ ≤ ∥u∥b ≤
√
C ∥u∥ ∀u ∈ H.

(b) Sei ū ∈ H die eindeutige Lösung von b(ū, v) = l(v) für alle v ∈ H. Weiterhin sei V ein endlich-
dimensionaler abgeschlossener Teilraum von H versehen mit ⟨·, ·⟩b bzw. ∥·∥b. Dann bezeichnet ũ
die Galerkin-Projektion von ū auf V . Zeigen Sie folgende Variante des Céa-Lemmas:

(i) ∥ū− ũ∥b = infv∈V ∥ū− v∥b.

(ii) ∥ū− ũ∥ ≤
√

C
β
infv∈V ∥ū− v∥.

Aufgabe 6.2 (Theorieaufgabe)
Wir übernehmen die Notation von Übungsblatt 5 und insbesondere von Aufgabe 5.2.
Für u, ũ, v ∈ V T , D ⊂ Ω und τ ∈ R seien die Bilinearform und die Linearform

b(u, v) :=

∫
Ω

τ∇u(x) · ∇v(x) + u(x)v(x) dx f(v) :=

∫
Ω

τχD(x)v(x) + ũ(x)v(x) dx

gegeben. Dabei gilt wegen ũ ∈ V T , dass auf jedem Dreieck Tk die Funktion ũ eindeutig durch die
drei Koe�zienten ũa, ũb, ũc ∈ R gegeben ist durch ũ(x) = ũaΛa(x)+ ũbΛb(x)+ ũcΛc(x). Bestimmen
Sie wieder die Elementstei�gkeitsmatrix

BTk
:=

bTk
(Λa,Λa) bTk

(Λa,Λb) bTk
(Λa,Λc)

bTk
(Λb,Λa) bTk

(Λb,Λb) bTk
(Λb,Λc)

bTk
(Λc,Λa) bTk

(Λc,Λb) bTk
(Λc,Λc)


sowie fTk

(Λa), fTk
(Λb) und fTk

(Λc). Dabei dürfen Sie bei fTk
(Λa), fTk

(Λb) und fTk
(Λc) davon ausge-

hen, dass Tk entweder komplett im Teilgebiet D oder gar nicht in D enthalten ist.

Aufgabe 6.3 (Programmieraufgabe)
Wir betrachten das Gebiet

Ω = ((−4, 4)× (−4, 4)) ∩ {(x, y) ∈ R2 : x < 0 oder y < 0}

mit dem Teilgebiet
D = [−3,−1]× [1, 3].
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Wir betrachten die parabolische partielle Di�erentialgleichung

ut −∆u = χD, u|∂Ω = 0, u(x, 0) = 0. (1)

und wollen die Rothe-Methode (oder horizontale Linienmethode) verwenden, um eine Approximation
an die wahre Lösung zu erhalten. Dabei wird (1) bezüglich der Zeit diskretisiert und es ist in jedem
Zeitschritt ein elliptisches Randwertproblem zu lösen. Für eine feste Zeitschrittweite τ ∈ R sei also
ti := iτ, i = 1, 2, . . . und ui(x) ≈ u(x, ti) bezeichne die Approximation an die wahre Lösung zum
Zeitpunkt ti.

Wir verwenden das implizite Euler-Verfahren um ui(x) aus ui−1(x) zu bestimmen, d.h.

ui(x)− τ∆ui(x) = ui−1(x) + τχD(x), x ∈ Ω, ui(x) = 0, x ∈ ∂Ω.

Schreiben Sie eine MATLAB-Funktion, welche mit Hilfe der Rothe-Methode und den zweidimensionalen
linearen �niten Elementen, welche auf dem 5. Übgungsblatt behandelt wurden, eine Approximation
an die wahre Lösung von (1) bestimmt (verwenden Sie beispielsweise τ = 1

10
und berechnen Sie die

Approximationen der ersten 1000 Zeitschritte). Visualisieren Sie ihr Ergebnis.

Hinweis: Falls Sie Ω mit dem distmesh-Paket triangulieren wollen, so können Sie das mit Hilfe der
dpoly-Funktion realisieren (vgl. drittes Beispiel auf http://persson.berkeley.edu/distmesh/).
Überlegen Sie sich, wie Sie mit Hilfe der dpoly-Funktion auch die Indizes der Randknoten bestimmen
können.

Hinweise zur Übungsblattbearbeitung:

- Zu den Aufgaben wird keine Abgabe verlangt.

- Alle Aufgaben von Übungsblatt 6 werden in der Übung am 25.01.2023 besprochen.
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