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Kapitel 1

Gewohnliche
Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung ist eine Gleichungen, die eine unbekannte Funktion
zusammen mit ihren Ableitungen enthélt. In diesem Kapitel beschéftigen wir
uns mit der Losung sogenannter gewdhnlicher Differentialgleichungen (engl.:
ordinary differential equations, ODE), bei denen die gesuchte Funktion nur
von einer reell-wertigen Variablen abhéngt, sodass sich alle in der Differenti-
algleichung vorkommenden Ableitungen auf dieselbe Variable beziehen.

1.1 Einfiihrung und Beispiele

1.1.1 Einfache Beispiele und elementare Begriffe

Beispiel 1.1
(a) Betrachte die Differentialgleichung

y'(x) =0 (kurz:y =0),
d.h. gesucht ist eine differenzierbare Funktion
y:R—=R, y:x—y(x) mit y(x)=0 VzeR.

e Spezielle Losungen sind z.B.:
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e Die allgemeine Ldsung ist y(z) = C, C € R, d.h. man kann
zeigen, dass jede solche Funktion die DGL lost und jede Losung in
dieser Form geschrieben werden kann.

(b) Betrachte die Differentialgleichung
v(x)=ry(x), reR (kurzy =ry).

e Spezielle Losungen sind z.B.:
y(x) =0, ylz) =€, y(r)= 37",

e Man kann zeigen, dass y(z) = Ce"™, C € R, die allgemeine Lo-
sung dieser DGL ist.

(¢) Die hichste vorkommende Ableitung bezeichnet man auch als Ordnung
der Differentialgleichung. Die Beispiele in (a) und (b) waren von erster
Ordnung. Ein Beispiel fiir eine Differentialgleichung hoherer Ordnung
15t

y'(@) = —y(a) (Rurz y' = —y).
e Spezielle Losungen sind z.B.:
y(x) =0, y(z)=sin(x), y(z)= 37cos(x),
e Man kann zeigen, dass y(x) = Csin(z) + Cycos(x), C1,Cy € R,
die allgemeine Lésung dieser DGL ist.
(d) Betrachte das Differentialgleichungssystem
yi(z) = —yi (),
Yolx) = ys(z),
ys(z) = ys(@).
e Fine spezielle Losung ist z.B.:
y1(x) = sin(z),
yo(x) = 37,
ys(z) = 0.
e Man kann zeigen, dass
y1(z) = Cysin(z) + Cy cos(x),
ya(x) = C3e” + Cy,
ys(z) = Cse”,

Ci,...,Cy € R, die allgemeine Lisung ist.
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(e) Betrachte die Differentialgleichung fir eine vektorwertige Funktion:

Gesucht ist (eine differenzierbare Funktion)

VRRL s omk) = (1)

mit y = vy, also

V0 =) = (U0 )= (u) ) e fuinn

Yo () ya(z

Beispiel 1.2
Betrachte y : R* = R, (z1,72) = y(z) = y(x1, 12).

FEin Beuspiel fiir eine nicht gewohnliche, sondern sogenannte partielle Diffe-
rentialgleichung (engl.: Partial Differential Equation, PDE) ist
Py 0%y

a—x%—i-a—x%:o.

Spezielle Losungen sind z.B.: y(x) =0, y(z) = x1 + z2, ...

1.1.2 Anwendungsbeispiele fiir gewohnliche DGL

In praktischen Anwendungen werden mit Differentialgleichungen oft die An-
derungen einer messbaren Grofe im Laufe der Zeit beschrieben. Je nachdem,
um welche messbare Grofe es geht, verwenden wir daher in diesem Abschnitt
unterschiedliche Bezeichner fiir die Funktion, und bezeichnen die Zeitvariable
mit ¢. Fiir Ableitungen beziiglich der Zeit schreiben wir auch y(t) statt /().

Stetige Verzinsung Es sei y(t) das Guthaben auf einem Sparkonto zum
Zeitpunkt ¢ (gemessen in Jahren). Eine Bank zahle p Zinsen fiir ein Jahr
(z.B. p=1% = 0.01), also

y(t+1) =y(@)(1 +p).

Wir betrachten die Frage, wie sich bei jederzeitiger Verfiigharkeit der faire
Wert y(t) des Guthabens entwickelt. Wird das Guthaben nach einem halben
Jahr abgehoben, so wiére es nicht fair, dem Kunden dafiir p/2 Zinsen zu
zahlen. Denn dann wiirde ein Kunde, der nach einem halben Jahr sein Geld
abhebt und es sofort wieder fiir ein weiteres halbes Jahr anlegt, aufgrund der
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Zinseszinsen mehr erhalten als ein Kunde, der das Geld nicht zwischendurch
abhebt:

2
p Py _ r’
v (1+5) (1+5) =v0) (1 T+ ) > () (1 +p).
Der faire Zinssatz fiir ein halbes Jahr wire ¢ mit (1 + ¢)? = (1 + p), also

y(t+1/2) =y(t) +y(t)g mit g=+/1+p—1.

Entsprechend ist der faire Zinssatz fiir das Zeitintervall At = - ein ¢ mit
(1+¢)" =1+ p. Mit r :=log(1 + p) ist log(1 + ¢) = rAt und

y(t+ At) = y(t)(1+ q) = y(t)e' =+ = y(t)e >,

Ist der faire Wert y(¢) des Guthabens stetig differenzierbar so folgt mit
e"A =1+ rAt + O((At)?), dass y(t) die Differentialgleichung

y(t + AAti — y(t) _ T’y(t)

erfillt.

Populationsdynamik Es bezeichne y(¢) die Anzahl von Individuen ei-
ner Population zum Zeitpunkt ¢. Ein einfaches Populationsmodell (Malthus-
Modell) besteht darin, anzunehmen, dass die Population wie im obigen Bei-
spiel zur stetigen Verzinsung kontinuierlich mit konstanter Rate r € R wachst
bzw. féllt. In einem kurzen Zeitintervall At, verandert sich die Population al-
so um Ay ~ ryAt und die Populationsgrofse erfiillt daher die DGL

y=ry.

Es erscheint plausibel, dass eine Population nur bis zu einem gewissen Ma-
ximalwert M > 0 wachsen kann. Nur fiir y << M sollte das Wachstum
mit Rate r stattfinden, fiir y &~ M sollte es kein Wachstum mehr geben. Im
Verhulst-Modell nimmt man daher an, dass die Wachstumsrate r(1 — y/M)
betrégt, also Ay ~ r(1 — y/M)yAt und die Populationsgrofse also die DGL

?)ZT(l—i)y:w—LyQ
M M
erfiillt.

Wir betrachten noch das Lotka- Volterra-Modell fiir Rduber-Beute-Populatio-
nen. y(t) sei die Populationsgrofe der Beutetiere, y»(t) die der Raubtiere.
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Dann sollte die Wachstumsrate der Beutetiere mit steigender Réuberzahl
abnehmen und die Wachstumsrate der Rauber mit steigender Beutezahl zu-
nehmen. Wie im Verhulst-Modell erhalten wir

U =1y — [iviye,
Y2 = —raY2 + foly2

mit Parametern rq, 79, f1, fo > 0.

Chemische Reaktionen A(t), B(t), C(t), usw. bezeichne die Konzen-
tration von Molekiilen A,B,C'. Wir nehmen an, dass sich (in einem kurzen
Zeitintervall At) kA(t)At Molekiile von A in B umwandeln und schreiben

dafir A Q B. Dann erfiilllen die Konzentrationen die DGL

A(t) = —kA(t),  B(t) = kA(t).

Betrachten wir noch die Reaktionsvorschrift A + B —*5 C' + 2D, also dass
eine chemische Reaktion mit Rate £ jeweils ein Molekiil A mit einem Molekiil
B zu einem Molekiil C' sowie zwei Molekiilen D umwandelt. Dann erfiillen
die Konzentrationen die DGL

A=—-kAB, B=-kAB, C=FkAB, D =2kAB.

Newtonsche Mechanik FEs bezeichne

z(t) = (z1(t), 22(t), x3(t))T die Position eines Kérpers zum Zeitpunkt ¢,
v(t) = 2(t) = (i1(t), 2(¢), 23(t))T seine Geschwindigkeit und

a(t) = o(t) = i(t) = (&1(t), #2(t), £3(t))T seine Beschleunigung.

Das Newtonsche Gesetz besagt, dass die Wirkung einer Kraft F'(¢) auf einen
Korper der Masse m zu einer Beschleunigung fiihrt geméafs

F(t) = ma(t) = mi(t).

ot
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1.1.3 Anfangswertprobleme

Die Losung einer gewohnlichen DGL ist iiblicherweise nicht eindeutig. Die
allgemeine Losung von g(t) = ry(t) ist y(t) = Ce"™ mit einem Parameter
C € R. In vielen Anwendungen sind die Parameter eindeutig bestimmt durch
die Anfangswerte von y. Bei der stetigen Verzinsung ist z.B. C' = y(0) das
anféngliche Sparguthaben.

Intuitiv erwarten wir in den anderen Beispielen, dass die Losung durch fol-
gende Informationen eindeutig bestimmt wird:

e Populationsdynamik: anfangliche Population y(0), bzw., y1(0), y2(0).
e Chemische Reaktionen: anféngliche Konzentrationen A(0), B(0), ...

e Newtonsche Gesetze: anfangliche Position x(0),22(0),z3(0) und Ge-
schwindigkeit v1(0), v2(0), v3(0).

Eine gewohnliche DGL zusammen mit Anfangsbedingungen heifst auch An-
fangswertproblem (AWP).

1.1.4 Elementare Losungsmethoden

Ahnlich wie Integrale lassen sich manche (aber nicht alle) gewdhnliche Dif-
ferentialgleichungen analytisch, d.h. in geschlossener Form losen. Wir geben
hier nur Beispiele besonders einfacher Losungsmethoden an. Es existieren
noch einige weitere wichtige analytische Losungsmethoden, aber im Allge-
meinen lassen sich gewohnliche Differentialgleichungen nur numerisch 16sen.

Raten/Wissen der Losung Fiir einfache Beispiele kann man die Losung
raten, siehe Beispiel 1.1. Ein so gefundener Losungskandidat kann durch Ein-
setzen iiberpriift werden, womit rigoros bewiesen ist, dass dies tatséchlich eine
Losung ist. Damit ist jedoch noch unklar, ob es noch andere Losungen gibt.

Fiir eine grofe Klasse von Anfangswertproblemen kann die Eindeutigkeit
einer Losung gezeigt werden (siehe Satz 1.5 und 1.13). In dem Fall ist die
geratene Losung die einzige und das Problem durch Raten (genauer: durch
das Einsetzen der geratenen Losung in das AWP) vollstandig gelost.
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Separation der Variablen Gewohnliche DGL der Form

y'(z) = g(w)h(y(x))
lassen sich formal(!) schreiben als

dy

hy) = g(z)dx (1.1)

und durch Integration l6sen

/%y)dy:/g(x)dx. (1.2)

Formal bedeutet dabei, dass dies keine mathematisch rigorosen Umformulie-
rungen sind. Die Ausdriicke dz und dy sind nicht definiert!

Man kann diese Methode rigoros formulieren und rechtfertigen (siche z.B.
| , Satz 8.1]). Aber auch ohne rigorose Rechtfertigung haben formale
Methoden einen groffen Nutzen (nicht nur im Bereich gewthnlicher DGL).
Oft lasst sich ndmlich durch formales Vorgehen ein Losungskandidat bestim-
men und fiir diesen dann (wie bei einer geratenen Losung) rigoros tiberpriifen,
ob er tatséchlich eine Losung ist.

Beispiel 1.3
Betrachte das Verhulst-Modell aus der Populationsdynamik mit M = r = 1:

dy

EZ(l—y)y

mit Anfangswert y(0) > 1.
Obiges formales Vorgehen liefert

[y [

Wir erwarten anschaulich, dass die Population von oben gegen thren Ma-
ximalwert M = 1 konvergieren diesen aber nicht unterschreiten wird. Wair
losen also die Integrale auf beiden Seiten unter der Vermutung y > 1:

/1dt =t + const.

1 1 1
— dy=- | —d +/—d
/(1—y)yy /y—ly y Y

= —1In(y — 1) + In(y) + const. = In (Ll) + const.
Y
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Wir erhalten

In Y =t + const. — L:C’et
y—1 y—1
B Cet
y_C'et—l‘

C' kann aus dem Anfangswert y(0) = yo bestimmt werden.:

C Yo
=TT T vo—1

Man priift leicht nach, dass der so bestimmte Losungskandidat fir yo > 1
tatsachlich das AWP

ﬂﬁ:(r—w% y(0) = yo

dt
lost. Damit ist dann mathematisch rigoros gezeigt, dass dies eine Losung ist.
Man kann zeigen (siehe Satz 1.13), dass das AWP eindeutig losbar ist, dies
also die einzige Losung ist.

Variation der Konstanten Betrachte y'(z) = ry(x) + z(x).

rT

Allgemeine Losung der homogenen Gleichung ' (x) = ry(z) ist y(z) = Ce
mit einer Konstante C' € R.

Ansatz: Ersetze zur Losung der inhomogenen Gleichung die Konstante durch
eine Funktion C'(z):

C'(x)e™ + C(z)re™ =y (z) = ry(z) + 2(z) = rC(z)e"™ + z(x)
— (C'(x)=z(x)e ™.

Durch Integration erhalten wir C'(z) und damit die Losung y(z) = C'(z)e™.

Findet man eine Losung durch einen Ansatz, so ist damit nur bewiesen, dass
dies eine Losung ist und (wenn die Losung aus Aquivalenzumformungen aus
dem Ansatz hervorgegangen ist), dass es keine andere Losung der angesetzten
Form geben kann. Im Allgemeinen ist damit nicht geklért, ob es noch andere
Losungen gibt, die nicht dem Ansatz entsprechen. Auch dies folgt aber haufig
wieder aus allgemeinen Eindeutigkeitsresulaten wie Satz 1.5 und 1.13.
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1.2 Theorie gewohnlicher DGL

1.2.1 Eine allgemeine Form

Von nun an betrachten wir stets Anfangswertprobleme in der folgenden all-
gemeinen Form

Y'(z) = f(z,y(x),  yla)=w,

wobei z € [a,b] C R, b > a, y(z) = (y1(x),...,ya(x))? € R? vektorwertig
ist, d € N, und

fl(xvyla"'7yd)
fr R SR flay) = :
fd(xaylw"vyd)

Die Differentialgleichung ¢ = f(z,y(x)) ist dquivalent zum Differentialglei-
chungssystem

n(e) = filz, p(x), .. ya()),

yu(@) = falw, 1 (), . ya(z)).

Gleichungen héherer Ordnung (d.h. solche, die héhere Ableitungen von y
enthalten) kénnen oft in diese Form transformiert werden, indem y und seine
Ableitungen (bis zur zweithochsten) in einer vektorwertigen Hilfsfunktion
u = (ug, ug, ...) zusammengefasst werden

Beispiel 1.4

y" = —y kann in obige Form transformiert werden durch
(@) [ vl)
= = , )
uz(x) y'(x)
Damit ist y' = —y dquivalent zu

= () - (76) - (45 ) - (1)) = e




KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

1.2.2 Existenz, Eindeutigkeit und Stabilitat

Ein Problem heifst wohlgestellt (nach Hadamard) wenn

(a) eine Losung existiert (FEzistenz),
(b) die Losung eindeutig ist (Findeutigkeit),

(c) die Losung stetig von den Eingabeparametern abhéngt (Stabilitdit).
Fiir das Anfangswertproblem

V(@) = flz,y(@),  yla) =y

bedeutet Wohlgestelltheit, dass eine eindeutige Losung y(x) existiert und die-
se Losung stetig von den Anfangswerten g, (und ggf. weiteren in f vorhande-
nen Parametern) abhéngt. Dies werden wir in diesem Abschnitt untersuchen.

Existenz und Eindeutigkeit In diesem Abschnitt beweisen wir den Exis-
tenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f in seiner einfachsten glo-
balen Form (vgl. Satz 1.13 und Bemerkung 1.14 fiir eine Abschwichung der
Voraussetzungen). Hier und in der gesamten Vorlesung bezeichne dabei ||-||
im Raum R stets die Euklidnorm.

Satz 1.5 (Picard-Lindelof)
Seien a,b € R, a < b, yo € R?. Fiir

f:lab) xR =R [ (2,y) = f(z,y)
gelte

(a) f ist stetig,

(b) f ist (global und bzgl. x gleichmdfig) Lipschitz-stetig iny, d.h. es existiert
ein L >0, sodass

1f (@, y) = fla, )| < Llly =zl Vo € la,b], y,z € R

Dann existiert genau eine differenzierbare Funktion y : [a,b] — R mit

Y (z) = flz,y(x)) Vrele,b und yla)=yo

und diese ist stetig differenzierbar.

10
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Wir werden Satz 1.5 mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes und einigen
Hilfssétzen beweisen.

Satz 1.6 (Banachscher Fixpunktsatz)

Sei (X, |||l,) ein Banachraum (d.h. ein vollstindiger normierter Vektorraum,)
und ® eine kontrahierende Selbstabbildung auf X, d.h. es existiere ein g < 1
mat

O:X X und [ 0)— @), <qlle—yl, VeyeX

Dann besitzt ® genau einen Fixpunkt &, d.h. genau ein & € X mit &(z) = z.

Fiir jeden Startwert 0 e X konvergiert die durch Fixpunktiteration defi-
nierte Folge
(@EW)peny,  2®H) 1= d(z®) Wk € N,

(bzgl. der Norm ||-||,) gegen z, d.h.
|2® — 2|, — 0.

Beweis: Wir haben das Resultat fiir abgeschlossene Teilmengen des C"
in | , Satz 3.1] gezeigt. Wir wiederholen den Beweis, um
uns zu liberzeugen, dass er auch in allgemeinen (moglicherweise unendlich-
dimensionalen) Banachrdumen giiltig bleibt:

(i) Konvergenz der Fixpunktiteration:

Wir zeigen zuerst, dass die durch Fixpunktiteration definierte Folge fiir
jeden Startwert konvergiert. Sei also (® € X und (z®)cy, definiert
durch z*+1 .= ®(2®) fiir alle k € Ny.

Fiir jedes k € N erhalten wir
Ha;(kﬂ) — :):(k)||* — ”(I)(:E(k)) — d(z*Y)
<...< qk Hx(l) — 20

< g|z® — £V

*

Damit folgt fiir alle m,l € N mit [ > m

|2 — 2™

*

< ||x(l) _ x(lfl)” + Hx(lfl) )
< (@' +d P+ ) |2 =29,
_ qm (qo 4.+ ql—m—2 + ql—m—l) ||ZL'(1) N $(0)

< flnﬂn_x@
l—q

o [fatm — |

*

*

*

11
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und damit (beachte ¢ < 1)

=0.

*

lim ||x(l) — zm™
l,m—00

() en, ist also ein Cauchy-Folge und damit (da X vollstindig ist)
konvergent. Fiir jeden Startwert z(®) € X konvergiert also die durch
Fixpunktiteration definierte Folge gegen einen Grenzwert

7 := lim 2™ ¢ X.

k—o0

Existenz und Eindeutigkeit des Fixpunktes:

Nun zeigen wir, dass jeder solche Grenzwert & € X ein Fixpunkt von
® ist. Aus der Kontraktionseigenschaft folgt insbesondere dass ® auf X
Lipschitz-stetig ist und damit

i = lim z%® = lim ®(=*Y) = (lim x(k_1)> = d(z).
k—o0 k—o0 k—oc0

Die Fixpunktiteration konvergiert also fiir jeden Startwert gegen einen

Fixpunkt. Insbesondere ist damit gezeigt, dass ® (mindestens) einen

Fixpunkt 2 besitzt.

Nun ist nur noch die Eindeutigkeit des Fixpunktes zu zeigen. Seien
z,T € X Fixpunkte, also

T=®(z), und I=3o(z).

Dann ist
|2 =z, = |®(2) — 2(2)]], < ¢z — 7|

*

und aus ¢ < 1 folgt damit ||z — Z|, =0, d.h. & = 7. O

Bemerkung 1.7

Offensichtlich gilt Satz 1.6 mit dem gleichen Beweis bereits auf jedem wvoll-
standigen metrischen Raum X, also insbesondere auch falls X eine abge-
schlossene Teilmenge eines Banachraums ist.

Wir werden den Banachschen Fixpunktsatz anwenden, indem wir das An-
fangswertproblem in eine Fixpunktgleichung im Raum der stetigen Funktio-
nen auf [a, b,

C(la,b))* := {y : [a,b] — R stetig},

umschreiben.

12
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Lemma 1.8
Es gelten die Voraussetzungen von Satz 1.5. Fine differenzierbare Funktion
y: la,b] — RY erfiillt genau dann das AWP
y'(x) = f(z,y(x)) Voelab und yla)=uy,
wenn y stetig ist und die folgende Fixpunktgleichung [ost:

va) =w+ [ FEuO)de Vo€ o]
y 1st dann auch stetig differenzierbar.

Beweis: Ist y differenzierbar und erfiillt das AWP, so ist ¢’ auch stetig und
nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

ymzmw+fw@&=m+/ﬂwmm& va € [a,0]

Ist umgekehrt y € C([a,b])? und erfiillt die Fixpunktgleichung, so ist auch
t— f(t,y(t)) stetig und

mw:%+/ﬁmwmm

ist differenzierbar, y'(z) = f(z,y(x)) und y(a) = yo. d

Lemma 1.9
C([a, b])? ist beziiglich der Supremums- (auch: Maximumsnorm )

9l = mas ly(a)]

ein Banachraum.

Beweis: Ubungsaufgabe 1.2. O
Das AWP ist also dquivalent zur Fixpunktgleichung
y=1yo+ / [t y(t))dt
Zo

im Banachraum C([a, b])?. Damit die rechte Seite der Fixpunktgleichung eine
Kontraktion ist, benotigen wir aber noch eine etwas abgewandelte Norm.

13



KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Folgerung 1.10
Fiir eine Funktion w € C([a,b]) gelte

de,C>0: c<w(x) <C Vzé€a,b).
Dann ist die gewichtete Supremumsnorm

ol 2= ma (@) (e )

zur Supremumsnorm dquivalent und insbesondere ist C([a, b])® auch bzgl. |||,
ein Banachraum.

Beweis: Offenbar ist ||-||,, tatséchlich eine Norm und es gilt
cllyle < llyll, < Cliylle ¥y € Clla,0)".

Die gewichtete Supremumsnorm ist also zur Supremumsnorm aquivalent. Ins-
besondere ist jede Cauchy-Folge bzgl. ||-||,, auch eine bzgl. ||-||, und der
Grenzwert bzgl. ||-|| ist auch der Grenzwert bzgl. |||, O

Jetzt konnen wir Satz 1.5 beweisen:

Beweis von Satz 1.5: Nach unserer Vorarbeit geniigt es zu zeigen, dass
durch

g B(y), By) o o+ / " f(t, () de

eine bzgl. einer gewichteten Supremumsnorm kontrahierende Selbstabbildung
von C([a, b])? ist.

Die Selbstabbildungseigenschaft ist klar. Fiir die Kontraktionseigenschaft be-
trachten wir fiir zwei Funktionen y),y® € C([a,b])? und z € [a, ]

[@(yD)(z) — D(y?)(2)]|

= [ e - @) dtH
< / O 0) — £y )] d < / L) — @) dr.

a

Hieraus folgt
[2(y™") = @(y)|| L < LO—a) [y =P _,

sodass ® nur fiir kleine L oder nah an a liegendes b eine Kontraktion ist.

14



1.2. THEORIE GEWOHNLICHER DGL

Durch Einfiigen einer Gewichtsfunktion w(z) (mit den in Folgerung 1.10
genannten Eigenschaften) erhalten wir jedoch

w(@) [|@(yD) (@) — 2(y?)(2)]|

< w(x) / I Lﬁw@) lv0(0) - y@()|| i

<w(@)L |y -y, / ﬁ dt

und damit

1
[ow™) ==, < [ly® -4, L max <w<x>/a mdt) |

® ist also eine Kontraktion bzgl. ||-||,, wenn wir eine Gewichtsfunktion w

finden mit i
L <w(x)/a ﬁdt) <1 Veelab)

Offenbar gilt fiir jedes r > 0 und x € [a, b], dass

=
N — 1 —_ 677‘(3370‘)1 S
r

t=a r

e /a s ) dt =e 706

S|

Mit w(z) = =21~ jst also ® eine Kontraktion (mit Kontraktionskonstante
1/2) bzgl. ||-||,,, womit Satz 1.5 bewiesen ist. 0

Beispiel 1.11
Auf die Voraussetzung der Lipschitz-Stetigkeit kann nicht verzichtet werden,
wie die folgenden Beispiele zeigen:

(a) Betrachte das AWP
v =y, y0)=0.

Die rechte Seite f(x,y) := \/y ist nicht Lipschitz-stetig. Tatsdchlich ist
die Losung des AWPs nicht eindeutig. Zwei Losungen sind z.B.

) =0 wd oy =1, e sy

1

(b) Betrachte das AWP
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Die rechte Seite f(x,y) = y* ist nur lokal aber nicht global Lipschitz-
stetig. Man kann zeigen, dass nur

das AWP losen kann. Es existiert daher keine Lésung auf Intervallen
[0,0] mitb> 1.

Die Annahme globaler Lipschitz-Stetigkeit ist im Allgemein zu restriktiv.
Selbst sehr einfache Modelle (wie das Verhulst-Modell aus Abschnitt 1.1.2)
erfiillen diese Annahme nicht. Eine sehr viel realistischere Annahme ist es,
nur stetige Differenzierbarkeit der rechten Seite der Differentialgleichung zu
fordern, womit zumindest noch lokale Lipschitz-Stetigkeit der Losung folgt.

Lemma 1.12
Seten a,b € R, a <b. Ist
fila b xR =R [ (z,y) = flz,y)

stetig differenzierbar, so ist f lokal und bzgl. x gleichmdfig Lipschitz-stetig
in y, d.h. fiir jede kompakte Teilmenge K C R emistiert ein L > 0 mit

1f(z,y) = f(z, 2l < Ly — 2| Vo €lab], y,z € K.

Beweis: Aus dem mehrdimensionalen Mittelwertsatz der Differentialrech-
nung (siehe z.B. | , Lemma 4.1]) folgt, dass

Fm) — (0) = / POt —m)C —n)dt  fiir alle 7,¢ € [a, 5] x RY,

wobei f'(n) € R™@+1) die beziiglich aller d 4 1 Variablen gebildete Jacobi-
Matrix bezeichnet. Insbesondere ist damit auch

1
F@y) - fl,2) = / fo(@ g+t —9)(z—y)dt i alle y, z € RY,

wobei f,(z,y) € R™ die beziiglich der y-Variablen gebildete Jacobi-Matrix,
also die hinteren d Spalten von f’(x,y) bezeichnet.

Jede kompakte Teilmenge K C R? ist in einer hinreichend grofen Kugel
Br(0) C R? enthalten und aufgrund der stetigen Differenzierbarkeit existiert
ein L > 0 mit

| fy(z,y)|lp < L fiir alle z € [a,b], y € Br(0).

16



1.2. THEORIE GEWOHNLICHER DGL

Da fiir alle y,z € K die Verbindungslinie von y nach z in Bg(0) verlauft,
also y+t(z —y) € Bg(0) fiir alle ¢ € [0, 1] gilt, und die Frobenius-Norm ||-||5
mit der Euklid-Norm ||| vertraglich ist, folgt damit

1
1f(z,y) = f(z, 2)|| < /D 1fy(z,y+t(z —y))(z —y)ll dt < Lz =]
fiir alle y, 2z € K. U

Wir {ibertragen nun die Aussagen des Satzes von Picard-Lindelof (Satz 1.5)
auf die realistischere Annahme lokaler Lipschitz-Stetigkeit. Wir werden zei-
gen, dass auch unter dieser realistischeren Annahme die Eindeutigkeit der
Losung garantiert ist und eine Losung zumindest auf einem Teilintervall exi-
stiert. Dabei nutzen wir das wichtige Prinzip aus, dass die rechte Seite ei-
ner Differentialgleichungen aufserhalb einer grofsen beschrénkten Menge typi-
scherweise keine Rolle mehr spielt, da die Losung innerhalb gewisser Grenzen
bleibt oder das durch die DGL beschriebene Modell aufserhalb gewisser Gren-
zen sowieso seine Giiltigkeit verliert. Mathematisch kénnen wir dies insofern
ausnutzen, dass eine beschréankte Losung der urspriinglichen DGL auch noch
Losung jeder abgednderten DGL ist, bei der die rechte Seite nur in solchen
Werten abgedndert wurde, die von der Losung gar nicht erreicht werden. Mit
dem gleichen Argument werden wir in spéateren Kapiteln numerische Ver-
fahren zunéchst unter unrealistisch restriktiven Annahmen untersuchen und
diese Ergebnisse dann auch auf realistische Situationen iibertragen konnen.

Satz 1.13
Seien a,b € R, a < b, yo € R?* und

[ la ) xR =R fo (z,y) = flz,y)

sei stetig in (z,y) und (wie in Lemma 1.12 definiert) lokal und bzgl. x gleich-
majsig Lipschitz-stetig in y.

Dann gilt:

(a) Fiir jedes nicht-leere Teilintervall [a, 8] C |[a,b] existiert hichstens eine
differenzierbare Funktion y : [a, 8] — R mit

y'(z) = flz,y(x)) Vo ela,f] und yla)=1yo
und diese ist stetig differenzierbar.

(b) Es existiert ein nicht-leeres Teilintervall |a, ] C [a,b] und eine stetig
differenzierbare Funktion vy : [a, 3] — R¢ mit

Y(z) = flz,y(x)) Vrele,f] und yla) =y

17



KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Abbildung 1.1: f und f

Beweis: (a) Angenommen y, 2 : [a, 3] — R? sind zwei Losungen des AWP,
also

y'(z) = f(z,y(xz)) Vrela,f] und y(a)=yo,
Z(x) = f(x,2(x)) Vz€la,f] und z(a)=yo.

Da beide Funktionen stetig sind, existiert ein C' > 0 mit

ly(@)|? < C  und |z(z)|]> < C fiir alle z € [a, A].

Wir ersetzen die rechte Seite f des AWP durch eine abgeénderte rechte

18



1.2. THEORIE GEWOHNLICHER DGL

Seite f(x,y) = f(x,y)e(||lyl|*), wobei ¢ eine beliebig oft stetig differen-
zierbar Funktion ist mit

(r) = 1 furr<C.
LA ! firr > C + 1.

Die Existenz einer solchen Abschneidefunktion (engl.: cutoff function,
siche Abbildung 1.1) wird in Ubungsaufgabe 2.2 gezeigt. Dort zeigen
wir auch, dass die abgeénderte rechte Seite f (x,y) global und bzgl. x
gleichméfig Lipschitz-stetig ist.

Sowohl y als auch z 16sen nun das abgeénderte Anfangswertproblem

Y (z) = f(z,y(x)) = fz,y(x)) Vo ela,f] und  yla) =y,

#(x) = f(z,2(r)) = f(z,2(z)) Veela,p] und  z(a)=y.

Da das abgeénderte AWP die Voraussetzungen von Satz 1.5 erfiillt, kann
jedoch nur eine Losung existieren, so dass y(z) = z(x) fiir alle = € [a, f]
gelten muss.

(b) Mit einem beliebigen C' > lyoll” definieren wir wie in (a) die abgeénderte
rechte Seite f(z,y). Dann existiert nach Satz 1.5 eine stetig differenzier-
bare Funktion y : [a,b] — R?, die das abgeéinderte AWP

y'(x) = flz,y(x)) Vo elab] und  yla) =y
16st. Da y stetig ist und y(a) = yo, existiert ein nicht-leeres Intervall
[a, 8] C [a,b] mit |jy||* < C und auf diesem gilt

y'(z) = flz,y(@) = flz,y(x)) Ve ela,f] und yla) =y,
so dass das urspriingliche AWP auf [a, 5] gelost wird. O

Bemerkung 1.14
Man kann zeigen, dass fir jedes C > |lyo||* das Intervall in Satz 1.13 (b) so

grof gewdihlt werden kann, dass entweder [a, 3] = [a,b] oder ||y(B)|> = C.
In dem beschrinkten Gebiet [a,b] X Bgz2(0) im Graphenraum existiert daher
stets solange eine Losung, bis der Rand dieses Gebietes erreicht wird, entwe-
der bzgl. der x oder der y-Komponente, vgl. die in der Vorlesung gemalten
Skizzen.

Es kann dabei jedoch sein (wie in Beispiel 1.11(b)), dass die Ldisung eine
Singularitdt besitzt, und daher in der x-Komponente nie tiber ein gewisses
Teilintervall hinauskommt sondern das Gebiet immer in der y-Richtung ver-
lasst.

19
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Bemerkung 1.15
Ein Endwertproblem

v (x) = f(z,y(x)) Vo ela,b] und y(b)= yYena

ist offenbar mit der Transformation z(x) := y(a + b — x) dquivalent zu dem
Anfangswertproblem

Z(x) = f(z,2(x)) Vx€la,b und 2(a) = Yend

mit f(x,z(x)) = —f(a+ b — x,z2(x)). Die transformierte rechte Seite f
erfillt die Voraussetzungen von Satz 1.5 bzw. Satz 1.13 genau dann, wenn
die urspringliche rechte Seite f dies tut. Satz 1.5 und Satz 1.15 gelten also
analog auch fir Endwertprobleme.

Unter den Voraussetzungen von Satz 1.15 folgt damit insbesondere auch, dass
zwei Losungen einer Differentialgleichung vy, vy, |a,b] — RY,

y;(.ilﬁ) = f(x,yz(x)) Vo € [ava 1=1,2,

die in einem Punkt x € [a,b] dbereinstimmen, in allen Punkten x € |a,b]
libereinstimmen missen.

Stabilitdit Nun untersuchen wir wie sich eine Stérung der Anfangswerte
auf die Losung auswirkt.

Satz 1.16
Es gelten die Voraussetzungen von Satz 1.15. y und z seien zwei Lésungen
der gleichen DGL, aber mit verschiedenen Anfangswerten, also

Y (x) = f(z,y(x)) fir alle x € [a,b], y(a) = o,
2(x) = f(x,2(x))  fiir alle z € [a, b, z(a) = zp.

L > 0 sei die Lipschitz-Konstante aus den Voraussetzungen von Satz 1.15
fir eine kompakte Menge, die y(z) und z(zx) fir alle x € [a,b] enthdlt.

Dann gilt
ly(x) = 2(2)| <" lyo — 20|l Va € [a,b)].

Beweis: Betrachte die Differenz

s(x) = |ly(2) = 2(2)|* = (y(2) — 2(2))" (y(2) — 2()).

20
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Es ist

S (@) = 20y () — #'(2)) (y(x) - =(2))
— 9, y()) — fz. 2(2))) (y(x) — =(2))
< 2| (. y(x)) = fa 2@)]| y() - 2(2)]
< 2L y(e) - 2(2)|* = 2Ls(a).

Im Fall yg = 2o gilt nach Satz 1.5 y(x) = z(z) fiir alle z > a und die Behaup-
tung ist bewiesen. Anderenfalls muss nach Bemerkung 1.15 y(z) # z(x) fiir
alle x € [a, b] gelten. Fiir alle x € [a, b] gilt dann

d s'(x)
—1 = < 2L
dx ns(z) s(x) — 7
also s g
Ins(x) = / pr Ins(t)dt +Ins(a) < 2L(x —a) + In s(a),
d.h.
ly(x) = 2(2)]* = s(x) < HVs(a) = 2 |Jyo — 2],
womit die Behauptung gezeigt ist. U

1.3 Erste Losungsmethoden

1.3.1 Das Richtungsfeld

Zur anschaulichen Herleitung einfacher erster Losungsmethoden betrachten
wir ein skalares AWP, in dem wir die Losung y : [zo,00) — R von

y'(x) = f(z,y(®)),  ylzo) =y €R

suchen.

Wir kénnen uns die DGL ¢/(x) = f(x,y(x)) durch das dazugehorige Rich-
tungsfeld veranschaulichen: Zu jedem Punkt (z,y) € R? zeichnen wir einen
Richtungspfeil mit Steigung f(z,y), z.B. den Vektor (1, f(z,y))? (vegl. Abbil-
dung 1.13). Eine Funktion 16st die DGL genau dann, wenn an jedem Punkt
durch den die Funktion geht, die Steigung der Funktion und die Steigung
des Richtungspfeils iibereinstimmen. Wir kénnen die DGL zeichnerisch 16-
sen, indem wir ausgehend vom Startwert (z,yy) die Funktion passend zu den
Richtungspfeilen zeichnen.
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Y

44444004444
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glatatatacce NSsSatabalal

Abbildung 1.2: Graphische Darstellung des Richtungsfeldes und méglicher Lo-
sungskurven fiir y' = y?

1.3.2 Explizites Euler-Verfahren

Basierend auf dieser zeichnerischen Idee gehen wir nun systematischer vor
und entwickeln ein erstes numerisches Losungsverfahren. Betrachte das all-
gemeine (vektorwertige) AWP

y'(@) = fla.y(@),  ylwo) =y € R’

auf dem Intervall x € [a,b], a = xy. Wir diskretisieren das Intervall durch
n + 1 Punkte

a=xyg<11<...<x, =0,

also unter Verwendung der Schrittweite h; := x;4y1 — x5, @ = 0,...,n — 1.
Beginnend mit xy (wo wir die Losung kennen, y(xy) = yo) berechnen wir nun
sukzessiv Approximationen y; ~ y(x;).

Die einfachste Moglichkeit ist die explizite Fuler-Methode, bei der wir die
Steigung im aktuellen Punkt verwenden, um die Approximation im néchsten
Punkt zu berechnen:!

'Hier und im Folgenden bezeichen wir mit 3o, 91, ..., ¥y, € R? d-dimensionale Vektoren
und nicht die Eintrédge eines Vektors.

22



1.3. ERSTE LOSUNGSMETHODEN

Abbildung 1.3: Graphische Darstellung der Anwendung des expliziten Fuler-
Verfahrens

Y1 = Yo + hof (0, Yo),
Yo = y1 + haf(z1, 1),

Yir1 =Y + hif(xi, v5),

yn = y'rL—l + hn_1f<xn—17 yn—l)'

Dies entspricht dem zeichnerischen Losen der DGL im Richtungsfeld durch
eine stiickweise lineare Funktion, bei der die Steigung der Liniensegmente im
linken Punkt mit dem Richtungsfeld iibereinstimmt.

Das gleiche Verfahren erhalten wir auch durch Diskretisierung der DGL mit
finiten Differenzen (Vorwértsdifferenzenquotient):

~ ~y\&i) = J\Zi, Y &) = J(Zi, Yi)-
Tiv1 — T Tit1 — X4 Y ( ) f< y( )) f( Y )

Das explizite Euler-Verfahren heifft auch Vorwérts-Euler-Verfahren (engl.:
forward Euler).

1.3.3 Implizites Euler-Verfahren

Bei der zeichnerischen Losung der DGL im Richtungsfeld durch eine stiickwei-
se lineare Funktion, kénnten wir auch versuchen die Funktion so zu wéahlen,
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dass die Steigung der Liniensegmente im rechten Punkt mit dem Richtungs-
feld iibereinstimmt.

Dann haben wir keine explizite Formel fiir die Berechnung von y;,; aus ;.
Stattdessen ist y; 1 implizit gegeben als Losung von

Yier = Yi + hif(Tiv1, Yig1)-

Bei diesem impliziten Euler-Verfahren miissen wir also fiir jedes y; € R,

W\

e

ARANN

RARANN

Yi
>

°- O—>

L Li41Li4-2

Abbildung 1.4: Graphische Darstellung der Anwendung des impliziten Fuler-
Verfahrens

i =2,...,n, ein (iiblicherweise nicht-lineares) d-dimensionales Gleichungssy-
tem l6sen.

Wieder erhalten wir das Verfahren auch durch Diskretisierung der DGL mit
finiten Differenzen, diesmal mit dem Riickwartsdifferenzenquotienten:
Yit1 — Yi Y(wi1) — y(z;)

~
~

~ y/(fciﬂ) = f(@iv1, y(is1)) = f(@ir1, Yirr)-

Tip1 — T4 Tit1 — X4
Enstprechend heifst das implizite Euler-Verfahren auch Riickwérts-Euler-Ver-
fahren (engl.: backward Euler).

Bemerkung 1.17

Wie wir noch sehen werden, besitzen implizite Verfahren fir manche (die
sogenannten steifen) Differentialgleichungen so grofe Vorteile, dass sie den
erhohten Aufwand wert sind.

1.3.4 Weitere explizite und implizite Methoden

Die anschauliche Idee, stiickweise lineare Funktionen ins Richtungsfeld zu
zeichnen, fithrt auf viele weitere explizite und implizite Methoden:
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Implizite Mittelpunktsregel Zuerst zeichnen wir die Liniensegmente so,
dass die Steigung der Segmente in ihrem Mittelpunkt mit dem Richtungsfeld
iibereinstimmt.

Wir bestimmen also erst y;11/2 durch Losung der Gleichung
h; Tit1 + X4
Yit1/2 = Yi + gf <+T’ yi+1/2)

und setzen dann

Tir1 + x;
Yir1 = Yi + hif (JFT’ yi+1/2) .

Dies ist die sogenannte implizite Mittelpunktsregel, die auch als Kombi-

Yy Yy

A \

1/ 2 / c/ 2 /

q — — — 7 —
1.—y7——> —> —> "—?JL_) —> —>

i %‘:1/2 ?L'i+1 . T xifl/Q =1L’i+1 v

Abbildung 1.5: Graphische Darstellung der Anwendung der impliziten Mittel-
punktsregel

nation eines halben impliziten Eulerschrittes mit einem halben expliziten
Eulerschritt interpretiert (und implementiert) werden kann.

Verfahren von Runge Wir kénnen auch versuchen, eine explizite Formel
fiir y;41/2 zu finden. Dafiir setzen wir

hi
Yi+1/2 = Yi + Ef(xia Yi)

und wahlen dann

Tir1 +x;
Yir1 = Yi + hif (JFT’ yi+1/2) .

Dies ist das Verfahren von Runge. Beachte, dass dies nicht nur die Kombi-
nation zweier Halbschritte des expliziten Euler-Verfahrens ist.
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Abbildung 1.6: Graphische Darstellung des Verfahrens von Runge

Crank-Nicolson-Methode Die nédchste Methode erhalten wir durch die
Forderung, dass die Steigung der Liniensegmente mit dem Mittelwert der
Steigungen im Richtungsfeld im linken und rechten Randpunkt des Segments
iibereinstimmen soll:

f(ws,yi) + f(@ig1, Yig1)

Yir1 = Yi + hy 5 .

Dies ist die Crank-Nicolson-Methode.

Abbildung 1.7: Graphische Darstellung der Crank-Nicolson-Methode

Verfahren von Heun Eine explizite Alternative zur Crank-Nicolson Me-
thode erhalten wir, indem wir 1;,1 auf der rechten Seite der Crank-Nicolson-
Formel durch einen Schritt mit dem expliziten Euler-Verfahren approximie-
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ren:

n =y +hif(z;,y)

yi-i—l = yZ + hzf<x27 yz) —;f<wi+17 ’]7) ‘

AN

N
T
AN

TR
TN

L—
i
,i—> —>
° x - x
Ti+1 X Li41

Abbildung 1.8: Graphische Darstellung des Verfahrens von Heun

1.4 Einschrittmethoden hoherer Ordnung

1.4.1 Eine Generalvoraussetzung

In diesem Abschnitt sei [a, b] C R, b > a stets ein festes Intervall. Wir werden
in dieser Vorlesung nur Differentialgleichungen

y'(x) = flz,y(x))

mit unendlich oft differenzierbarer rechter Seite f betrachten. Insbesondere
ist f also nach Lemma 1.12 lokal Lipschitz-stetig.

Zur Untersuchung numerischer Losungsmethoden werden wir zundchst die
folgende (unrealistisch restriktive!) Generalvoraussetzung annehmen und erst
danach zeigen, wie sich die Ergebnisse auf den unbeschrinkten Fall iibertra-
gen lassen. Wir sagen, dass die rechte Seite f die Generalvoraussetzung
erfiillt, falls f unendlich oft differenzierbar ist und f sowie alle partiellen
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Ableitungen (beliebiger Ordnung und beliebiger Kombination von z- und y;-
Ableitungen) beschriinkt sind, d.h. fiir jeden Multiindex o = (v, vy, - - -, ) € NIH!
existiert eine Konstante C, > 0, so dass

olel
0% Q%1 TREE 0%ad Ya

f(x,y)’ <C, fiiralle (v,y) € [a,b] x R

Wie in Lemma 1.12 folgt daraus insbesondere, dass ein L > 0 existiert mit
Ify(z.9llp < L V(z,y) € [a,8] x R,

und damit fiir alle x € [a,b] und y, 2 € R? gilt, dass

1.2~ fel = | | fy(x,y+t(z—y))(z—y)dtH <Liz—yl.

Die Generalvoraussetung impliziert also globale Lipschitz-Stetigkeit und nach
Abschnitt 1.2.2 ist somit fiir jede Wahl der Anfangswerte xzy € [a,b] und
Yo € R? die eindeutige Existenz von Losungen und ihre stetige Abhingigkeit
von den Anfangswerten garantiert.

Auferdem kann man zeigen, dass dann jede Losung und alle ihre Ableitungen
eines AWP mit rechter Seite f beschrinkt sind. Prazise ausgedriickt: Zu jeder
rechten Seite f, die die Generalvoraussetung erfiillt, existieren Konstanten
Cy > 0 (k € N), sodass fiir jede Wahl der Anfangswerte zq € [a,b] und
Yo € R? die zugehérige Losung von

y'(@) = fla.y@),  ylwo) =y € R

erfillt, dass
sup [jy®(a)|| < Ci.
x€[zo,b|

Diese Generalvoraussetzung ist in der Praxis iiblicherweise nicht erfiillt und
bereits bei einfachsten Beispielen (wie y' = ry) verletzt. Sie erleichtert uns
jedoch die Konvergenzanalyse und wir werden im Abschnitt 1.4.6 zeigen, dass
alle unter der Generalvoraussetzung erhaltenen Ergebnisse, auch fiir den pra-
xisrelevanteren allgemeineren Fall gelten, dass die rechte Seite unendlich oft
differenzierbar ist und eine Losung auf dem betrachteten Intervall existiert.

1.4.2 Konsistenz und Konvergenz
Zur Losung des AWP

y'(@) = f(o.y(@) Yoelab,  yla)=y €R,
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diskretisieren wir das Intervall in n + 1 Punkte
a=x9 <21 <...<x, =0

Beginnend mit 2y (wo wir die Losung y(z¢) = yo kennen) versuchen wir
sukzessive Approximationen y; ~ y(z;) € R? zu bestimmen.

Einschrittmethoden: Nur der vorherige Punkt y; (und x;, ;1 1, h; := x;1—x;)
wird zur Berechnung von ;.1 verwendet.

Mehrschrittmethoden: Mehrere vorherige Punkte v;, i1, ... %i—m (und
Tit1, Tiy -+, Timm ) Werden zur Berechnung von y;,1 verwendet. (Eine
m+ 1-Schritt Methode bendétigt eine Startprozedur zur Berechnung der
ersten m Werte y1,..., Ym.)

Die Methoden in Abschnitt 1.3 sind allesamt Einschrittmethoden.

Definition 1.18
Fine Einschrittmethode heifft konsistent, falls fir jede (unsere Generalvor-
aussetzung erfillende) rechte Seite [ gilt, dass

’ [Yiv1 — y(zi + h)|
im sup
h=04,¢(a,b]yieRd h

=0,

wobet y die Losung des AWP

y(z) = flzy@),  yx) =y

ist, und y;11 durch Anwendung der Methode auf y; mit Schrittweite h erzeugt
wurde. Die Methode besitzt Konsistenzordnung p € N, falls fiir jede (unsere
Generalvoraussetzung erfillende) rechte Seite f

[Yiv1 — y(@; + )|
hp—l—l

lim sup sup
h—=0  z;€[a,b],y;€R

< 00,

d.h. Konstanten C' > 0, hg > 0 existieren, sodass

sup  |yis1 — y(z; + h)| < ChP™Y Y0 < h < hy,.
x;€[a,b],y; €RA

Eine Methode der Konsistenzordnung p macht in jedem Intervall [x;, ;1]
einen lokalen Fehler der Grofenordnung h?™!. Daesn = b_T“ solche Intervalle

gibt, erwarten wir dass der globale Fehler in der Grofsenordnung AP liegen
wird. Der folgende Satz zeigt, dass dies tatsdchlich der Fall ist.
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< L & X
X Lit1 Tit2

Abbildung 1.9: Fehler durch einen Schritt des Verfahrens und Fehler durch
falschen Anfangswert

Satz 1.19
Seiy: [a,b] = R? die Losung des AWP

y(@) = flz.y@) Yeelab],  yla)=y R

Wir betrachten die Anwendung einer Finschrittmethode mit einer Diskreti-
sterung mit Hochstschrittweite h > 0,

a=x9<wT1<...<x, =0, ri—xi1<h (i=1,...,n),

fiir die ein ¢ > 0 existiert’ mit nh < c¢(b — a).

(a) Ist die Methode konsistent, so gilt

max lyi — y(z;)|]| = 0  fir h — 0.

=U,...,

(b) Besitzt die Methode Konsistenzordnung p, so gilt

ecL(b—a) _

max |y —y(z)| < ——F——Ch" V0 <h<ho,

wobei C, hy > 0 die Konstanten aus der Definition der Konsistenzord-
nung und L die Lipschitz-Konstante aus der Generalvoraussetzung ist.

2Dies ist erfiillt, wenn hmin < @; — x;—1 < h fiir alle ¢ = 1,...,n und der Quotient
h/hpmin fiir h — 0 durch ¢ beschréankt bleibt. Fiir 4quidistante Gitter gilt offenbar ¢ = 1.
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Beweis: Wir beginnen mit (b). Fiir die Hochstschrittweite gelte h < hg. Da
wir mit dem korrekten Startwert yo = y(zo) beginnen, gilt fiir den Fehler
nach dem ersten Schritt

lyr — y(z1)| < ChPHE

Im né#chsten Schritt, bei dem wir y, aus y; berechnen, gibt es zwei Fehler-
quellen:

(i) Die Berechnung von y, aus y; mit dem Einschrittverfahren entspricht
der Anwendung des Verfahrens auf das (wegen unserer Generalvoraus-
setzung eindeutig losbare) AWP

Z(x) = f(z,2(z)),  z(z1) =y € R (1.3)
Dabei macht das Verfahren den Fehler
[2(22) — 1l < CHPH!,

(ii) Da y; nur eine Approximation an y(z) ist, stimmt die Losung z(z) von
(1.3) nicht mit y(x) iiberein. Nach Satz 1.16 gilt aber

ly(z2) = 2(a)|| < "2 Jy(ar) —w ]|
Insgesamt erhalten wir also
g2 = y(@2)|| < lly2 — 2(z2)l| + [|2(22) — y(z2)|

< CRPT e lyy — y(a)|
< (14 eMM)Oonrtt,

Mit trivialer Induktion erhalten wir fiir alle 2 =1,...,n:

Iy = ()| < CRH e [l — (s )|
< CRP 4 e (O + e ||yig — y(3i2))
<< (1 et 2 ER) O

[y

n—

Lh\n
Lh\J g (e =1 1
< (6 ) thp-l- = WC%}H—

j=0
und mit e > 1 + Lh folgt

enhl _ 1 ecL(b—a) -1

— V< Z——COpptl < 2 “OhP.
Der Beweis von (a) geht analog. O
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Bemerkung 1.20

Im Folgenden verwenden wir im Zusammenhang mit Anfangswertproblemen
die Landau-Notation O(h?), o(h), etc., mit der Konvention, dass die darin
vorkommenden Konstanten von der rechten Seite f, micht jedoch von dem
Anfangswert xy € |a, b, yo € R? abhdingen diirfen. Mit dieser Konvention ist
ein Finschrittverfahren

o konsistent, falls aus y; = y(x;) folgt, dass
Y(Tiv1) — yir1 = o(h).
e fkonsistent mit Ordnung p, falls aus y; = y(x;) folgt, dass

Y(Tis1) — Yi1 = O(hp+1)-
Beispiel 1.21
(a) Explizites Euler-Verfahren: Fir y(x;) = y; erhalten wir durch Tay-
lorentwicklung

! h2 1! h2
ly(wit1) — y(xi) — hy'(2)]] < o ax }HZ/ I < 702

E€[xi i1

mit einer (aufgrund unserer Generalvoraussetzung nur von der rechten
Seite f abhdngigen) Konstante Cy. Es ist also mit obiger Konvention

yY(rip1) = y(z:) + hy' () + O(h?)
= y(x:) + hf(zi, y:) + O(h*) = yir1 + O(h?)
und das explizite Fuler-Verfahren besitzt somit Konsistenzordnung 1.

(b) Implizites Euler-Verfahren: Fir y(x;) = vy; erhalten wir wiederum
durch Taylorentwicklung

y(x;) = y(zip1) — hy (2i41) + O(h?)
= y(it1) = hf(zig1, y(zi1)) + O(h?).

Zusammen mit Y1 = Yi + hf(xit1, yiy1) erhalten wir

Y1 — y(@ie) | = llyi + hf (@ig1, Yivr) — y(@iza) ||
= " f(Tir1, yirr) = f(@ivr, y(zign))|| + O(hz)
< hL||yir1 — y(zi)|] + O(R?).
Fiir hinreichend kleine h gilt also
1
[yit1 — y(@ira)|| = 1 hLO(hz) = O(h?).

Das implizite Euler-Verfahren besitzt also Konsistenzordnung 1.
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1.4.3 Runge-Kutta-Methoden

Wir betrachten nun einen allgemeinen Ansatz um Einschrittmethoden hoher
Konsistenzordnung zu konstruieren. Im ersten Schritt (mit h = x; — x¢) soll
gelten
x1 xr1
v~ y(r1) = yo + / y'(t) dt = yo + / ft,y(t))de.
X0 o

Durch Approximation des Integrals auf der rechten Seite durch eine Quadra-
turformel erhalten wir

/I1 f(t, ’y(t)) dt =~ h Z bjf([l’() + th, 77])
o j=1

Die Quadraturformel sollte zumindest konstante Funktionen exakt integrie-

ren, deshalb fordern wir
Z bj == 1
j=1

Die ¢; heifen Knoten, b; Gewichte und s heifst Stufenzahl des Verfahrens.

Dieser Ansatz verallgemeinert die Ideen aus Abschnitt 1.3.4, indem nun ein
gewichtetes Mittel aus s unterschiedlichen Steigungen im Richtungsfeld an
den Punkten (x¢ + ¢;h,n;), j = 1,...,s verwendet wird. Fiir das explizite
Euler-Verfahren ist s = 1, ¢; = 0 und 7, = yp.

b; und c¢; sollten aus den Knoten und Gewichten eines moglichst guten Qua-
draturverfahrens bestimmt werden. Zur Wahl der 7, fordern wir, dass

zo+cjh

zo+cjh
n; = y(xzo + cjh) = yo + / y'(t) dt = yo + / f(t,y(t))de.

Zo Zo

Wir wenden wiederum ein Quadraturverfahren fiir die Integrale auf der rech-
ten Seite an und verwenden dabei die gleichen Quadraturpunkte wie fiir das
erste Integral, d.h. fiir j = 1,..., s verwenden wir

Zo

x0+c]~h s
/ f(ty(t)dt = h Z ajif(zo + cih, m).
=1

Wiederum sollten die Quadraturformeln zumindest konstante Funktionen ex-
akt integrieren, deshalb fordern wir (fiir alle j =1,...,s)

s
E ajp = Cj.
=1

So erhalten wir die allgemeinen Runge-Kutta-Methoden:
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Gegeben aji, bj,c; e R, j=1,...,s, 1 =1,...,5mit
ijzl und Zaﬂ:cj firalle j=1,...,s.
j=1 =1

e Bestimme 7); € R%, j=1,...,s aus

nj :?Ji‘FhiZajlf(%‘l‘Clhianl)a ]: 1a"'78' (14)
=1

e Setze

Yiy1 =Y + Ny Z bjf<$i + Cﬂu; 77]')-

J=1

Runge-Kutta-Methoden kénnen explizit oder implizit sein. Ist

ay =0 firl>y

dann ist 7, = y;, 12 kann aus 7; berechnet werden, usw. (explizite Runge-
Kutta-Methoden). Ansonsten ist (1.4) ein System aus sd Gleichungen fiir die
sd unbekannten Eintréige der d-dimensionalen Vektoren n; € R%, j=1,...,s
(implizite Runge-Kutta-Methoden).

Eine dquivalente Formulierung erhalten wir durch

]{Zj = f(l’l + thi,’f]j).

Gegeben aji, bj,c; € R, j=1,...,5 1 =1,...,s mit

ijzl und Zajl:cj fir alle y =1,...,s.
j=1 1=1
e Bestimme k; € RY, j=1,...,s aus

/fj:f(xi—i-cjh,yl-—khiZaﬂkl), j=1...,s.

=1

e Setze

Yit1 = Yi + hy Z bjk;.

Jj=1
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Die Koeffizienten A = (aj) € R***, b = (b;) € R® und ¢ = (¢;) € R® einer
Runge-Kutta-Methode lassen sich im sogenannten Butcher Tableau zusam-
menfassen:

Ci1|aixr a2 ... Qs

cl A Co | Q21 Q22 ... Q2
bT

Cs | As1 Ag2 ... Qgg

b1 by ... b

Mit dieser Notation erhalten wir fiir das explizite und implizite Euler-Verfahren:
00 1(1
1 1
1.4.4 Wohldefiniertheit impliziter Methoden

Die Vorteile impliziter Runge-Kutta-Methoden werden wir erst in Abschnitt
1.5 kennenlernen. Wir zeigen aber an dieser Stelle schon, dass das nicht-
lineare Gleichungssystem (1.4) fiir hinreichend kleine Schrittweiten eindeutig
16sbar ist.

Satz 1.22

Zu jeder rechten Seite f (die die Generalvoraussetzung erfillt) und jeder
Runge-Kutta-Methode (A, b, c) ezistiert eine Schrittweite hy > 0, sodass fiir
jedes x € [a,b], y € R* und 0 < h < hg das Gleichungsystem fiir die n;

nj:y—i_hzajlf(z—’_clhanl)? jzl,...,S, (15)
=1

eindeutig [0sbar ist.

Beweis: Wir schreiben das Gleichungssystem (1.5) als Fixpunktgleichung

n=®(n)
mit

n:=1_:1]¢eR%, d(n) = : e R*
Ms @807)

und

®;(n) i=y+hY_ auf(x+ahn) R

=1
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Es ist
(1)
(D/(’I’]) _ c Rdsxds’
®i(n)
(0%, o, dxds
P’ (n) = (W 8—%) e R¥xs,
0D,
8_nj = hagfy(z + cih,m) € R
1

Aufgrund unserer Generalvoraussetung und der Aquivalenz aller Normen auf
dem R%*? existiert ein C' > 0, so dass fiir alle 5,/ = 1,...,d jeder Eintrag der

Matrix 88%{ durch Ch beschrankt ist. Damit ist jeder Eintrag von ®'(n) durch

Ch beschrinkt und (wegen der Aquivalenz aller Normen auf dem R%*9)
existiert ein C’ > 0 mit

|9 (n)|| < C'h  fiir alle h >0, n € R%.

Fiir hinreichend kleines hq gilt daher

1
19’ ()| < 5 fiiralle 0 <h<ho, ne R%

und & ist eine Kontraktion, da

18(1®) — a(p)]| =\ / <1>’(77(1)+t(77(2)—17(1)))(77(2)—n“))dtH

1
< Z|lp®@ — @O
<5 [ =0t
Aus dem Banachschen Fixpunktsatzes (Satz 1.6) folgt daher fiir 0 < h < hy
die eindeutige Losbarkeit der Fixpunktgleichung ®(n) = n und damit die
eindeutige Losbarkeit des Gleichungssystems (1.5). O

1.4.5 Runge-Kutta-Ordnungsbedingungen

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass jede Wahl der Runge-Kutta-
Koeffizienten (A, b, ¢) fiir hinreichend kleine Schrittweiten auf l6sbare implizi-
te (oder sogar explizite) Gleichungssysteme fiihrt, das Verfahren also fiir jede
Wahl der Koeffizienten durchfiihrbar ist. Jetzt wenden wir uns der Frage zu,
wie die Koeffizienten gewihlt werden miissen, um ein Verfahren moglichst
hoher Ordnung zu erhalten.
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Satz 1.23
Seien A= (aij)mzl .....
einer Runge-Kutta-Methode.

s die Koeffizienten

ey

(a) Aus
ijzl und Zajk:cj (7=1,...,3)
j=1

folgt, dass das Verfahren (mindestens) Konsistenzordnung 1 besitzt.

(b) Das Verfahren hat genau dann mindestens Konsistenzordnung 2, wenn
zusdatzlich gilt, dass
> by =
j=1

(¢c) Das Verfahren hat genau dann mindestens Konsistenzordnung 3, wenn
zusdtzlich gilt, dass

Zbc = und Zb Za]kck
7=1 k=1

Beweis: Wegen Ubungsaufgabe 4.2 geniigt es, die Behauptung fiir autonome
Differentialgleichungen

Yy =fly), f:R'=R?

zu beweisen.

Sei y eine Losung der DGL, z; € [a,b], y; = y(x;), h = x;11 — z; und y,; 41 die
durch die Runge-Kutta-Methode erzielte Ndherung. Nach Ubungsaufgabe 3.3
gilt

Y(@in) = yi + hf + 1202 f'f + 1/6R°(F1f" f + (f)2f) + O(h?)

wobei wir das Argument (y;) bei f und seinen Ableitungen zur Vereinfachung
der Schreibweise weglassen.

Genauso entwickeln wir die Naherung y;,1. Dabei verwenden wir immer wie-

der . )
m=yiAh Y apflm), Y ap=c; (1.6)
s =1

Zuerst erhalten wir damit

Uj:yi-i-O(h), Vi=1,...,s,
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und daher

f) = fly)+ )y —y) = f+O0(h) Vji=1,...,s,

da f’ nach unserer Generalvoraussetzung beschrankt ist.

Nochmalige Anwendung von (1.6) fiithrt zu
ni—vi=hY apfin) =h>_ apf(y)+O(h*) = he;f(y:) + O(h%).
k=1 k=1

Ein weiteres Mal verwenden wir (1.6) und kombinieren es mit

Fm) = fyi) + F (i) (e — i) + O(R?).

So erhalten wir
nj = vi+ hi aji. f (1)
—yﬂrhzajk (y:) + ' (yi) (e — ) + O(h?))
=y + hz aje(f () + (i) (hewf(yi) + O(h?)) + O(h?))

= yi+he; f(y) + B2 F' () f (i) D agwer + O(R®).

k=1

Mit

s

Yit1 == Yi + hz bjf(?]j), ij =1

=1 =1
folgt (wobei wir das Argument (y;) bei f und seinen Ableitungen weglassen)
Yir1 =i T h Z bi f (n;)
j=1

=t 0ty (1 £ =)+ 5l = )y = ) + 00
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und damit

. S 1 S Y
Yitr =Yi + hf +hf Z bj(n; — yi) + §hz bj(n; — yi)' f (nj — i) + O(h*)
j=1

J=1

=yi+hf+hf Z bj (hcjf +hf'f Z ajkCr + O(h3)>
j=1 k=1

+ %h Z b; (he, f + 0(h2))T f" (hej f + O(R?)) + O(h*)

=1

=yi+hf + 12 f fY bje; + BA(f be Za]kck
7j=1

Jj=1

+ h3fo”be ¢+ O(hY).

Die Behauptung folgt nun aus dem Vergleich der Entwicklungen von y(x;;1)
und Y. U

Bemerkung 1.24
(a) Mit Satz 1.23 lisst sich die Ordnung der Verfahren in 1.5./ bestimmen.

(b) Mit einem systematischeren symbolischen Ansatz konnen Methoden be-
liebig hoher Ordnung konstruiert werden.

(¢) Man kann zeigen, dass die Ordnung eines s-stufigen Runge-Kutta-Ver-
fahrens hochstens 2s ist. Fxplizite Runge-Kutta-Methoden kinnen héch-
stens Ordnung s haben (siehe Abschnitt 1.5.5).

(d) Die in der Prazis wohl am hdufigsten verwendete explizite Runge-Kutta-
Methode ist eine Methode 5. Ordnung von Dormand und Prince, die
durch folgendes Tableau gegeben ist:

0

1 1

5 5

3 3 9

10 | 40 40

4| a4 _56 32

5 15 15 9

8 | 19372 25360 64448 212

9 | 6561 2187 6561 729

1| 9ot _355 46732 49 _ 5108
3168 33 5247 176 18656
35 0 500 125 _ 2187 11
384 1113 192 6784 84
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Dieses Verfahren ist (in Kombination mit einer zur adaptiven Schritt-
weitensteuerung verwendeten Methode 4. Ordnung) unter dem Namen
doprib oder ode4b5 in vielen Programmpaketen der Standardldser fir
Anfangswertprobleme.

1.4.6 Wohldefiniertheit und Konvergenz ohne General-
voraussetzung

Wir haben in den letzten Abschnitten die Wohldefiniertheit und Konvergenz
von Einschrittmethoden nur unter der fiir praktische Anwendungen meist zu
restriktiven Generalvoraussetzung untersucht, dass die rechte Seite des An-
fangswertproblems und ihre partiellen Ableitungen jeder Ordnung beschrénkt
sind. In Beispiel 1.11 und Bemerkung 1.14 haben wir gesehen, dass es fiir rech-
te Seiten mit unbeschréankter Ableitung vorkommen kann, dass das Problem
nur auf einem Teil des betrachteten Intervalls 16sbar ist. Ist die Losbarkeit
jedoch auf dem gesamten Intervall sichergestellt, so iibertragen sich die Kon-
vergenzresultate aus den letzten Abschnitten. Wir fassen dies im folgenden
Satz zusammen.

Satz 1.25
Seien a,b € R, b > a und yo € R%. Auf das Anfangswertproblem

y(x) = flz.y(@) firz€la,b], yla)=yo € R,
mit beliebig oft stetig differenzierbarer rechter Seite
f: [a,b] x R* — R¢
werde eine Runge-Kutta-Methode auf dem Gitter
a=rg<r1<...<1,=0

mit Hochstschrittweite h = max;—y__n(x; — x;—1) angewendet, wobei wie in
Satz 1.19 ein ¢ > 0 existiere mit mit nh < ¢(b — a).

Falls eine Losung y : [a,b] — R® dieses AWP existiert®, so gilt:

(a) Ist das RKV explizit und besitzt Konsistenzordnung p € N, so erfillen
die Iterierten
max |ly; — y(x)|| = O(hP).

=U,...,

3also insbesondere dann, wenn f global und bzgl. = gleichméfig Lipschitz-stetig ist oder
sogar die Generalvoraussetzung aus Abschnitt 1.4.1 erfiillt
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(b) Ist das RKV implizit und besitzt Konsistenzordnung p € N, so existiert
fiir hinreichend kleine h > 0 eine Lésung der impliziten Gleichungen
(1.4), sodass fiir die zugehorigen Iterierten gilt:

Jmax |y, —y(z,)|| = O(h”).

Beweis: Wir gehen analog zum Beweis von Satz 1.13 vor. Sei y : [a, b] — R?

die Losung des Anfangswertproblems. Sei

C =1+ max |ly(z)|”.
z€[a,b]

Wir ersetzen die rechte Seite f des AWP durch eine abgeénderte rechte Seite
fz,n) = f(x, 37)@(||77||2) mit der Abschneidefunktion ¢ aus Ubungsaufgabe
2.2. Dann ist f weiterhin beliebig oft stetig differenzierbar, und wegen

s flam) fi g <G,
fla,m) = { 0 fir |n)®> > C + 1,

erfilllt f die Generalvoraussetzung.

Dann ist y auch die (nach Satz 1.5 eindeutige) Losung des Anfangswertpro-
blems

Y (2) = f(z,y(x)) fiir z € [a,b], y(a)=yo € R™ (1.7)
Bei Anwendung des RKV auf (1.7) sind fiir hinreichend kleine Schrittweiten
die Iterierten gy, . .., y, wohldefiniert und

 max |7 — y(zs)|| = O(RP).

..... n

Insbesondere ist, fiir hinreichend kleine h > 0, ||gjl||2 < C. Auferdem folgt
wie im Beginn vom Beweis von Satz 1.23 aus der Beschrinktheit von f ,
dass fiir alle Zwischenwerte 7; (j = 1,...,s) des i-ten Schrittes des auf das
abgeinderte AWP angewandten Verfahrens gilt:

i =G+ hi y_ apf (@ + ahi i) = §i + O(h).

=1

Fiir hinreichend kleine i > 0 gilt daher auch ||7};]|> < C in jedem Schritt des
Verfahrens und es folgt, dass

=i+ hi Y apf (v + b, i) = G+ hi Y aqf (v + cha, ),

=1 =1
Yitr = Yi + Iy ijf(xi + ¢jhi, ;) = i + ijf(xi + ¢;hi, 7).
j=1 i=1
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Die 7, 16sen also auch das Gleichungssystem zum nicht abgednderten AWP
und die damit bestimmten Iterierten y; zum nicht abgednderten AWP stim-
men mit den Iterierten g; zum abgednderten AWP iiberein. 0

Bemerkung Durch Satz 1.25 ist fiir implizite Verfahren nur garantiert, dass
eine Losung 1y, ...,ns zu konvergenten Iterierenden fiithrt. Die Losung ist
jedoch im Allgemeinen nicht eindeutig, wie das folgende Beispiel zeigt.

Das skalare AWP
y(x) =y*(x), y(0)=0,
besitzt offenbar die (nach Satz 1.13 eindeutige) Losung y(z) = 0. Bei An-

wendung des impliziten Euler-Verfahrens ergibt sich im ersten Schritt mit
Schrittweite h > 0
v = hyt,

was fiir jedes h > 0 die zwei Losungen y; = 0 und y; = 1/h besitzt. Die
impliziten Gleichungen sind also nicht eindeutig 16sbar und es existieren Lo-
sungen der impliziten Gleichung, fiir die die zugehoren Iterierten nicht gegen
die Losung des AWP konvergieren. Wie in Satz 1.25 kann man jedoch zeigen,
dass sich bei Losung der impliziten Gleichungen mit einer Fixpunktiteration
wie im Beweis vom Satz 1.22 mit Startwerten (ny,...,ns) = (vi,...,¥;) eine
zu einem konvergenten Verfahren fithrende Losung ergibt, da sich die selben
Fixpunktiterierten wie bei Anwendung auf ein modifiziertes AWP ergeben.

1.5 Numerik steifer Differentialgleichungen

1.5.1 Steife Differentialgleichungen

Bei dem Pendel aus Ubungsaufgabe 3.5 waren implizite Verfahren (trotz
gleicher Konsistenzordnung) den expliziten weit i{iberlegen. Differentialglei-
chungen, in denen dieser Effekt auftritt, werden steif genannt. Steif ist dabei
kein mathematisch prézise definierter Begriff, sondern wird anschaulich fiir
solche Differentialgleichungen verwendet, bei denen naheliegende Standard-
verfahren (z.B. explizite Runge-Kutta-Methoden) keine (oder nur fiir extrem
kleine Schrittweiten) zufriedenstellenden Ergebnisse liefern. Betrachten wir
das einfache Beispiel

y'(z) =Xy, y(0)=1, A<0.

Offenbar ist die Losung y(z) = e**. Aufgrund der Annahme \ < 0 konvergiert
die Losung mit exponentieller Geschwindigkeit gegen Null.
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Durch Anwendung des expliziten Euler-Verfahrens mit Schrittweite h auf
dieses AWP erhalten wir

Y1 = Yo + hAyg = (1 + h)\),
Y2 = y1 + hdyr = (1 + hX\ )y = (1 + hA)?,

Yn = (L + RN)".

Da A\ < 0 folgt fiir n — oo

Yp > 0 und y, — 0 fir 1+ hA >0,
ypn alterniert im Vorzeichen, y,, — 0 fiir 0 > 14 hX > —1,
yn alterniert zwischen +1 und —1 fiir 1 4+ h\ = —1,

yn, alterniert im Vorzeichen, |y,| — oo  fiir 1 + hX < —1.

Nur fiir 1 + A > —1 (d.h. h < —2/X) zeigen die Approximationen also das
korrekte Langzeitverhalten und konvergieren gegen Null, und fir h > —1/A
oszillieren die Approximationen. Fiir dieses AWP mit stark negativem A lie-
fert die explizite Euler Methode also nur fiir extrem kleine Schrittweiten
brauchbare Ergebnisse.

Betrachten wir zum Vergleich die implizite Euler-Methode:

yi=vo+h\yy =y = (1—h\)"",
Yo=vy1+h s =y =(1—h\)"'ys = (1 —h\)">,

Yo = (1 —hA)™"

Fiir jede Schrittweite h ist 1 — hA > 1. y, bleibt also stets positiv und
konvergiert gegen Null fiir n — oc.

Implizites und explizites Euler-Verfahren besitzen die gleiche Konsistenzord-
nung. Fir h — 0 konvergieren sie gleich schnell gegen die wahre Losung.
Jedoch gibt es zwei Eigenschaften der wahren Losung, Positivitdt und Ab-
fallverhalten, die nur die Iterierten des impliziten Euler-Verfahrens fiir alle
Schrittweiten zeigen. Die Iterierten des expliziten Euler-Verfahrens haben
diese Eigenschaften erst fiir extrem kleine Schrittweiten.

Das betrachtete AWP ist also steif in dem Sinne, dass die wahre Losung
gewisse Eigenschaften besitzt, die so wichtig sind, dass man nur solche nu-
merischen Approximationen akzeptieren wird, die diese Eigenschaften auch
besitzen.
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1.5.2 Die Testgleichung

Wir motivieren nun heuristisch, dass sich das im letzten Abschnitt beob-
achtete Verhalten auch in allgemeinen Anfangswertproblemen wiederfinden
lasst.

Betrachten wir das allgemeine AWP

y'(z) = flz,y) Vo €la,b,  yla)=1y, € R

Gemif Ubungsaufgabe 4.2 koénnen wir es in eine autonome Gleichung um-
formen. Auferdem koénnen wir durch Verschiebung annehmen, dass zy = 0.

y' (@)= f(y), y(0) =y R

Fiir kleine Anderungen in 2 wird sich die Lésung nur wenig verdndern. Wir
erwarten also, dass sich y lokal wie die Losung der linearisierten Gleichung

y'(2) = f(y) =~ f(yo) + (%) (y — vo), ¥(0) =yo € RY,

verhalt.

Wir nehmen noch an, dass sich die Shifts f(yy) und yo durch geeignete Trans-
formationen eliminieren lassen. Lokal lasst sich das AWP dann durch die
Losung der Gleichung

y'(z) = My
mit einer Matrix M € R%*? approximieren. Ist M diagonalisierbar mit Ei-
genwerten Aq, ..., Ay, dann ist dies dquivalent zu d skalaren Testgleichungen

y;:Ajyja jzl,,d
Die Eigenwerte A\; werden im Allgemeinen komplex sein. Offenbar gelten aber
alle Ergebnisse dieses Kapitels auch genauso fiir komplexwertige Gleichungen.

Insgesamt scheint es also erstrebenswert, Methoden zu konstruieren, die nicht
nur moglichst schnell konvergieren, sondern auch qualitativ richtiges Verhal-
ten zeigen fiir die komplexe skalare Testgleichung

vy =Xy, MeC.

Aufgrund der Linearitdt der Gleichung kénnen wir dabei den Anfangswert
auf y(0) = 1 setzen.
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1.5.3 Die Stabilitatsfunktion

Nach Abschnitt 1.5.1 gilt fiir die Iterierten des expliziten und impliziten
Euler-Verfahrens bei Anwendung auf die Testgleichung (mit A < 0)

ylgexpl) — (1 + h)\)zyo — (R(expl)(h)\))lyo’
yi(impl) = (1- hA)_iyo _ (R(impl)(h/\))zyo’

wobei

REM(():=(14+¢) und R =(1-¢)"

Offenbar gilt das auch fiir A € C. Wie gut die Verfahren fiir die Testgleichung
funktionieren, lasst sich also vollstdndig mit der Funktion R({) beschreiben.
Gleiches gilt fiir allgemeine Runge-Kutta-Methoden.

Definition 1.26
Seien

A= (aij)i,jzl ,,,,, s ER™ b= (b)im

..........

die Koeffizienten einer Runge-Kutta-Methode. Sei 1 := (1,...,1)T € R® und
I € R*** sei die Einheitsmatriz. Fir ( € C definieren wir

R =1+¢"I-¢A) 1 eC

falls T — CA invertierbar ist. Ansonsten schreiben wir formal R(() = oo.
(Offenbar ist dies genau dann der Fall, wenn % ein Eigenwert von A ist, also
fiir héchstens s komplexe Zahlen).

Satz 1.27
Betrachte die Anwendung der Runge-Kutta-Methode mit Koeffizienten A € R***,
b,c € R* auf die Testgleichung

mit A € C und Schrittweite h > 0.

Ist die Matriz I — hAA € C**° invertierbar, so ist die Runge-Kutta-Methode
anwendbar (d.h. die moglicherweise impliziten Gleichungen l6sbar) und ihre
Iterierten sind gegeben durch

y; = (R(hN))".
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>0 ——0o—-oo——
Zo X T2 Z3 T4

(a) Anwendung des expliziten
Eulers auf die Testgleichung fiir
A=0.3

Y

—————e—o—— ||
i I ) T3 Ty

(c) Anwendung des expliziten Eu-
lers auf die Testgleichung fiir
A=-0.3

> —eo—— |
Zo x T2 X3 Ty

(b) Anwendung des impliziten
Eulers auf die Testgleichung fiir
A=0.3

(Y

—eo—o—0o—o—— |
Zo I ) T3 Ty

(d) Anwendung des impliziten
Eulers auf die Testgleichung fiir
A=-0.3

Abbildung 1.10
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Beweis: Anwendung der Runge-Kutta-Methode liefert das (moglicherweise
implizite) Gleichungssystem

nj:yi+hzajl)\nla jzl,..‘,S.
1=1
Mit 7 := (m1,...,ns)" € C* ist das dquivalent zu
n=vyl+h\An <= (I —h\A)p=yl.
Ist I—hAA invertierbar, so existiert eine eindeutige Losung 7 und wir erhalten

Yi =yi-1t+h Z bjAn; = yi—1 + hAb'

j=1
= Yi-1 + h/\bT(I — h)\A)_lyi_l:ﬂ_ = (1 + h)\bT(I - h)\A)_ll)yi_l
= (14 (I =¢A D'y = (RQ)', ¢:=hr O
Beispiel 1.28
(a) Die Stabilititsfunktion des expliziten Euler-Verfahrens ist R(¢) :== 1+ (.
(b) Die Stabilititsfunktion des impliziten Euler-Verfahrens ist R(¢) = (1—¢)™!.

(¢) Das Butcher Tableau fiir die implizite Mittelpunktsformel aus Abschnitt
1.3.4 st (vgl. Ubungsaufgabe 4.1):

1/2 1{2

Die Stabilitatsfunktion ist also

_14¢/2

RO =1+C"(I-CA T =1+¢(1-¢1/2)7"1 = s

1.5.4 Stabilitat

Die exakte Losung der Testgleichung ' = Ay, y(0) = 1, ist

y(r) = .
Es gilt also
— oo fiir x — oo, wenn Re(A) > 0,
ly(x)] ¢ — 0  fiir x — oo, wenn Re(\) < 0,

=1 fir alle z > 0, wenn Re()\) =0,
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und auferdem ist, fiir alle x > 0,
ly(z)| = 0, wenn Re(\) — —o0.

Dies motiviert die folgende Definition.

Definition und Satz 1.29

y; = y(hi) seien die Approzimationen einer Einschrittmethode auf die Test-
gleichung y' = Ay, y(0) = 1, mit dquidistanten Gitterpunkten x; = hi. Die
Methode heifit

o A-stabil, falls fiir Re(\) < 0 stets gilt, dass

|Yit1| < |yi|  fiir alle i und alle Schrittweiten h,

e Isometrie-erhaltend, wenn fir Re(\) = 0 stets gilt, dass

Yiv1] = |yl fir alle i und alle Schrittweiten h,

o L-stabil, wenn sie A-stabil ist und (fir alle h > 0)

ly1] = 0 fiir || — oc.
Eine Runge-Kutta-Methode ist genau dann

o A-stabil, wenn |R(C)| <1 fiir alle ¢ € € mit Re(¢) <0,
o Isometrie-erhaltend, wenn |R(C)| =1 fir alle ¢ € C mit Re(¢) =0,
o L-stabil, wenn A-stabil und |R(C)| — 0 fir |¢] — oc.

Beweis: Die Aquivalenzen folgen aus y; = (R(hA))". O

Aus der Cramerschen Regel folgt, dass die Stabilitédtsfunktion einer Runge-
Kutta-Methode stets eine rationale Funktion ist, so dass (bei der Definition
der L-Stabilitdt) das Verhalten fiir || — oo mit dem fiir Re({) — —o0
iibereinstimmt.

Beispiel 1.30

(a) Explizites Euler-Verfahren:

IRG)| =1+ =v2>1.

Das explizite Euler-Verfahren ist also weder A-stabil noch Isometrie-
erhaltend.
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(b) Implizites Euler-Verfahren:
Fiir alle ¢ € © mit Re(¢) < 0 ist

1 1

IR(C)| = = R =R L1 = O
1

<1
V(1 —Re(¢))? + Im(¢)?

Das implizite Euler-Verfahren ist also A-stabil. Auferdem ist |R(()| — 0
fiir |¢| — oo, das Verfahren ist also auch L-stabil.

Es ist jedoch R(i) = 1/|1 —i| = 1/v/2 < 1, das Verfahren ist also nicht
Isometrie-erhaltend.

(¢) Die implizite Mittelpunktsformel ist A-stabil (jedoch micht L-stabil) und
Isometrie-erhaltend (siehe Ubungsaufgabe 7.2).

Betrachten wir noch einmal die Testgleichung mit Re(\) < 0. A-Stabilitit be-
deutet, dass die Approximationen das korrekte qualitative Verhalten |y;11| < |y
fiir jede Schrittweite h > 0 zeigen. Auch wenn eine Methode nicht A-stabil ist,
kann sie dennoch dieses korrekte Verhalten zeigen, wenn nur die Schrittweite
klein genug gewéhlt ist (sodass |R(hA)| < 1). Dies motiviert die folgende
Definition.

Definition 1.31
Zu einer Runge-Kutta-Methode mit Stabilititsfunktion R(C) definieren wir
das Stabilitdtsgebiet durch

={CeC: R <1} cC

Beispielsweise besteht das Stabilitatsgebiet des expliziten Euler-Verfahrens
aus allen ¢ € € mit

1> [R(OF = [1+¢[* = (1+ Re(¢))* + Im(¢)*,

d.h. dem abgeschlossenen Kreis mit Radius 1 um z = —1 in der komplexen
Ebene.
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Abbildung 1.11: Stabilititsgebiet des expliziten Euler-Verfahrens

1R

Abbildung 1.12: Stabilititsgebiet des impliziten Euler-Verfahrens
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1R

stabil | 1 instabil

Abbildung 1.13: Stabilititsgebiet des impliziten Mittelpunkt-Verfahrens

1.5.5 Nachteile expliziter Verfahren

In unseren Beispielen waren nur implizite Verfahren A-stabil oder Isometrie-
erhaltend. Tatsédchlich konnen explizite Verfahren diese Eigenschaften nicht
besitzen, wie wir in diesem Abschnitt zeigen.

Satz 1.32
Die Stabilitatsfunktion einer expliziten Runge-Kutta-Methode mit s Stufen ist
ein Polynom der Ordnung s.

Beweis: Seien A € R***, b € R?, ¢ € R?® die Koeffizienten der Methode.
Da die Methode explizit ist, ist A eine strikte untere Dreiecksmatrix. Man
zeigt leicht, dass in hoheren Potenzen von A immer mehr Diagonalen durch
Nullen aufgefiillt werden, und schlieklich A% = 0 gilt:

0000 0 0000 0
* 000 0 0000 0
* %« 0 0 0 ) *x 0 0 0 0
A= * x *x 0 0 , AT= * x 0 0 0 |-
%k k% 0 * ok ok X 0
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i

il

(a) Anwendung des expliziten Eulers auf die Pendelgleichung

(b) Anwendung des impliziten FEulers auf die Pendelgleichung

* O O O

*

O O OO

*

O O O O

*

Aus A® = 0 folgt dass

o O OO

o O OO

Abbildung 1.1/

A=

also (I —CA) ' =T+ CA+...¢57tAL

R(¢) := 1+ ¢bT(I — CA)~'1 ist also ein Polynom der Ordnung s.

Satz 1.33

o O O O

o O O O

o O O O

(I—CAYI+CA+...¢tA ) =1

o O O O

o O O O

O

Explizite Runge-Kutta-Methoden sind weder A-stabil noch Isometrie-erhal-

tend.




1.6. LINEAR IMPLIZITE METHODEN

Beweis: Fiir jedes Polynom R(() gilt |R(¢)| — oo fiir |¢| — oc. O

Aufterdem erhalten wir noch die schon in Bemerkung 1.24 angesprochene
Ho6chstgrenze in der Ordnung expliziter Verfahren:

Satz 1.34
Die Konsistenzordnung einer expliziten Runge-Kutta-Methode mit s Stufen
ist hdchstens s.

Beweis: Nach Satz 1.32 ist die Stabilitdtsfunktion ein Polynom der Ordnung
s, also

R(Q)=ro+rC+...+7% 710,...,75 €R.

Betrachte die Anwendung der Methode auf die Testgleichung mit A = 1, also
y =y, y(0) =1

y1=R(h) =ro+rih+...+rh’

1 1 1
ylar) = " =Tt bt gh? .4 Sh* 4 b 4 O(h).

(s+1)!

Hochstens die ersten s Terme der Entwicklungen konnen iibereinstimmen,
sodass der lokale Fehler einer expliziten Methode hichstens O(h*T1), also die
Ordnung héchstens s sein kann.* O

1.6 Linear implizite Methoden

Wir haben gesehen, dass steife Differentialgleichungen implizite Methoden
erfordern. Im Allgemeinen erfordert die Anwendung einer impliziten Runge-
Kutta-Methode aber die Losung von s gekoppelten d-dimensionalen nicht-
linearen Gleichungen

kj:f($i+cjhayi+hzajlkz), j=1,...,5,
=1

4Streng genommen haben wir in dieser Vorlesung nur fiir AWP, die die Generalvoraus-
setzung erfiillen, die Konsistenzordnung iiber den lokalen Fehler definiert, und die Test-
gleichung erfiillt die Beschrinktheitsbedingung aus der Generalvoraussetzung nicht. Da
die Testgleichung aber offensichtlich 16sbar ist, gilt mit dem Abschneideargument aus
Satz 1.25 der Zusammenhang zwischen Konsistenzordnung und lokalem Fehler auch fiir
die Testgleichung.
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nach den sd unbekannten Eintrdgen der k;, j = 1,...,s. Ziel dieses Ab-
schnitts ist die Herleitung von einfacheren und weniger Rechenaufwand er-
fordernden, aber dennoch stabilen Methoden.

Wir beschranken uns dabei auf autonome AWP

v =f), wxo)=wo

(nach Ubungsaufgabe 4.2 kann jedes AWP in diese Form gebracht werden).

Die erste Vereinfachung ist, dass wir eine Runge-Kutta-Methode verwenden,
fiir die A eine linke untere Dreiecksmatrix ist, also a;; = 0 fiir [ > j. Dann
kénnen die Gleichungen fiir die &;,

7—1
ki = f(yi "’hzajlkl +aj;hk;), j=1,....s,

=1

beginnend mit k; eine nach der anderen geldst werden. Statt eines sd-di-
mensionalen nicht-linearen Gleichungssystems miissen wir so nur s mal ein
d-dimensionales nicht-lineares Gleichungssystem losen. Diese bringen wir auf
Nullstellenform, also gegeben ki, ..., k;_; ist k; so zu bestimmen, dass

7—1

0= F](k]) = kj - f(yz + hz Cljlkl -+ ajjhkj).

=1

Anwendung des Newton-Verfahrens ergibt ausgehend von einer Startnihe-
rung kj(-o) die Iterationen

B = K = E )T E (),

J I

wobel
j—1

F]/(kfj) =1—- f/(yz + hZaﬂl{:l + ajjhk;j)ajjh.

=1

Als weitere Vereinfachung ersetzen wir fiir alle j die wahre Jacobi-Matrix
Fi(kj) durch
F/<k]) ~1— &jth, J = f/<y1)

J

Aufterdem fithren wir nur einen einzelnen Newton-Schritt durch, d.h. fiir alle




1.6. LINEAR IMPLIZITE METHODEN

g =1,..., s setzen wir

ki = kY — (I —aj;hd) " F (k)

j—1

=1

j—1
= (I —ajhJ)™" (f(yi +h Z ajiki + ajjhkj('())) - ajjhjk§o)> :

=1

Es bleibt noch die Wahl der Startwerte k](-o) zu klédren. Hierzu verwenden wir
eine lineare Kombination der bereits berechneten k;, [ =1,...,7 — 1:

7j—1
]ilj(o) = Z dﬂ/ajjk:l
=1

mit noch zu bestimmenden Koeffizienten d;;. Insgesamt erhalten wir so die
linear impliziten (auch: Rosenbrock-) Runge Kutta Methoden.

Gegeben aji, dji;, bj,c; e R, j=1,...,8,l=1,...,s.
e Setze J := f'(y;) und bestimme k;, j = 1,..., s nacheinander
aus

j—1 Jj—1
kj = (I—a;;hJ)™" (f(yi + 0> (ap+dpk) —hJ Y dﬂkl> :

=1 =1

e Setze

Yix1 = Yi + hz bik;.

i=1

Bemerkung 1.35
Fiir alle k € RY ist

I = agsh D)kl 2 [[E|] = llag;h Tkl = (1 = lag;|R [ T]]) [|%]]

Fir 1—|aj;|h||J]| > 0 (also h < m) ist I —ajjhJ € R™? deshalb injektiv
und damit auch bijektiv. Auferdem gilt in dem Fall fiir alle k € R?, dass

(L= [ag|h [T |(I = aj;hJ) " k|| < |[(I = aj;h )T — aj;hd) k|| = ||k
und damit ||(I — a;;hJ)™| <

N S
1=lag;|hllJ]|*

ot
at
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Satz 1.36

Seien (A,b,c) die Koeffizienten einer Runge-Kutta-Methode, wobei A eine
linke untere Dreiecksmatriz und aj; # 0 sei. Dann hat die dazugehdrige li-
near implizite Runge-Kutta-Methode im folgenden Sinne die gleichen Stabi-
litatseigenschaften wie die urspringliche Methode:

Ist R(C) die Stabilitatsfunktion der urspringlichen Methode, dann ergeben
sich fiir jede Wahl der dj; bei Anwendung der linear impliziten Methode auf
die Testgleichung

v =Ny, y(0)=1

die Approximationen

Yi = (R(hk))l?

wenn I — hAA invertierbar ist (also 7 # aj; fir alle j).

Beweis: Wir wenden die linear implizite Methode auf die Testgleichung an

Fiir alle y ist J = f'(y) = A und damit

j—1

j—1
kj = (1 —aj;h\)~" ()\(yi + 0> (ap+dpk) —hAY dﬂkl>
=1

=1

j—1
= (]_ — ajjh/\)—l <)\yZ + h/\z CLjﬂCl) .

=1

Mit k := (ky, ..., ks)T ist das dquivalent zu

1— &Hh)\ 0 Ce 0 k‘l )\yz
—aglh)\ 1— a22h>\ Ce 0 ]{72 )\yz
—ag1hA —aghA ... 1—ash\ kg Ay;

Wenn I — hAA invertierbar ist, dann ist also
k= My (I —hAA)'1
und damit

Y1 = yi + ho k= (1 4+ hAT (1 — hAA) 1)y, = R(h\)y;. O
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Beispiel 1.37
(a) Linear-implizites Euler-Verfahren

Fiir das implizite Fuler-Verfahren

1)1
1

ist A eine linke untere Dreiecksmatriz und keine d-Koeffizienten notig.
Das dazugehorige linear-implizite Euler-Verfahren lautet

Yirr == yi +hk,  mit k=T —=hf'(y:)" fwi)-

\

VvV

Abbildung 1.15: Anwendung des lienar impliziten Eulers auf die Pendelglei-
chung

(b) Linear-implizites Mittelpunktsverfahren

Genauso erhalten wir das linear-implizite Mittelpunktsverfahren:
Yirr =g+ bk, mit k= (1= h/2f (y:))" f(yi)-

(c) ode23s

Das wohl am hdaufigsten verwendete linear-implizite Verfahren besteht aus
der folgenden Kombination einer zweistufigen (y) und einer dreistufigen

(y) Methode:
ki = (I —ahJ)™" f(y:)
ko = (I —ahJ)™" (f(yi +h/2k) — ahJki)
k}g = (I — CLhJ)il (f(yz + hkg) - d31h<]kl - d32th2)
=y + hko

Yi+1

R h
Yir1 =Y + g(lﬁ + 4ko + k3),
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mat
1 ; 4442 g 6+ /2
a:=—-, =——, = —
24v2 T 242 TP a1V

y und § werden wie in Ubungsaufgabe 5.4 zur adaptiven Schrittweiten-
steuerung kombiniert. Das Verfahren ist in Matlab unter dem Namen
ode23s eines der zur Losung steifer DGL empfohlenen Verfahren.

J = f,<yz)7

Lemma 1.38
Das linear implizite FEuler-Verfahren ist L-stabil, das linear implizite Mittel-
punktsverfahren ist A-stabil und Isometrie-erhaltend.

Beweis: Dies folgt aus Satz 1.36 und den Stabilitdatseigenschaften des im-
pliziten Euler-Verfahrens und des impliziten Mittelpunktsverfahrens. U

Eine linear implizite Methode besitzt nach Satz 1.36 die gleichen Stabilitéts-
eigenschaften wie die urspriingliche Methode, aber (je nach Wahl der d;;)
kann sich die Konsistenzordnung unterscheiden. Wie in Satz 1.23, lassen sich
Ordnungsbedingungen fiir die Koeffizienten von linear impliziten Verfahren
herleiten. Wir zeigen nur exemplarisch am Beispiel ode23s die Berechnung
der Ordnung eines linear impliziten Verfahrens unter der Generalvorausset-
zung aus Abschnitt 1.4.1. Analog zu Abschnitt 1.4.6 folgt daraus auch die
Konvergenz auch fiir den allgemeinen Fall einer unendlich oft differenzier-
baren rechten Seite f, falls die Losbarkeit auf dem kompletten betrachteten
Intervall sichergestellt ist.

Satz 1.39
Die in Beispiel 1.37 beschriebene zweistufige Methode zur Berechnung von y
in ode23s besitzt Konsistenzordnung 2.

Beweis: Fiir jedes k € R? ist
(L = ahJ)k|| = [|k]| — ah [[.J]| [k
und J = f’(y;) ist aufgrund unserer Generalvoraussetzung unabhéngig vom

Anfangswert x;, y; beschrinkt.

Fiir hinreichend kleine h > 0 ist die Matrix I — ahJ also invertierbar und es
gilt (mit unserer Konvention bzgl. der Landau-Notation aus Abschnitt 1.4.2)

)_1H < 1 _ 1
1—ah|[7] ~ 1+O(h)

(I = ahJ = 0O(1).




1.6. LINEAR IMPLIZITE METHODEN

Wir gehen nun wie im Beweis von Satz 1.23 vor. Nach Ubungsaufgabe 3.3
gilt fiir die Losung von ¢' = f(y), y(x;) = v

Y(xis1) = yi + hf + 1207 ' f + O(h?)

wobei wir wieder das Argument (y;) von f und f’ weglassen.

Wir wollen dies mit
Yix1 = Yi + hko,

vergleichen und miissen dazu also &, bis zur Ordnung O(h?) entwickeln. Dazu
bendtigen wir die Entwicklung von k. Aus

ki=({—ahd)"'f und ||(I—ahd)'||=0(1)

folgt k1 = O(1). Wir verwenden die Definition von k; noch einmal und er-
halten

Fiir ko folgt zuerst
kQ = (I — ahJ)_l (f(yo + h/2 kl) — ahJ/ﬁ) = O(l)
und dann durch nochmalige Anwendung der Definition von ks

/{32 = f(yo + h/2 ]{71) - CLthl + CLth'Q
= f+h/2f' ki + O(R*) — ahJk, + ahJky = f + O(h).

Noch ein weiteres Mal verwenden wir die Definition von ks und erhalten
zusammen mit k; = f + O(h), dass

]{?2 = f + h/2 flk'l + O(h2) — CLhJ]{Jl + CLhJ]{?Q
= [+h/2f [ —ahJf+ahJf+O(h*) = f+h/2f [+ O(h?).

Insgesamt ist also
Yir1 = Yi + hky = yi + hf +1h%)2 f'f + O(h%) = y(wi1) + O(R?),

die Methode besitzt also Konsistenzordnung 2. U
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1.7 Mehrschrittverfahren

Wir beschreiben nun noch kurz die wesentliche Idee der Mehrschrittverfah-
ren. Dabei beschrénken wir uns in diesem Abschnitt auf dquidistant gewahlte
Gitterpunkte

x; =x9+1ih, h>0.

In einem m-Schritt Verfahren verwenden wir die letzten m Approximationen
Yiemi1 2 Y(Timmi1), - Yi = y(T)

zur Bestimmung der ndchsten Approximation y;11 =~ y(x;41). Fir die Be-
stimmung der dafiir nétigen ersten Werte yi,...,yn_1 konnen dabei Ein-
schrittverfahren oder Mehrschrittverfahren mit weniger Schritten verwendet
werden.

1.7.1 Adams-Bashforth Methoden

Zur Bestimmung von y; 11 =~ y(z;41) aus Yi—m+1, - - -, y; verwenden wir zuerst
wie bei der Herleitung der Runge Kutta Methoden

Tit1 Tit1
Yoot — i ~ (@) — y(w) / y(x) de = / f(ay(2)) da.

Die Funktion
z— f(z,y(z))

ist (zumindest ndherungsweise) an den Stellen
fi=f5,y;) = fxy,y(zy), j=i—m+1,... ;i

bekannt. Es liegt daher nahe, die unbekannte Funktion  — f(x,y(z)) durch
ihr Interpolationspolynom f(z,y(x)) ~ p(z), p € 11,,,_1 durch die Stiitzstellen
(zj, f;), 5 =i—m+1,...,i zu ersetzen. Mit Hilfe der (aus der Numerik I
bekannten) Lagrange-Grundpolynome

lp(x) = H ZE—117 k=i—m+1,...,i

kénnen wir das Interpolationspolynom schreiben als

p(x)= Y fuls().

k=i—m+1
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Abbildung 1.16: Interpolationspolynom durch sieben vorgebene Punkte

So erhalten wir

Ti+1 Ti+1
yz‘+1—yi%/ Z fk/ l(x) dx

k=i—m+1
=h Z fk/lkzvﬁ—th)d
k=i—m+1
, +th —
=h Z fk/ Lt n gy
k=i—m-+1 0 =imm+1,.., Lk — L1
£k
1=+t
=h dt
IR | =
k=i—m+1 l=i—m+1,...,3
£k

Mit der Umnummerierung &k =i —m + j und [ =i — m + j’ kénnen wir das
schreiben als

Yi+1 — yz—hz.fz m+]/ H j +tdt h26jfl m—+j)

,,,,,

J/

mit (von h und ¢ unabhéngigen!) Konstanten f3; € R.

Die so erhaltenen Methoden heiflen explizite Adams Methoden oder Adams-
Bashforth Methoden.
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Beispiel 1.40
Fiir den Spezialfall m = 1 ergibt sich die explizite Euler-Methode. Fir m = 2

1St
to_924¢ ! 1
= = “dt=— [ tdt=—-=
b ,A 1-2 A 2

1o 141t ! 3
= ——dt = t+1)dt ==
pe ‘A —1+2 A(‘+) 2’

also yir1 = yi + h(3fi — 5 fic1).

1.7.2 Weitere auf Integration basierende Methoden

Analog lassen sich implizite Adams Methoden (Adams-Moulton-Methoden)
aufstellen, indem das Interpolationspolynom durch die Stiitzstellen (z;, f;)
fiir j = i—m+1, ..., 141, also inklusive der noch zu bestimmenden Stiitzstelle
gewihlt wird. Dies fiithrt auf Formeln der Form

m—+1 m+1
Yier =Yi T h Z Bifi—m+; =Yi th Z Bi f(ivmtjs Yimm+)- (1.8)
ps =1

Eine verbreitete Methode diese impliziten Gleichungen zu losen, ist es zu-
erst eine Naherung an y;,1 (und damit an f;,1) durch die explizite Adams
Methode zu bestimmen. Diese Néherung wird dann als Startwert fiir eine
Fixpunktiteration der Gleichung (1.8) verwendet (iiblich sind ein oder zwei
[terationsschritte). Dieses Vorgehen heifst Predictor-Corrector- Verfahren.

Das Integrationsintervall bei der Herleitung der Methoden konnte auch vor
x; liegende Bereiche umfassen, z.B.

Yir1 — Yio1 = Y(@ig1) — y(wi1) = / o y'(x) dr = / o [z, y(z))dz.

Ti—1 Ti—1

Analag zum Adams-Verfahren kénnen wir f durch sein Interpolationspo-
lynom (mit oder ohne Verwendung der unbekannten Stiitzstelle ;. 1, fi11)
anndhern und erhalten (implizite bzw. explizite) Formeln der Form

m—+1

Yip1 = Yi—1 + h Z Bjfiem+s bzw.  yi1:=yi1+h Z Bj fimm+j-
j=1 =1

Diese Formeln heiften Nystrom-Methoden (die explizite Variante) oder Milne-
Simpson-Methoden (die implizite Variante).
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1.7.3 Auf Differentiation basierende Methoden

Die bisher betrachteten Mehrschrittverfahren beruhten auf der Idee die Funk-
tion z — f(x,y(z)) = y'(z) durch ein Interpolationspolynom zu approximie-
ren und dieses zu integrieren. Stattdessen konnen wir auch die (Approxima-
tionen an die) Funktionswerte y; i1, .., ¥y;s1 durch ein Polynom interpo-
lieren. Wie bei der Herleitung der Adams-Bashforth Methode lésst sich das
Interpolationspolynom ¢ € II,,, schreiben als

i+1
Tr—T
g@)= > wh(x), k@)= ] :
k=i+1—m I=i+1—m,...,i+1 Tk — X
14k
also
i+1
T, +th —=x
q(z; +th) = Z n H %l
k=i+1—-m l=i+1?;r;c,m,i+1 Tk L
i+1 )
1—1+t
= 2w NI 5
k=i+1—m l:1+17;r;;“,1+1
m+1 .
m—7 +1
=D v ]I 5
7j=1 j'=1,...,m+1 J J
3'#i

Wir kénnen nun versuchen, den unbekannten Wert ;.1 so zu bestimmen,
dass das Interpolationspolynom ¢ im aktuellen Gitterpunkt x; die Differen-
tialgleichung erfiillt, also

q/(ﬂ?z‘) = f(zi, ys).

Wegen
10
() = +27q(ws +th)|i=
d() = 3 ooale + )y
sy 0 m—j +t
e E Z yzfm+] a . H j _ j, =0
7j=1 i'=1,....,m+1
. 5 )
=:a;
fiihrt dies auf Formeln der Form
m+1
Z Yimmtj = hf (@i, yi),
j=1
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die sich (fir a,,,11 # 0) explizit nach y;,1 auflésen lassen.

Genauso fithrt die Forderung, dass das Interpolationspolynom ¢ im néchsten
Gitterpunkt z;,, die Differentialgleichung erfiillt, mittels

10
¢ (zi11) = ﬁ&qwﬂ + th)]i=o

m+1

1 0 m+1—j5"+t
_]=1 i’=1,..., m—+1
. 3'#i )
=
auf implizite Methoden der Form
m—+1
Z jYimmtj = f (Zis1, Yir1)-
j=1

Die so entstandenen impliziten Formeln heifen auch BDF-Methoden (Back-
ward differentiation formula).

Beispiel 1.41
Fiir die implizite BDF-Methode mit m = 1 erqgibt sich

_olwl-2+t
Tt 1-2 =
R L e b I
T o 2—1  li=o

also
—ly; + 1yisv1 = hf (Tis1, Yirr),
und damit gerade die implizite Euler-Methode.

1.7.4 Konvergenz linearer Mehrschrittmethoden

Alle bisher kennengelernten Mehrschrittmethoden koénnen wir in der allge-
meinen Form

m+1 m+1
§ QjYi—m+j = h E Bj fimm+i
Jj=1 Jj=1
mit Konstanten aq, ..., Qmni1, 51,y - - -5 Bs1 € R schreiben.
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Wir geben in dieser Vorlesung nur eine ganz kurze Zusammenfassung der
Theorie dieser Methoden. Eine ausfiihrlichere Darstellung findet sich z.B. in

[ |

Analog zu Einschrittmethoden definiert man auch bei Mehrschrittverfahren
die Konsistenzordnung durch Betrachtung des lokalen Fehlers

|Yit1 — y(@iv1)]l

der sich ergibt, wenn die Methode auf m exakte Werte

Yi—m+1 = ?/(ﬂfifm+1)> e Y = y(fl?z)

angewendet wird.

Das Konvergenzresultat fiir Einschrittverfahren in Satz 1.19 lasst sich jedoch
nicht unmittelbar auf Mehrschrittverfahren {ibertragen. Im Gegensatz zu Ein-
schrittverfahren folgt aus der Konsistenz eines Mehrschrittverfahrens nicht
automatisch Konvergenz, sondern dies erfordert eine zusétzliche Stabilitats-
eigenschaft. Die in Abschnitt 1.7.1 und 1.7.2 vorgestellten Adam-Varianten
erfiillen diese zuséatzlichen Eigenschaften, die BDF-Formeln jedoch nur bis
m < 6.

1.8 Eindimensionale Randwertprobleme

1.8.1 Motivation: Diffusionsprozesse

T T+,

Abbildung 1.17

Neben Anfangswertproblemen treten in der Praxis auch Randwertprobleme
fiir gewohnliche Differentialgleichungen auf. Die Theorie und Numerik dieser
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Probleme ist eng mit der fiir partielle Differentialgleichungen verwandt, da
(wie in der folgenden Motivation) Randwertprobleme fiir gewohnliche Diffe-
rentialgleichungen oft als eindimensionale stationédre Spezialfélle von Rand-
wertproblemen fiir partielle Differentialgleichungen (PDGL) auftreten. Die
folgende Modellierung von Diffusionsprozessen folgt dem sehr lesenswerten

Buch | |.

Wir betrachten ein Rohr mit Querschnitt A, das von einer Lésung durchflos-
sen wird. Wir bezeichnen mit

x: die Position innerhalb des Rohres, etwa = € [0, 1],
C(z,t): die Konzentration des gelosten Stoffes am Ort x zur Zeit ¢,

J(x,t): die Flussdichte der Losung, d.h. welche Masse des Stoffes einen Ein-
heitsquerschnitt pro Zeiteinheit durchquert.

Wir betrachten den Rohrabschnitt zwischen z und z 4 dx. Dabei nehmen wir
an, dass dx so klein ist, dass die Konzentration in diesem Abschnitt rdumlich
konstant ist.

Die Gesamtmasse innerhalb des Abschnitts ist also

AdxC(x,t).

Nun nehmen wir an, dass 0t so klein ist, dass der Fluss im Zeitabschnitt
zwischen t und ¢ + dt zeitlich konstant ist. Aufgrund des Flusses wird sich im
betrachteten Abschnitt des Rohres die Gesamtmasse in diesem Zeitabschnitt
andern um

J(z,t)Adt — J(z + ox,t) Adt,
vgl. Abbildung 1.17.

Wenn es keine anderen die Masse dndernden Phénomene gibt, so gilt also
AbxC(x,t + 0t) = AdxCl(x,t) + J(x,t)Adt — J(x + 0x,t) Adt

also
C(z,t+6t) — C(x,t) J(z + bz, t) — J(z,1t)

ot ox

und mit dz — 0, 6t — 0 erhalten wir die Bilanzgleichung (auch: Kontinui-

tatsgleichung)
C(z,t)  0J(z,t)

ot ox
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Das einfachste Model fiir Diffusion ist Fick’s Gesetz, das besagt, dass die
Flussdichte proportional ist zum Konzentrationsgefélle

oC (z,t)

J(z,t) = —D(x) e

(D(z) heifit Diffusionskonstante).

So erhalten wir eine partielle Differentialgleichung, die sogenannte Diffusi-
onsgleichung oder auch Wirmeleitungsgleichung

oC(z,t) O ( 5 (x)aC(x,w) |

ot or oz

Konvektion und Absorption kénnen dhnlich modelliert werden. Wenn die
Fliissigkeit sich mit der Geschwindigkeit v(x,t) bewegt, dann muss der Term
v(x,t)C(z,t) zum Fluss addiert werden. Wenn pro Zeiteinheit und Raumein-
heit die Masse M (z,t) hinzugegeben wird oder a(x,t)C(z,t) z.B. aufgrund
einer chemischen Reaktion verbraucht wird, so miissen diese Anderungen in
der Massenbilanz beriicksichtigt werden. Insgesamt erhalten wir

%_f(x,t) = % (D(x)%C(x,t)) — a%(v(x,t)C(x,t))

—a(z,t)C(z,t) + M(x,t).

Es erscheint natiirlich, dass diese partielle Differentialgleichung Anfangsbe-
dingungen C(z,0) fiir alle z € [0,1] und Randbedingungen fir x = 0 und
x = 1 benétigt. Als Randbedingungen kénnen wir z.B. die Konzentration

C'(0,t) und C(1,¢) fiir alle ¢ > 0 (Dirichlet-Randbedingungen) oder den Fluss

—D(O)% und —D(l)% (Neumann-Randbedingungen) vorschreiben.

Sind alle Koeffizienten der Gleichung von der Zeit unabhéngig, so stellt sich
oft mit der Zeit ein Gleichgewichtszustand ein, d.h. die Konzentration éndert
sich nicht mehr. Fiir diesen muss also gelten

% <D(x)%0(x)) — %(U(I)C(I)) —a(z)C(z) + M(xz) = 0.

Dies ist wieder eine gewohnliche Differentialgleichung, fiir die wir jedoch
(Dirichlet- oder Neumann-)Randwerte anstelle von Anfangswerten kennen.
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1.8.2 Differenzenverfahren

Motiviert durch den letzten Abschnitt betrachten wir nun die leicht verein-
fachte Diffusionsgleichung

Llu] :== —u"(z) + b(z)u' (z) + c(x)u(z) = f(x) x € (0,1)
und zwar zuerst mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen u(0) = u(1) = 0.

Es ist naheliegend, dass Randwertproblem zu 16sen, indem wir die Funktion
u diskretisieren durch ein dquidistantes Gitter x; = th, « = 0,...n + 1,

h:=1/(n+1). Es bezeichne
U:= (u(zy),...,u(z,))" und F:=(f(z1),...,f(x,)"

die Auswertungen von v und f auf diesem Gitter.
Wir ersetzen die Ableitungen durch zentrale finite Differenzen
u(x 4+ h) —u(z — h)
2h
u(x + h) — 2u(x) + u(x — h)
2
(wobei wir am Rand u(0) = 0 = u(1) verwenden).

Aus der Gleichung L[u] = f ergibt sich so das LGS
LU, =F

v (x) ~ Dylu)(z) =

u'(z) ~ Diu)(x) ==

mit einer Matrix L, € R™". Durch Losung des LGS erhalten wir einen
Vektor
Up = (u1,...,u,)" € R"

von Approximationen an (u(xy),...,u(x,))?.

Finite Differenzen fiir ein einfaches Beispiel Mit diesem Ansatz ergibt
sich fiir das einfache Beispiel —u"” = f

f(z1) u” (1) 2 -1 0 u(zy)

f(z2) B u” (xg) b2 -1 2 -1 u(zs)
o : - S| :

f(zn) u(x,) . 0 -1 2 u(xy,)

Wir konnen daher erwarten, dass wir durch Lésung von F' = LU, einen

Vektor Uy, = (uy,...,u,)’ aus Approximationen an (u(z1),...,u(z,))? er-

halten.
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Finite Differenzen fiir die Diffusionsgleichung Genauso diskretisieren
wir

—u"(z) + b(x)u' (x) + c(x)u(z) = f(x), u(0)=u(l)=0

und erhalten

f(ZEl) d1 S1 O u(xl)

f(x2) ~ B2 re dy  So u(xs)
: - e Sp—1

f(zn) 0 T dp u(zy,)

mit
di =2 + h2C<J]Z‘),
s; = —1+ hb(x;)/2.

Wiederum ergibt sich ein LGS F' ~ L,U, und wir konnen erwarten, dass die
Losung Uy, = L;lF die wahren Losungswerte in U approximiert.

Inhomogene Dirichlet-Bedingungen Im Falle inhomogener Dirichlet-
Bedingungen u(0) = a € R, u(1) = f € R ergibt sich

f(z1) di s 0 u(zy) ro
f(l’g) ~ h_2 T9 dg S9 U(ZL‘Q) " h_2 O

: . Sy : :
f(zn) 0 Tn dn1 u(zn) $nf3

Wir erhalten das LGS F' ~ L,U + B), und koénnen erwarten, dass
Up:=L,"(F - By,) = U.

Neumann-Randbedingungen Neumann-Randbedingungen u'(z¢) = «,
W (xp41) = 0 kénnen behandelt werden, indem wir die unbekannten Auswer-
tungen von v an den Randwerten xy und x,.1 zu den Vektoren hinzufiigen.
So erhalten wir zunéchst das unterbestimmte Gleichungssystem

u(xo)
f([El) T1 d1 S1 0 U(ZEl)
f(ZEQ) ~ h_2 T2 d2 S9 U(ZL‘Q)
: - . Spe1 O :
f(xy,) 0 rn d, Sy u(xy,)
eRn;r(nH) w(@n+1)
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Analog ergeben sich durch Verwendung zentraler Finiter Differenzen in x
und z,; die Gleichungen

fzo) = h™2 (rou(z_1) + dou(zo) + sou(z1)),

f(Tny1) ~ h~? (Tnrw(Tn) + dpau(Tng) + Spat(Tny2)),

wobei 1 = 9 — h und z,,92 = x,+1 + h. Aus den Neumann-Randbedin-
gungen kénnen wir Naherungen an u(x_1) und u(z,2) berechnen,

w(@_1) & u(zo) — ht'(z0) = u(xo) — ah,

U(ZTny2) (Tnt1) + ' (2ni1) = u(@ng) + Bh
Damit ist
f(ﬂfo) do S0 u(xo)
f(ili'l) ri di sy u(xl)
flza) | ~n2 .
: o dn Sy u(x' )
f(xn) T'n+1 dn—l—l il
7.F
ro(u(zg) — ah)
) 0
+h )
Sn1(u(Tny1) + Bh)
do+10 S0
T1 dl S1 U($0)
_ h_2 U(.Tl)
r, dy Sy, W(@nsn)
T'n+1 dn+1 + Sn+1 —_———
:ﬂ:zh =:U
—Tox
0
+ht .
3n+16
—.B,

Wiederum ergibt sich, dass der Vektor U € R"*! der Auswertungen von u in
den (um die Randpunkte erweiterten) Gitterpunkten xy, ..., z,; anndhernd
ein LGS F ~ L,U + By, 16st und wir erwarten, dass U}, := Lgl(F— Bp) = U.
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1.8.3 Konsistenz, Stabilitat und Konvergenz

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur das spezielle Randwertproblem
Llu] := —u"(z) + b(x)u'(z) + c(z)u(x) = f(z) € (0,1)

mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen und die dazugehorige Diskreti-
sierung

LyU, =F

iber einem aquidistanten Gitter xz; = ih, i = 0,...n+ 1, h := 1/(n + 1),
aus dem letzten Abschnitt. AuRerdem nehmen wir an, dass b € C%([0,1]),
c € C([0,1]) sowie ¢ > 0 gilt’, und dass das Randwertproblem eine eindeutige
Losung u € C*(]0,1]) besitzt.

Zuerst charakterisieren wir, wie gut die wahren Losungswerte
U:= (u(xy),...,u(z,))”

die diskretisierte Gleichung 16sen.

Lemma 1.42
Es existiert ein C' > 0, sodass

|LyU — F|| < Ch*.
Man sagt auch, das Differenzenverfahren hat Konsistenzordnung 2.
Beweis: Der i-te Eintrag (1 = 1,...,n, u(xg) =0 = u(x,41)) von LU — F
ist
—Dilu () + b(ws) Dulu] () + clas)u(z;) — f ().
Da u die DGL —u”(x;) + b(z;)u'(z;) + c(z;)u(x;) — f(z;) = 0 16st, gentigt es

zu zeigen, dass

Dylu)(z;) = v/ (x;) + O(h*)  und  Dilu)(x;) = u"(z;) + O(h?).
In der Tat erhalten wir durch Taylorentwicklung

1 1
u(z; + h) = u(z;) + h'(z;) + §h2u"(xi) + gh?’u'"(mi) + O(hY),
1
3!

®Da die stetige Funktion ¢ auf dem Kompaktum [0, 1] ihr Minimum annimmt gilt damit
sogar c(x) > co = minge[q) ¢(x) > 0.

uw(x; — h) = u(z;) — h'(z;) + 1h2u”(1:i) -

5 R (x;) + O(h?)
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und damit
u(z; +h) —ulz; — h 2h! (z;) + O(h? ,
Dafu(ag) = I D) A L OUT) e 1 o,
u(x; + h) — 2u(x;) +ulz; — h h2u (x;) + O(h*
=u"(z;) + O(h?),
womit die Behauptung gezeigt ist. 0

Aus Konsistenz (im Sinne von Lemma 1.42) folgt mit dem folgenden einfachen
Argument Konvergenz

U = Unlloe = |13 Li(U = Un)|| o < |23 14T = F o s

wenn wir zeigen kénnen, dass Lj invertierbar ist und HL;1 HOO (gleichmafig
in h) beschrinkt ist. Die zweite Eigenschaft heifst auch Stabilitit des Diffe-
renzenverfahrens. Um die Stabilitdt zu zeigen, konstruieren wir eine Losung
w eines Randwertproblems, fiir die zugehoérigen Auswertungen W

Ly2W >1

erfiillen. Zusammen mit einer noch zu zeigenden eintragsweisen Nichtnegati-
vitdt von L; ! und einer daraus folgenden Monotonieeigenschaft folgt dann
1Lx ] = 112n 1| < ||Zi LW ]|, < max w(x).
o0 0 o0 z€[0,1]
Bemerkung 1.43
Eine komponentenweise nicht-negative Matriz M = (m;;)i;—, hat die Mono-
tonieeigenschaft
r<y = Mz< My,

wobei die Ungleichheitszeichen fiir die Vektoren x,y, Mx, My € R"™ kompo-
nentenweise zu verstehen sind.

Lemma 1.44
(a) Ist A € R™™™ eine strikt diagonaldominante Matriz,

N

Qi; > E |aij|, 1=1,...,n,
j=1
i

mit positiven Diagonalelementen und nicht-positiven Nichtdiagonalele-
menten, dann ist A invertierbar und A~ ist komponentenweise nicht-
negativ.
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(b) Ist A € R™" eine invertierbare, diagonaldominante Matriz,

N
aiizzmm, izl,...,n,
j=1

J#i

mit positiven Diagonalelementen und nicht-positiven Nichtdiagonalele-
menten, dann ist A=t komponentenweise nicht-negativ.

Insbesondere gilt gemdfS Bemerkung 1.43 in beiden Fdllen komponentenweise
Au< Av = u<w.

Beweis: (a) Wir zerlegen A = D — N in seinen Diagonal- und Nichtdiago-
nalanteil. Nach Voraussetzung ist D > 0 und N > 0. Fiir R = D !N
gilt offenbar

A=D(I—-R), R>0, |R|,=]|D'N|_<L

Mit Hilfe der Neumannschen Reihe (siehe z.B. | , Lem-
ma 4.16|) folgt, dass I — R invertierbar ist und (I — R)™' = > 72 RF.
Damit ist auch A invertierbar und

At =(I-R)'D'=> R'D.
k=0

Die Eintriige von A~! sind also Grenzwerte von Summen und Produkten
nicht-negativer Zahlen und damit nicht-negativ.

(b) Fiir (nicht notwendigerweise strikt) diagonaldominantes und invertierba-
res A (mit positiven Diagonalelementen und nicht-positiven Nichtdiago-
nalelementen) erhalten wir aus Teil (a), dass (A+e€l) invertierbar ist, und
dass (A + el)~! komponentenweise nicht-negativ ist. Da A nach Voraus-
setzung invertierbar ist, folgt mit der Stetigkeit der Matrixinversen (siehe
z.B. | , Lemma 4.17|), dass (fiir € — 0) (A+el)™t — A™!
konvergiert. Die Eintrige von A™! sind also Grenzwerte nicht-negativer
Zahlen und damit nicht-negativ. O

Lemma 1.45
Es existieren hg > 0 und C' > 0 mit

||L;1HOO < C firalle 0 < h < hyg.

73



KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

w(x)i

20

—20 4

—60

—80 L

Abbildung 1.18: Liosung des Randwertproblems aus Ubungsaufgabe 9.1 fiir
b(z) =1

Beweis: Nach Ubungsaufgabe 9.1 existiert eine Losung w € C*[0,1] des
Randwertproblems
—w"(z) + b(z)w'(x) =1 z€(0,1), w(0) =0 =w(1).

Da w stetig ist, besitzt w sein globales Minimum in [0, 1]. Da in jedem inneren
Minimum w'(z) = 0 < w”(x) gilt und damit die DGL nicht erfiillt sein kann,
muss das Minimum auf dem Rand liegen und es folgt

w(x) >0 Vzelo,1].

w erfillt
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Nach Lemma 1.42 existiert deshalb ein C” > 0, sodass fiir hinreichend kleine
h > 0 mit den Bezeichnungen

W = (w(zy),...,w(z,))" und
G=1+clx)w(z),..., 1+ clz)w(z,))”

gilt, dass
ILW =G < C'R2,

und damit insbesondere

LW > G —C'h1.

Da ¢ und w nicht-negativ sind, ist G > 1 und es folgt

L,2W >1— C'h?1.

Fiir hinreichend kleine h > 0 ist 1 — C'h? > % und die Matrix L; erfillt
die Voraussetzungen von Lemma 1.44 (ist also strikt diagonaldominant mit
postiven Diagonal- und nichtpositiven Nebendiagonalelementen). Mit Bemer-
kung 1.43 folgt dann fiir hinreichend kleine h > 0

1 1

und damit

120 e = 122" 20 < 21W < 2 max w(e),

womit die Behauptung gezeigt ist.

Folgerung 1.46
Es existieren hg > 0 und C > 0 mit

U = Unll, <CR*  fiir alle 0 < h < hy,.
Beweis: Mit
U= Ul = 12 LoV = U < 1237 1240 = P

folgt die Behauptung aus Lemma 1.42 und Lemma 1.45. U
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Kapitel 2

Partielle Differentialgleichungen

2.1 Motivation und Klassifikation

2.1.1 Mehrdimensionale Diffusion

Analog zu Abschnitt 1.8.1 kénnen wir Diffusionsprozesse auch im Mehrdi-
mensionalen modellieren. x = (z1,...,7,)” und die Flussdichte J(z,t) sind
nun n-dimensionale Vektoren. Die j-te Komponente von J(z,t) bezeichne
dabei den Anteil des Flusses in die j-te Koordinatenrichtung. Ersetzen wir
in Abschnitt 1.8.1 den Rohrabschnitt durch einen n-dimensionalen Wiirfel,
so erhalten wir fiir die Anderung der Massenkonzentration C(x,t) aufgrund
eines Flusses J(z,t) mit dz; — 0, 0t — 0 die Bilanzgleichung

oC(x,t)  0Ji(x,t)  O0Jy(x,t) 0Jy(z,1)

ot 0x; 0xy o 0x,,
= —div(J(z,t)) = =V - J(z, 1),

wobei wir in der gesamten Vorlesung die Konvention verwenden, dass sich die
(meist kurz mit dem Nabla-Operator geschriebenen) Operatoren Divergenz,
Gradient und Rotation stets nur auf die rdumlichen Koordinaten beziehen.

Fick’s Gesetz lautet entsprechend

IC(x,t)
81’1 ’

0C (z,t)
ox,

Ji(z,t) = —=D(x,t) In(z,t) = —D(z,t)

also

J(z,t) = =D(z,t)VC(z,t).
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D sei dabei weiterhin ein Skalar. (Der Fall anisotroper, d.h. richtungabshén-
giger, Diffusion lasst sich weitgehend analog mit einem Matrix-wertigem D
behandeln.)

Konvektion, Absorption und Quellterme lassen sich wie im Eindimensionalen
in die Gleichung integrieren (wobei die Geschwindigkeit v(x,t) nun ein Vektor
sei, dessen Eintréige die Geschwindigkeit in die jeweilige Richtung darstellen):

a—o(a:,t) =V (D(z,t)VC(z,t))

ot
— V- (v(x,t)C(x,t)) — a(x,t)C(x,t) + M(z,t).

2.1.2 Typen von Differentialgleichungen

Die Diffusionsmotivation enthélt bereits drei der vier wichtigsten speziellen
partiellen Differentialgleichungen:

(a) Treten nur Diffusionsphénomene auf, so erhalten wir

oC
E(m,t) =V - (D(z,t)VC(x,t)).
Diese Gleichung und insbesondere ihr Spezialfall (bei dem wir die ge-
suchte Funktion mit u(z,t) und ihre zeitliche Ableitung mit w;(z,t) be-
zeichnen)
u = Au.

heifst Warmeleitungsgleichung (engl.: heat equation). Sie ist das Muster-
beispiel einer sogenannten parabolischen Gleichung, bei der sich eine zu
Beginn gegebene Konzentrations- (oder Temperatur-)verteilung mit der
Zeit immer gleichméfiger verteilt.

Intuitiv erscheint es sinnvoll, die Gleichung mit Anfangsbedingungen
u(z,t)|t=0, * € @ C R™ und Randbedingungen u(z,t)|.con zu kombi-
nieren.

(b) Wie in Abschnitt 1.8.1 erwarten wir intuitiv, dass (wenn alle Parameter,
Randvorgaben und Quellen zeitlich konstant sind) sich eine Temperatur-
oder Konzentrationsverteilung immer mehr einem Gleichgewichtszustand
annahert. In diesem wiirde die zeitliche Ableitung verschwinden und wir
erhalten

0=V (D(x)VC(z)).
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Diese Gleichung und insbesondere ihr Spezialfall (bei dem wir die ge-
suchte Funktion wieder mit u(z,t) bezeichnen)

heifit Laplace-Gleichung.

Abbildung 2.1: Losung der Laplace-Gleichung auf R?\{0}

Die Variante, bei der noch dufsere Quellen vorhanden sind, also
—Au = f7

heifst auch Poisson-Gleichung. Dies sind die Musterbeispiele sogenannter
elliptischer Gleichung, die den Gleichgewichtszustand eines Diffusions-
prozesses beschreiben.

Intuitiv erscheint es sinnvoll, die Gleichung mit Randbedingungen
'U/(.T, t) |m€8Q
zu kombinieren.

Wird der Stoff lediglich mit der Geschwindigkeit v(z, t) transportiert (nur
Konvektion, keine Diffusion), so erhalten wir

oC
E(%t) ==V - (v(z,t)C(x,t)).

Diese Gleichung und insbesondere ihr Spezialfall konstanter Geschwin-
digkeit (bei dem wir die gesuchte Funktion wieder mit u(x,t) bezeichnen)

u = —v-Vu
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heifst Transport-Gleichung. Sie ist das Musterbeispiel einer sogenannten
hyperbolischen Gleichung, bei der die Masse lediglich transportiert wird.

Intuitiv erscheint es sinnvoll, die Gleichung mit Anfangsbedingungen
u(z,t)]i=0, * € Q C R™ und Randbedingungen u(x,t)|zer, I' € 99 auf
dem ganzen Rand oder zumindest einem einfallenden Teil des Randes zu
kombinieren.

(d) Um die vierte wichtige spezielle PDGL zu motivieren, stellen wir uns
vor, dass u(z,t) die Auslenkung einer Gitarrenseite beschreibe, vgl. die
in der Vorlesung gemalten Skizzen. Ahnlich wie bei einem Diffusions-
prozess zieht eine starke Auslenkung an einer Stelle (etwa nach oben)
die danebenliegenden weniger ausgelenkten Punkte mit nach oben. Dies
geschieht jedoch nicht durch Heriiberwandern von Teilchen wie bei ei-
nem Diffusionprozess, sondern durch elastische Krafte mit denen neben-
liegende Punkte beschleunigt werden. Die Beschleunigung ist die zweite
Ableitung der Auslenkung und so ergibt sich dhnlich wie bei der Diffusi-
onsgleichung die sogenannte Wellengleichung

Ut = Au.

Diese Gleichung wird ebenfalls als hyperbolische Gleichung bezeichnet,
die Auslenkung scheint sich wie durch einen Transportprozess auszubrei-
ten.

Bemerkung 2.1
Wir betrachten eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung der
Form

n

> ay(x )axaxj +Zb 8% z) + c(w)u(z) = f(x),

ij=1

wobei (0.B.d.A) a;j(x) = aj;(z). Die Abbildung

£ 0 St o + S

i,7=1

) + c(z)u(z)

bezeichnet man auch als Differentialoperator. Der Term mait den hochsten
Ableitungen 7, aij(x)#;wju(m) wird als Hauptteil bezeichnet. (Beach-
te, dass fiir eine rigorose mathematische Definition der Abbildung noch der
Ausgangs- und Zielraum festgelegt werden muss.)

Die zum Hauptteil gehérige symmetrische Matriz A(x) = (ai;(v))i;=, € R™"
bestimmt den Typ der Differentialgleichung. Die Gleichung heifst
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e clliptisch in z, falls alle Figenwerte von A positiv oder alle negativ sind.

e hyperbolisch in z, falls genau n — 1 Eigenwerte positiv sind und einer
negativ ist, oder n — 1 Eigenwerte negativ sind und einer positiv ist.

e parabolisch in z, falls ein Figenwert Null ist und die anderen n — 1
FEigenwerte entweder alle positiv oder alle negativ sind.

2.2 Finite Differenzen fir elliptische Differen-
tialgleichungen

Wir beginnen mit der numerischen Losung von Gleichungen, die Gleichge-
wichtszustéinde beschreiben und betrachten dazu exemplarisch

— Au(z) = f() (2.1)

in einer beschriankten offenen Menge €2 C R™. Dabei sei f € C(£2) eine stetige
Funktion. Entsprechend der Modellierung aus dem letzten Abschnitt kénnen
wir uns f als die Verteilung angelegter Wérmequellen vorstellen und die
Losung u beschreibt dann die sich im Gleichgewicht einstellende Temperatur.

Es ist anschaulich klar, dass fiir die Gleichgewichtsverteilung der Temperatur
auch der Rand des Gebiets 0 eine Rolle spielen wird, etwa wenn dieser Rand
immer auf einer konstanten Temperatur gehalten wird. Tatséchlich werden
wir sehen, dass u durch (2.1) und Vorgabe von ulsq eindeutig bestimmt ist.

Damit die Gleichung (2.2) und eventuelle Randwerte tiberhaupt einen Sinn
ergeben, betrachten wir als Losungskandidaten nur Funktionen u € C%(Q)NC(Q)
(sogenannte klassische Lésungen). Losungen der Laplace-Gleichung Au = 0
heifen auch harmonische Funktionen.

2.2.1 Das Maximumsprinzip

Satz 2.2 (Maximumsprinzip)
Es sei f € O(Q) punktweise nicht-positiv und die Funktion u € C*(Q)NC(Q)
erfiille

— Au(z) = f(x) <0 Vel (2.2)

Dann nimmt u sein Mazimum auf dem Rand 0) an (d.h. mindestens ein
globales Mazimum von u liegt auf 02).
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Beweis: (i) Betrachte zunéchst den Fall f(x) < 0 fur alle x € Q.

Angenommen es gibt ein inneres Maximum, also y € €2 mit
u(y) > u(xr) Vo e .

Dann ist y insbesondere ein Maximum in jeder Koordinatenrichtung,
also

und damit —Au > 0, was —Au = f < 0 widerspricht. u kann also kein
innereres Maximum haben. Da u als stetige Funktion auf dem Kom-
paktum © aber mindestens ein Maximum besitzt, muss ein Maximum
auf dem Rand liegen.

Nun sei f(z) < 0 fiir alle x € Q. Angenommen es liegt kein Maximum
auf dem Rand, dann gibt es ein inneres Maximum y € {2 mit

w(y) >u(x) VeeQ und wu(y) >u(x) Ve ol

Mit diesem y definieren wir die Funktion

n

hz) = lle —yl* =) (i —w)?

Jj=1

Da € beschrénkt ist, ist 02 kompakt. h ist also auf 92 beschriankt und
es gilt h(y) = 0. Fiir hinreichend kleines § > 0 nimmt deshalb

w(x) == u(x) + oh(x)
sein Maximum nicht auf dem Rand an. Aus Ah(z) = 2n folgt aber
—Aw(z) = f —2nd <0,

und wir erhalten den Widerspruch aus der in Teil (i) gezeigten Aussage.
OJ

Satz 2.3
Sei f € C(Q).

(a)

Ist f >0 undu € C*(Q) NC(Q) eine Lisung von —Au = f > 0 in Q,
so nimmt u sein Minimum auf dem Rand 02 an (Minimumsprinzip ).
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(b) Gilt fiir u,v € C*(Q) N C(Q)
—Au<—-AvinQ und u<wv auf o

so gilt u < v in ganz €.

(¢) Die Nullfunktion ist die einzige Lésung u € C*(Q) N C(Q) von
—Au =0, u|aq = 0.
Eine Lisung u € C%(Q) N C(Q) von
—Au=f

ist also (wenn sie existiert) eindeutig durch f und u|sq bestimmit.

(d) Erfiillen ui,uy € C?(Q) N C(Q)
—Auy = f=—Auy
50 st

Jur — uall == TE%X |ur(z) — uz(2)| = max |u1(z) — uaz(2)].

Die Lésungen des Dirichlet-Problems hiangen also (so sie denn ezistieren)
stetig von den vorgegebenen Dirichlet-Randdaten ab.

(e) Es existiert ein (von der Menge Q abhingiges) C > 0, sodass fiir alle
ue C?*Q)NC(N)

u|| = max|u(z)| < max |u(z)| + Csup |Aul.
Jull. = max fu(a)] < max u(@)] + C'sup Al

In diesem Sinne hingt eine Losung von Au = f (so sie denn existiert)
also auch stetig von der rechten Seite ab.

(f) Sindc,f € C(Q),c>0, f <0 unduec C*(Q)NCQ) erfillt
—Au+cu=f <0,
so gilt
rgrcleaﬁxu(x) < max{0, ;ré%(u(x)}
Beweis: (a) folgt aus Anwendung des Maximumprinzips auf —u.

(b) folgt aus Anwendung des Maximumprinzips auf u — v.
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(c) folgt aus Anwendung des Maximumsprinzips und des Minimumsprinzips.
(d) folgt aus Anwendung des Maximums- und Minimumprinzips auf u; — us.

(e) Fir sup,cq |Au(z)] = oo ist die Aussage erfiillt. Sei also Au(x) be-
schrénkt.

Wiéhle R > 0 so grof, dass 2 C Br(0) := {z € R" | ||z|| < R}. Fiir
w(w) = B =
' n

gilt —Aw(r) =2 und w(z) > 0 fiir alle z € Q.

Definiere aufferdem

w(z)

v(z) = max |u(z)] + —; §25|AU(2)|-

Dann ist

—Av(z) =sup |Au(z)| > —Au(z) Ve € @  und  v|sg > ulsq
z€Q

also nach (b) u < v auf 2. Genauso folgt © > —v auf {2 und damit

w(x)
[u(z)] < [o(@)] = v(z) = maxfu(z)] + — sup |Au(2)]

2

R
< = sup|A
< maxu(z)] + 5 iggl u(z)|,

also folgt die Behauptung mit C' := %2.

(f) Wir definieren die (moglicherweise leere) Menge
O:={zeQ: ulx) >0}

O ist das Urbild des offenen Intervalls (0, 00) unter der stetigen Abbil-
dung u : € — R und damit offen in der Relativtopologie von 2. Da (2
offen in R" ist, ist auch O offen in R".

Zur Anwendung des Maximumsprinzips charakterisieren wir noch 00O.
Da O offen ist, gilt fiir jedes x € 900, dass x ¢ O und damit entweder
x & Q oder u(z) < 0. Im ersten Fall x ¢ Q muss x € 09 gelten, da aus
O C Q) folgt dass

00 CO CQ=QuUonN.
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Insgesamt ist also
00 CoQU{zr € Q: u(z) <0}

Man kann leicht zeigen, dass sogar 00 C 9Q U {z € Q: u(x) = 0} gilt,
aber das bendtigen wir im Folgenden nicht.

Nun kénnen wir die Behauptung

max u(z) < max{0, maxu(x)} (2.3)
e =19}

beweisen. Ist O = {), so ist max,cqu(z) < 0 und wegen der Stetigkeit
von u gilt dies auch auf €, so dass (2.3) folgt. Ansonsten gilt dass

—Au(z) = f(z) — c(z)u(x) <0 firallex € O #0,

und aus der Konstruktion von O sowie dem Maximumsprinzip Satz 2.2
folgt, dass ein Punkt & € 0O existiert mit

max u(x) = maxu(zr) = u(z).
e €0

Mit der obigen Charakterisierung folgt, dass entweder z € 02 oder
u(z) < 0 gilt. In beiden Féllen folgt (2.3). O

2.2.2 Finite Differenzen

Wie in Abschnitt 1.8.2 betrachten wir finite Differenzen und definieren fiir
eine Funktion u(x)

u(x + he;) — u(x)

D () o= WEH) T 0lT)
D fula) o= MR ME Zher)
Doiful(z) = u(z + hei)z—hu(a: — hei)7

Dy, [ul(x) := Dy Dy ;ul(x) = Dy Dy [ul(z)

u(x + he;) — 2u(x) + u(x — he;)
72
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Wir verwenden fiir mehrfache partielle Ableitungen auch die folgende Multiindez-
Notation. Fir o := (v, ..., a,) € Nf ist

olely

Duy= ————
81‘?1 [ 8([;%71 ’

und o] = a1+ ... Fa,, al =aq!- -l Fiir a, f € Nj, 8 < a ist auferdem

(g) = Wlﬂ)' wobel

a<lf <= a;<p; firallej=1,... n.
Mit dieser Notation definieren wir fiir u € C*(Q) die Halbnorm

|ul o) = maxmax [Du(z)]
lal=k zeQ
und die Norm
Julos @ = mag max [ Du(o)]

Man rechnet leicht nach, dass letzteres tatsichlich eine Norm ist, die C*(9)
zu einem Banachraum (also einem vollstdndigen normierten Vektorraum)
macht.

Lemma 2.4
Seix €, j€{l,...,n} und h > 0 hinreichend klein, sodass

xtthe; € Q  fir allet € [—1,1].

. = . 0 h

(a) Firue C*(Q) ist |D;f [u](z) — &Clu(x) < 5’“‘02(5)-
. 20 4 _ 0 h

(b) Fiir u e C*(82) ist | D, ;[ul(z) — axlu(az:) < §]u\C2(Q)

Fi C3(Q) ist |D 0 h-

(¢) Fir w e Q) it | Diful ) — ()] < - lolow
. LB 9 02 h?

(d) Fiiru e C*(Q) ist | Dy, ;[ul(z) — a—x%u(x) < E|u]04@).

Beweis: Das folgt wie im Beweis von Lemma 1.42 durch Taylorentwick-
lung. 0
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Beispiel 2.5
Wir betrachten die Gleichung

—Au=f nQ und ulsgg =0,

zu gegebenen Quelltermen f: Q — R, wobei Q = (0,1)2 C R? ein zweidi-
mensionales Quadrat mit Seitenldnge 1 sei.

Wir diskretisieren ) durch ein Punktegitter mit der Schrittweite
h=1/(k+1), keN,

und ordnen

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
LR (k=Dk
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
R k2 L2k
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
A

Abbildung 2.2: Nummerierung der inneren Punkte

die inneren Punkte entsprechend Abbildung 2.2 an

g HU-DR = (Ghojh) € Q, i,j=1,...,k

2

Wir setzen noch f, = (f®)i—1. sz € R¥, f = f(29) und versuchen einen

Vektor von Approximationen

.....

Up = (u(2)>l:1 k2 - Rk27 U(Z) — u(x(z))

,,,,,

zu finden. Fiir jeden inneren Gitterpunkt 0 € Q erhalten wir durch die
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obigen Differenzenverfahren 2. Ordnung die lineare Gleichung
f(l) - f(x(Z)) = _Au|m=r(i) ~ _Di,lu(m)b:x(i) - D%L,2u(x)|m=x(i)

1 , . .
= —— (u(z” + hey) — 2u(z™) + u(z® — hey)

h2
+u(z? + hey) — 2u(z?) + u(z® — hey))
~ % (4u® — D) 1) 1K) @4))

falls alle benachbarten Punkte ebenfalls innere Punkte sind. Ist ein benach-
barter Punkt ein Randpunkt, so erhalten wir einen analogen Ausdruck, bei
dem der zum Randpunkt gehorige Summand (wegen ulgq = 0) fehlt.

Insgesamt erhalten wir so ein lineares Gleichungssystem

AhUh = fh7

wobet die Matriz Ay die folgende Blocktridiagonalgestalt besitzt

Cc -1
-1 C -I
]- . . 2 2
An =133 -1 . € RF*F
—I
-1 C
mil
4 -1
-1 4 -1
C = ~1 € RFF,
g
-1 4

und der k x k-Einheitsmatriz 1.

Bemerkung 2.6
Fiir zwei Matrizen K = (k;;) € R>™ und L € R™* ist das Kronecker
Produkt definiert durch

kl,lL kLQL e kl,mL
Korp— | 0 Rl Bkl g
kl,lL kl,2L . klme
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Damit lasst sich die Matriz A, aus 2.5 schreiben als

1
A=z (IOT+T o)
mit
2 —1
—1 2 —1
T = ~1 € RF*¥
—1
-1 2

Inhomogene Dirichlet-Probleme
—Au = f, ulgn =g

lassen sich analog behandeln, indem entweder der Effekt der Randpunkte auf
die Differenzenverfahren der randnahen Punkte in der rechten Seite bertick-
sichtigt wird, oder indem die Randpunkte als Unbekannte hinzugenommen
werden und fiir jeden Randpunkt z¢) die Gleichung

w) = g(x(j))

aufgenommen wird.

2.2.3 Allgemeinere Falle und ein diskretes Maximums-
prinzip

Allgemeinere Gebiete 2 C R”™ lassen sich analog behandeln, indem wir iiber
Sie ein Gitter mit Maschenweite h legen

W={x=hk, keZ'}nQ

und zusétzlich diejenigen Randpunkte dazunehmen, die eine der Gitterlinien
schneiden

Fh::{x:(xl,...,xn)TEE?Q, die{l,...,n} : x; = hk, kGZ}

(vgl. das in der Vorlesung gemalte Bild).

Fiir die randnahen Punkte (also denen die Nachbarn in T'j, besitzen) lassen
sich finite Differenzen aufstellen, die in unterschiedliche Richtungen verschie-
dene Schrittweiten besitzen:
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Abbildung 2.3: Hinzunahme von Randpunkten bei allgemeineren Gebieten

Lemma 2.7 (Shortley-Weller- Approximation)

Seiz € QC R, n=1odern=2. Seiu € C3Q). Dann ezistiert C > 0,
sodass fir h > 0 und ho, hw, hy,hs < h (die hinreichend klein seien, sodass
die Auswertungen von u definiert sind)

(a) firn=1

2 2 2
holho + 1) C hohw 2" Ty (ho + hw)

wobei uy = u(z), uy := u(r — hy) und up = u(x + ho).

(b) firn =2
2 uo + 2 uw + 2 U
ho(ho +hw) " hw(ho +hw) " hs(hs +hy)

2 2 2
holhe + ho) N T - A < —h
* hN(hS + hN)UN (hOhW T h’ShN) Uz U(.’E) — C|U|C3(Q) )

wobei uy = u(x), uw = u(r—hwey), uo := u(z+hoey), un := u(r+hyes)
und ug = u(x — hges).

Beweis: Ubungsaufgabe 11.3. 0
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Offensichtlich lassen sich auch allgemeinere Gleichungen (mit verédnderlichen
Diffusionskoeffizienten, Absorptions- und Konvektionstermen) analog behan-
deln und fithren wiederum auf lineare Gleichungssysteme der Form

Ahuh = fh-

Die so entstehenden Diskretisierungsmatrizen Ay sind iiblicherweise von der
Gestalt, dass die Diagonaleintrége positiv sind, die Nebendiagonaleintrage
negativ sind, und zeilenweise der Diagonaleintrag die Zeile dominiert. Wir
werden sehen, dass solche Matrizen ein diskretes Maximumsprinzip erfiillen.
Zur Motivation betrachten wir zunéchst eine Gleichung der Gestalt

duy —uwy —up —ug —uy =0 (2.4)

die einen positiven und ansonsten nur negative Koeffizienten enthélt, und bei
der die Summe aller Koeffizienten Null ist. Dies kann so interpretiert werden

kann, dass
1

Uy = Z(UW +uo +us + UN),
d.h. der Eintrag mit dem positiven Koeffizienten ist der Mittelwert der Ein-
trage mit den negativen Koeffizienten ist. uz kann daher nicht grofer als
max{uw, up, us,uy} sein, und uy = max{uw,up,us,uy} ist nur moglich
im Falle uy = uyw = up = us = uy. Dieses Maximumsargument bleibt
offenbar auch giiltig, wenn die rechte Seite (2.4) nicht-positiv ist. Unter der
Zusatzannahme, dass uy > 0 ist, bleibt das Maximumsargument auch giiltig,

wenn die Summe aller Koeffizienten gréfter Null ist.

Lemma 2.8 (Sternlemma)
Sei L >0 und oy, x;, L =0,..., L erfiillen

L L
a <0 VI>D0, Zale, Z&mgo und xg > 0.
1=0 1=0
Ist xy > max;—; 2, s0 gilt xo =21 = ... = 2.
Beweis: Fiir L = 0 ist die Aussage trivial. Ansonsten ist

L L L
Z oy (a:l—xo):Zal(xl—xo):Zalxl—xOZal§0
> )4 1=0 1=0 1=0

=1 g <0
<0 >0

und es folgt ; = xg fiir alle [ =1,..., L. O

Offenbar kann fiir ZlL:O a; = 0 auf die Voraussetzung xg > 0 in Lemma 2.8
verzichtet werden.
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(a) Die unter den umgebenden Zylindern mazimale Hohe wird durch die rot ge-
zeichnete Ebene gegeben.

(b) Dem Sternlemma nach sind nun alle Zylinder gleichhoch.

Abbildung 2.4: Anwendung des Sternlemmas: Die Hohe des mittleren Zylin-
ders entspricht dem Mittelwert der Hohen der vier umgebenden Zylinder.

Satz 2.9
Sei A, € RV*N eine (nicht-notwendigerweise strikt) diagonaldominante Ma-
triz mit positiven Diagonal- und negativen Nebendiagonaleintrigen, also

afy =Y lali| Vi=1,... N, aly<0 Vi#j
i#]

Sei f, € RN und u, € RY sei eine Losung von Apup = fn. Auflerdem sei
fn <0, also komponentenweise nicht-positiv.

Betrachte die i-te Zeile des LGS Apuyp = f,

Ist u}! > max{0, max;. jiq, 20U}, soist u} =ul fir alle j mit a;; # 0.
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Beweis: Wir setzen ag = al, 7o = u. Entsprechend seien o; und z;,
[ = 1,...,k die anderen von Null verschiedenen Eintrage a?j, j # i und
dazugehorigen u? Dann folgt die Behauptung aus Lemma 2.8. U

Bemerkung 2.10

(a) Im Kontext unserer Finite-Differenzen-Diskretisierungen kann Theorem
2.9 als diskretes Maximumsprinzip (in Analogie zu Theorem 2.3(f)) in-
terpretiert werden. Die diskrete Losung up, kann nicht in einem Gitter-
punkt einen nicht-negativen Wert annehmen, der strikt maximal ist unter
allen im Rahmen der Differenzenquotienten betrachten Nachbarwerten.
Mehr noch: nimmt die diskrete Losung einen in diesem Sinne maxima-
len Wert an, so besitzen alle (in diesem Sinne) benachbarten Werte den
gleichen maximalen Wert.

(b) Mit dem diskreten Mazimumsprinzip lasst sich oft die Losbarkeit der dis-
kretisierten Gleichung beweisen. Betrachten wir exemplarisch die Matriz
Ay aus der Diskretisierung des Poisson-Problems auf dem FEinheitsqua-
drat. Ay, ist genau dann invertierbar, wenn es injektiv ist, also nur der
Nullvektor das homogene LGS Apuy = 0 lost. Sei also uy, eine solche Lo-
sung. Dann besitzt uy, einen maximalen Eintrag u? O.B.d.A. sei ufl >0,
ansonsten betrachten wir —uy. Da wir jeden anderen Gitterpunkt tber
einen Weg aus (bei den Differenzenquotienten vorkommenden) Nachbar-
werten erreichen konnen (das Gitter ist diskret zusammenhéngend ), folgt
aus dem diskreten Maximumsprinzip, dass alle Fintrage von ugl tiberein-
stimmen. Aus der ersten Zeile von Ay folgt dann, dass u, = 0 gelten

muss.

(¢) Auch fir die Monotonieeigenschaft aus Theorem 2.3(b) existiert ein dis-
kretes Analogon. In Lemma 1./ hatten wir gezeigt, dass fiir jede inver-
tierbare, diagonaldominante Matriz A € RY*N mit positiven Diagonal-
elementen und nicht-positiven Nichtdiagonalelementen g¢ilt, dass

Au< Av = u<w.

2.2.4 Konsistenz, Stabilitit und Konvergenz

Sei Apup = fp, die entsprechend den letzten Abschnitten erstellte Diskreti-
sierung des Poisson-Problems

—Au=f, ulpa=g.

Der Einfachheit halber bezeichnen wir mit u € RY auch den Vektor der
Auswertungen der Funktion u(z) auf den Gitterpunkten der Diskretisierung.
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Bereits in Abschnitt 1.8.3 haben wir den folgenden Zusammenhang zwischen
Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz kennengelernt:

lu = unllo = || A3 " An(w — un) ||, < || A3 | 1AW — fall -

Erfiillt also (fir h — 0) die wahre Losung (genauer: ihre Auswertungen)
immer besser die diskretisierte Gleichung (Konsistenz), d.h.

lin || Ay~ full, = 0,

und bleibt || A} ||OO beschréankt (Stabilitét), so nahert die Losung der diskre-
ten Gleichung die wahre Losung immer besser an.

Die Konsistenz von finiten Differenzen-Verfahren erhalten wir sofort aus Ab-
schétzungen, wie sie in Lemma 2.4 und Lemma 2.7 vorkommen, die ihrerseits
leicht aus Anwendungen der Taylor-Formel folgen. Konsistente Differenzen-
verfahren lassen sich deshalb in der Praxis meist sehr leicht fiir eine gegebene
partielle Differentialgleichung konstruieren.

Der Beweis von Stabilitét ist ungleich schwerer. Wir zeigen im Rahmen dieser
Vorlesung nur exemplarisch am Poisson-Problem, wie sich (&hnlich wie in Ab-
schnitt 1.8.3) mit Hilfe einer speziellen Losung und der im letzten Abschnitt
gezeigten Monotonieeigenschaft die Stabilitdt zeigen lésst.

Satz 2.11

Sei ) C R? beschrinkt. Dann existiert ein C > 0, sodass fiir die entsprechend
den letzten Abschnitten (mit den Differenzenquotienten aus Lemma 2.4 und
Lemma 2.7) erstellte Diskretisierungsmatriz Ay, zum Poisson-Problem

—Au=f, ulon =g
gilt || A, < C fiir alle h > 0.

Beweis: Sei R > 0 hinreichend grof, sodass 2 C Bg(0) und betrachte die
Funktion w(z) = 1 (R* — ||x||2) Offenbar gilt —Aw = 1.
Wir bezeichnen den Vektor der Auswertungen von w(z) in den Gitterpunkten
mit W. Fiir jeden nicht-randnahen Gitterpunkt z; gilt, dass

(ApW); = =Dy s [wl(w;) — Djp[w](z;) = —Aw(z;) =1,
wobei wir ausgenutzt haben, dass nach Lemma 2.4(d) wegen |w|qi gy = 0 die
verwendeten Differenzenquotienten fiir die Funktion w exakt sind.

Nach Lemma 2.7 ist auch die Anwendung der Shortley-Weller-Differenzen-
quotienten in den randnahen Punkten wegen |w[gs@q = 0 exakt. Jedoch
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bleiben bei der Anwendung von A, auf W in den randnahen Gitterpunkten
die Randpunkte unberiicksichtigt. Ist etwa z; ein Punkt, an den links (und
an keiner anderen Seite) ein Randpunkt zy angrenzt, so ist

2

(AnV); = h (ho + by )

w(zw) = —Aw(z;) = 1.

Da w(xw) > 0 ist, gilt also auch in diesem Fall (und analog in allen anderen
randnahen Punkten) (A4,W); > 1, sodass insgesamt

AW > 1

folgt. Damit ist

R
147, = 142 2| < |43 AW ||, < max |w(z)| = R
CIZEBR(O)

sodass die Behauptung bewiesen ist. Il

Folgerung 2.12
Falls eine Losung des Poisson-Problems

—Au=f, ulpa=yg

ezistiert, so konvergieren die durch die Differenzenquotienten aus Lemma 2.
und Lemma 2.7 erhaltenen Approximationen u, gegen die Lisung.

2.3 Finite Differenzen fiir parabolische Diffe-
rentialgleichungen

Wir betrachten nun eine parabolische Gleichung der Form
u(2,t) = Ugp(x,t) — b(x, t)ug(z,t) — c(z, t)u(z, t) + f(x,t)
fir alle x € (0,1), ¢t € (0,7) mit homogenen Dirichletrandbedingungen
uw(0,t) =0=w(l,t) fiirallet e (0,7T)

und Anfangsbedingung u(z,0) = uo(z) fir z € (0,1).

Fiir die in diesem Abschnitt entwickelte Theorie bendtigen wir, dass eine
hinreichend oft differenzierbare Losung u(z,t) existiert und dass b und ¢
beschrénkte Funktionen sind mit ¢(x) > 0.
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Wie in Abschnitt 1.8 diskretisieren wir die rdumlichen Ableitungen durch zen-
trale Differenzenquotienten auf einem aquidistanten Gitter x; = th,2 =10,...,n+1
und erhalten so ein semi-diskretisiertes System

OUn(t) = —LuUn(t) + F(t),  un(0) = u(z,0), (2.5)

fiir Approximationen Uy(t) : [0,7] — R™ an die zeitliche Entwicklung der
Auswertungen

Ut) = (u(zy,t), ..., u(z,, )"

der wahren Losung u(z, t) in den rdumlichen Gitterpunkten. Dieses Vorgehen
nennt man auch Linienmethode, vgl. die in der Vorlesung gemalte Skizze.

Das semi-diskretisierte System (2.5) ist eine gewohnliche Differentialglei-
chung und kann mit einem der im ersten Kapitel dieser Vorlesung besproche-
nen Verfahren geldst werden. Da die Matrix L, fiir kleine h stark negative
Eigenwerte besitzt, sollte zur Losung moglichst ein L-stabiles Verfahren ver-
wendet werden, vgl. Ubungsaufgabe 7.4.

Wir analysieren die Konvergenz fiir die beiden einfachsten uns bekannten Ver-
fahren, dem expliziten und impliziten Euler-Verfahren. Fiir eine Zeitdiskre-
tisierung t; = j7,j = 0,...,m mit Zeitschrittweite 7 := T'/m ergeben sich die
folgenden Iterationsvorschriften fiir die Approximationen Uy, ; = Uy(t;) € R™

(a) Explizites Euler-Verfahren:

Uh,j+1 = Uh,j +T7 (—LhUhJ‘ + F(tj))
= (I — TLh)Uh,j —+ TF(tj),

(b) Implizites Euler-Verfahren:

Uh7j+1 = Uhyj + 7 (_LhUh,j—i—l + F(tj_H)) s also
(I + TLh>Uh’j+1 = Uh,j + TF(tj_H),

wobei jeweils als Startwert Uy o = (ug(x1), ..., uo(x,))? verwendet wird. Da
L, diagonaldominant ist, ist (I 4+ 7L;) offensichtlich strikt diagonaldomi-
nant und damit (nach Lemma 1.44) unabhéngig von der Zeitschrittweite 7
invertierbar.

Zur Konvergenzanalyse untersuchen wir diese Verfahren wieder zunéchst auf
Konsistenz, also wie gut die wahre Losung die diskretisierte Gleichung erfiillt:

Lemma 2.13
Die Auswertungen der wahren Losung U (t) = (u(z1,t),. .., u(x,, )T erfillen
bzgl. der ||| -Norm:
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(a) Utis1) = (I —7Lp)U(t;) + TF(t;) + O(72) + O(7h?),
(b) (I +7Lp)U(tjs1) =U(t;) + 7F(tjs1) + O(1?) + O(Th?).
Beweis: Fiir die Auswertungen der wahren Losung U(t) gilt
Ulti) = U(t;) + 70:U(t;) + O(1?).
0,U(t;) enthélt die Eintrage dyu(z;,t;). Da
Opu(wi t) = u (@i, t;) — blas, ) (2, t5) — @i, )ulzs, ;) + f (i, 15),

folgt mit der Konsistenzabschétzung in Lemma 1.42 fiir die zentralen finite
Differenzen im Ort, dass

OU(t;) = —LyU(t;) + F(t;) + O(h?).
Damit ist

Ultin) = U(ty) + 10U (t;) + O(?)
= U(t)) + 7(=LaU(t;) + F(t;) + O(h*)) + O(7%),

womit (a) bewiesen ist.
t

Mit U(t;) = U(tj41) — 7O:U(tj41) + O(7?) folgt genauso

U(tjzr) = U(t;) + 70U (tj41) + O(7°)
= U(ty) + 7(=LaU(tj1) + F(tj41) + O(h*) + O(7?),

so dass auch (b) bewiesen ist. O

Um mit diesen Konsistenzabschitzungen auch Konvergenz zu zeigen, bend-
tigen wir noch die folgenden Stabilitédtsabschétzungen:

Lemma 2.14
(a) Es st |[I —7Ly||,, <1 fir alle hinreichend kleinen h, T > 0 mit 5 < 3.

(b) Es st ||(I +7Lp)7 Y|, <1 firalle h,7 > 0.
Beweis: (a) Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 1.8.2 ist
T T T
1= 7Lall,e = max (J5lnil +11 = 15dil + 75lsil)
wobei

d; =24 h*c(x;), 715:=—1—hb(z;)/2 und s; = —1+ hb(z;)/2.
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Fir hinreichend kleine h > 0 ist ; < 0 und s; < 0. Aufferdem gilt fiir
alle hinreichend kleinen h, 7 > 0 mit 7/h* < %

1 Tdi:1—21—70($i)>0

 h? h?
und es folgt, dass

T T
1= 7Lall = e (5(=ri = s0) + 1 - 75ds)

= max (1 —7¢(zy)) < 1.

(b) Da L; diagonaldominant ist, ist jede Komponente von Lj,1 nicht-negativ
und es folgt, dass (I + 7Lp)1 > 1. Da [ 4+ 7L, strikt diagonaldominant
mit positiven Diagonalelementen und nicht-positiven Nebendiagonalele-
menten ist, folgt mit der Monotonieeigenschaft aus Lemma 1.44

]1 = (I—l—TLh)il(I—l—TLh)ﬂ Z ([—i—TLh)il]l 2 O

und damit
(I +7Ly) 1| <1 =1

fiir alle h, 7 > 0. 0

Satz 2.15
Die Approximationen

Unj =~ (u(z1,t)), ..., u(wn, ;)" = U(t;)

des expliziten und impliziten Euler- Verfahrens konvergieren in folgendem Sin-
ne gegen die Auswertungen der wahren Lésung der in diesem Abschnitt be-
trachteten parabolischen Differentialgleichung.

(a) Bei Anwendungen des expliziten Euler-Verfahrens

1
|Un; = U(t;)|l, =OMR*) +O(r)  firh,7 =0 und 7/h*< 3

(b) Bei Anwendungen des impliziten Euler-Verfahrens

|Un; —U)|,, = O(h*) +O(r)  fir h,7 — 0.
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(b) Approzimation des expliziten Eulers, Ansicht zu t =1
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(c) Approzimation des impliziten Eulers, Ansicht zu t = 1
Abbildung 2.5: Anwendung des expliziten und impliziten Euler-Verfahrens auf

die Gleichung u; = Au mit rundherum konstanten Randwerten, Zeitschritt-
weite 1073 und Schrittweite 0,04

0 o
(a) Randwerte aus Ubungsaufgabe 11.5, Ansicht zut =0
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(b) Approzimation des expliziten Eulers, Ansicht zu t =1

%1074
1.5

0 o0

(c) Approzimation des impliziten Eulers, Ansicht zut =1

Abbildung 2.6: Anwendung des expliziten und impliziten Euler-Verfahrens auf
die Gleichung u; = Au mit Randwerten aus Ubungsaufgabe 11.5, Zeitschritt-
weite 1073 und Schrittweite 0, 04
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Beweis: Fiir das explizite Euler-Verfahren folgt aus Lemma 2.13 und Lem-
ma 2.14

[Ung = Utj)ll o
= [|({ = 7Lp)Upj—1 + TF(tj-1)

—(I = 7Ly)U(tj-1) — TF(tj-1) + O(7%) + O(7h?)||
< = 7Lall o 1Unj1 = U(t-1) |l + O(7%) + O(7h?)
<||Uhj1 = U(tj-1)lloo +O(r?) + O(7h?)
< < (Uno = Ulto))ll o +3(O(7%) + O(7h?))
< O(1) + O(h?),

o

wobei wir im letzten Schritt Uyo = U(tp) und j < m = T/7 verwendet
haben.

Genauso erhalten wir fiir das implizite Euler-Verfahren aus Lemma 2.13 und
Lemma 2.14
1Un; = U(t)
= H([ + TLh)_l(UhJ_l + 7F(t;))
—(I+7Ly) N (U(tj1) + TF(t;) + O(7*) + O(rh?)]|
(I +7Lu) Y| [|Unj—1 — U(tj—1) + O(7%) + O(rh?)||
1Unj—1 = Ut + O(7) + O(rh?)
oo < [[(Uno = Ut)) o, +3(O(7°) + O(h?))
O(1) + O(h?).

VAN VAN VAR VAN

wobei wir wieder im letzten Schritt Uy, o = U(tp) und j < m = T'/7 verwendet
haben. O

Bemerkung 2.16

(a) Im Gegensatz zu den gewdhnlichen DGL hat die bessere Stabilitit des
impliziten Euler-Verfahrens hier auch Auswirkungen auf die Konvergenz.
Das explizite Fuler-Verfahren konvergiert nur unter der Zusatzbedingunyg,
dass Zeit- und Ortsschrittweite entsprechend der Vorschrift T/h? < % ge-
wdhlt sind. Das implizite Euler-Verfahren konvergiert ohne Zusatzbedin-
gung fir 7,h — 0.

(b) Da der Gesamtfehler jedoch in der Grifenordnung O(T) + O(h?) liegt,

ist es auch beim impliziten Euler-Verfahren sinnvoll T ~ h? zu wdihlen.

(¢) In der Prazis ist auch die Anwendung des Crank-Nicolson-Verfahren zur
Zeitdiskretisierung populdr. Man kann zeigen, dass dieses ohne Zusatz-
bedingung konvergiert mit einem Gesamifehler in der Grifienordnung
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O(12) + O(h?). Das Verfahren ist jedoch lediglich A- und nicht L-stabil,
sodass fiir kleine h FEigenvektoren von Ly zu sehr negativen FEigenwer-

ten nicht schnell genug weggeddmpft werden und Oszillationen auftreten
kénnen, vgl. wieder Ubungsaufgabe 7.4.
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