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1 Einleitung

Die tropische Geometrie ist ein spannendes, recht junges Arbeitsgebiet an der

Schnittstelle von Algebra und Kombinatorik.

Wir beginnen mit etwas tropischer Arithmetik.

Definition 1.1 Wir definieren den tropischen Semiring als das Tupel

(R∞,⊕,⊙),

wobei R∞ = R ∪ {∞} ist und die tropische Addition ⊕ und die tropische Multiplikation ⊙
wie folgt definiert sind:

x⊕ y = min{x, y}
x⊙ y = x+ y.

Hier setzen wir min{a,∞} = a und a+∞ = ∞ für alle a ∈ R∞.

Lemma 1.2 i) Die tropische Addition ⊕ und die tropische Multiplikation ⊙ sind kom-

mutativ.

ii) Sie erfüllen das Distributivgesetz

x⊙ (y ⊕ z) = x⊙ y ⊕ x⊙ z

für alle x, y, z ∈ R∞, wobei auch in der tropischen Welt „Punktrechnung vor

Strichrechnung“ gilt.

iii) ∞ ist ein neutrales Element für ⊕, 0 ist ein neutrales Element für ⊙.

iv) (R,⊙, 0) ist eine kommutative abelsche Gruppe.

Beweis : Übungsaufgabe. �

Wir definieren wie üblich induktiv

x n© = x⊙ . . .⊙ x︸ ︷︷ ︸
n−mal

für alle n ∈ N

sowie x 0© = 0 und x −n© = −x n© für alle n ∈ N.

Die Arithmetik im tropischen Semiring hat einige ungewohnte Eigenschaften:
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Lemma 1.3 Für alle n ∈ N gilt die tropische binomische Formel

x, y ∈ R≧0
:

(x⊕ y) n© = x n© ⊕ y n©.

Beweis : Übungsaufgabe. �

Wir können nun mit den tropischen Rechenoperationen Polynome betrachten.

Definition 1.4 Ein tropisches Polynom ist eine tropische Summe der Form

p(x1, . . . , xn) =
⊕

I⊂Nn

aIx
I©,

wobei alle aI ∈ R∞ liegen und fast alle aI = ∞ sind.

In Multiindexschreibweise ist x I© definiert als xi1© ⊙ . . .⊙ xin©n .

Ein tropisches Polynom der Form

aIx
I©

nennen wir tropisches Monom.

Schreiben wir die tropischen Rechenoperationen aus, so ist ein tropisches Monom

aIx
I© = aI + i1x1 + . . .+ inxn

einfach eine affin-lineare Funktion mit ganzen Koeffizienten in x1, . . . , xn. Falls aI =

∞ ist, so ist auch aIx I© = ∞.

Ein tropisches Polynom ist von der Form

p(x1, . . . , xn) = min
I⊂Nn

{aI + i1x1 + . . .+ inxn}
= min

I⊂Nn
aI 6=∞

{aI + i1x1 + . . .+ inxn},

also das Minimum über endlich viele affin-lineare Funktionen mit ganzen Koeffizi-

enten in x1, . . . , xn.

Analog definieren wir Laurentpolynome

p(x) =
∑

I⊂Zn

aIx
I©.

(Führen Sie das aus!)

Seite 2



Lemma 1.5 Es sei p(x1, . . . , xn) ein tropisches Laurentpolynom mit p 6= ∞. Dann hat die

Funktion
p : Rn → R

(t1, . . . , tn) 7→ p(t1, . . . , tn)

folgende Eigenschaften:

i) p ist stetig

ii) p ist stückweise affin-linear mit endlich vielen Stücken

iii) p ist konkav, das heißt, für alle x, y ∈ Rn gilt:

p
(1
2
(x+ y)

)
≧

1

2

(
p(x) + p(y)

)
.

Beweis : Übungsaufgabe. �

Ist p(x) ein tropisches Polynom in einer Variablen, so ist p(x) von der Form

p(x) = min
i=1,...,n

{ai + ix}

Der Graph der Funktion p : R → R ist dann stückweise linear mit endlich vielen

„Knickstellen“, an denen p nicht differenzierbar ist.

Diese endlich vielen Werte, an denen p nicht differenzierbar ist, nennen wir die tro-
pischen Nullstellen von p.

Als einfaches Beispiel betrachten wir ein quadratisches tropisches Polynom

p(x) = ax 2© ⊕ bx⊕ c

= min{a+ 2x, b+ x, c}.
Zeichnen Sie den Graphen!

Allgemeiner definieren wir „Nullstellenmengen“ von tropischen Polynomen wie

folgt:

Definition 1.6 Es sei p(x1, . . . , xn) =
⊕
I⊂Zn

aIx
I© ein tropisches Laurentpolynom. Dann

definieren wir die zugehörige tropische Hyperfläche als

V (p) = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : In x wird min
I

{aI + i1x1 + . . . + inxn} für

mindestens zwei verschiedene tropische Monome angenommen} = {x ∈ Rn :

Die Funktion p : Rn → R ist nicht affin-linear in einer Umgebung von x}.

Das ist eine Verallgemeinerung der tropischen Nullstellenmenge eines Polynoms in

einer Variablen. Wir werden später sehen, dass die tropischen Hyperflächen „kom-

binatorische Schatten“ echter Nullstellenmengen von Polynomen sind.
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2 Kombinatorische Grundlagen

Definition 2.1 Eine Teilmenge x ∈ Rn heißt konvex, wenn für alle x, y ∈ X und alle

λ ∈ [0, 1] ⊂ R gilt

λx+ (1− λ)y ∈ X.

Mit anderen Worten: Eine konvexe Teilmenge enthält mit je zwei Punkten auch die

Strecke zwischen diesen Punkten.

Der Schnitt zweier konvexer Mengen ist konvex. Die konvexe Hülle convex (X)

einer Teilmenge X ⊂ Rn ist definiert als die kleinste konvexe Menge, die X enthält.

Wichtige Beispiele für konvexe Mengen sind Polyeder.

Definition 2.2 Ein Polyeder ist eine Teilmenge des Rn von der Form

P = {x ∈ Rn :< ci, x > ≦ αi für i = 1, . . . , d}

für Vektoren c1, . . . , cr ∈ Rn und α1, . . . , αd ∈ R.

Ein Polyeder ist also die Lösungsmenge endlich vieler linearer Ungleichungen.

Wir können die c1, . . . , cd als Zeilen einer d × n-Matrix A auffassen und

α =




α1...
αd


 ∈ Rd schreiben, dann gilt

P = {x ∈ Rn : Ax ≦ α}.

Polyeder sind konvex (Übungsaufgabe). Ein beschränkter Polyeder heißt Polytop.

Beispiele für Polyeder sind etwa Halbräume, die platonischen Körper, beliebig-

dimensionale Würfel — finden Sie weitere!

Sehr nützlich ist die folgende alternative Beschreibung von Polytopen.

Satz 2.3 Eine Teilmenge P ⊂ Rn ist genau dann ein Polytop, wenn es endlich viele Vekto-

ren v1, . . . , vr ∈ Rn gibt mit

P = convex{v1, . . . , vr}.

Beweis : Siehe [Zie], Theorem 1.1. �
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Übungsaufgabe: Überlegen Sie sich, dass gilt:

convex{v1, . . . , vr} = {v ∈ Rn : v = λ1v1 + . . .+ λnvn

für λ1, . . . , λn ∈ R≧0 mit λ1 + . . .+ λn = 1}.

Lemma 2.4 (Lemma von Farkas)

Sei A ∈ Rd×n und β ∈ Rd. Dann gibt es entweder ein x ∈ Rn mit

Ax ≦ β

oder aber es existiert ein Zeilenvektor c ∈ R1×d mit c ≧ 0, cA = 0 und cβ < 0.

Beweis : Siehe [Zie], Proposition 1.7. Man sieht leicht, dass beide Bedingungen nicht

gleichzeitig eintreten können, da sonst 0 = 0x = (cA)x = d(Ax) ≦ cβ gelten würde.

�

Dieses grundlegende Lemma hat folgendes wichtige Korollar:

Lemma 2.5 Es sei A ∈ Rd×n und β ∈ Rd. Dann gibt es entweder ein x ∈ Rn mit

Ax = β und x ≧ 0

oder es existiert ein Zeilenvektor c ∈ R1×d mit cA ≧ 0 und cβ < 0, aber nicht beides. Hier

schreiben wir v ≧ 0 für einen Vektor v ∈ Rn, falls alle Koordinaten ≧ 0 sind.

Beweis : Wende Lemma 2.4 auf das System linearer Ungleichungen

Ax ≦ β

−Ax ≦ −β
−Enx ≦ 0

an! Falls (c1, c2, b) ∈ R1×2d+n
≧0 die Gleichungen

c1A + c2(−A)− b ≧ 0

sowie c1β − c2β < 0 erfüllt, so folgt (c1 − c2)A = b ≧ 0 und (c1 − c2)β < 0. �

Definition 2.6 Es sei P ⊂ Rn ein Polyeder. Eine Seite von P ist eine Teilmenge der Form

F = P ∩ {x ∈ Rn :< c, x >= β0},

wobei c ∈ Rn und β0 ∈ R so gewählt sind, dass

P ⊂ {x ∈ Rn :< c, x >≦ β0}

gilt.
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Wir nennen nulldimensionale Seiten von P Ecken, eindimensionale Seiten Kanten

und 1−kodimensionale Seiten Facetten. Mit vert (P ) bezeichnen wir die Eckenmen-

ge.

Lemma 2.7 i) Jede Seite F von P ist selbst ein Polyeder.

ii) Der Schnitt von zwei Seiten ist eine Seite.

Beweis : Übungsaufgabe. �

Satz 2.8 Sei P ⊂ Rn ein Polytop.

i) P ist die konvexe Hülle seiner Ecken: P = convex
(
vert(P )

)

ii) Falls P die konvexe Hülle einer endlichen Teilmenge V ⊂ Rn ist, so enthält V alle

Ecken von P .

Beweis : Nach Satz 2.3 gibt es eine endliche Teilmenge V = {v1, . . . , vr} mit P =

convex(V ). Für jede solche Teilmenge gilt folgendes: Ist

vi ∈ convex(V \{vi}),

so ist P = convex(V \{vi}), wir können vi also einfach weglassen, ohne die konvexe

Hülle zu verändern.

Wir zeigen jetzt: Jedes x =




x1...
xn


 ∈ V mit

x /∈ convex (V \{x})

ist eine Ecke von P . Wir setzen

W = V \{x} = {w1, . . . , wr−1}.

Dann gibt es kein t ∈ Rr−1
≧0 , t =




t1...
tr−1


mit

r−1∑
i=1

tiwi = x und
r−1∑
i=1

ti = 1.

Sei A die
(
n× (r − 1)

)
−Matrix mit den Spalten w1, . . . , wr−1 und sei 1 = (1, . . . , 1) ∈

R1×(r−1). Dann gibt es also kein t ∈ Rr−1
≧0 mit

(
1

A

)
t =

(
1

x

)
.
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Nach Lemma 2.5 existiert daher ein c ∈ R1×(n+1) mit (c0, . . . , c0) + (c1, . . . , cn)A ≧ 0

und c0 +
n∑
i=1

cixi < 0. Wir betrachten die lineare Abbildung

f : Rn → R
z 7→ 〈c, z〉.

Es gilt f(x) < −c0 und f(wj) ≧ −c0 für alle j. Auf der kompakten Teilmenge P

nimmt die Funktion f ihr Minimum δ ein. Dann ist P ⊂ {f(z) ≧ δ} und P ∩{f(z) =
δ} = {x}. Also ist x eine Ecke von P .

Daraus folgt die Behauptung (Übungsaufgabe). �

Korollar 2.9 Sei P ⊂ Rn ein Polytop und F eine Seite von P . Dann sind die Seiten des

Polytops F genau die Seiten F ′ von P mit F ′ ⊂ F.

Definition 2.10 Ein polyedrischer Komplex ist eine endliche Menge Σ von Polyedern,

die die folgenden Eigenschaften erfüllt:

i) Ist P ∈ Σ, so ist jede nicht-leere Seite von P in Σ.

ii) Sind P,Q ∈ Σ, so ist P ∩Q eine Seite von P und von Q.

Wir nennen die Elemente von Σ auch die Seiten des polyedrischen Komplexes.

Betrachtet man Polyeder P , die keine Polytope sind, dann ist der Begriff des Li-

nearraums L nützlich: Der Linearraum L ist der größte Untervektorraum von Rn,

so dass für jedes x ∈ P und y ∈ L auch x+ y in P liegt.

Der affine Span eines Polyeders P ist der kleinste affine Unterraum x + W (x ∈
Rn,W ⊂ Rn ein Unterraum) mit P ⊂ x+W . Wir definieren dann dimP = dimW als

Dimension des Polyeders. Ein polyedrischer Komplex Σ heißt rein von Dimension
d, falls jede (inklusions-)maximale Seite Dimension d hat.

Definition 2.11 Es sei Γ eine Untergruppe von (R,+). Ein Γ−rationales Polytop ist defi-

niert als ein Polytop der Form

P = {x ∈ Rn : Ax ≦ β}

für ein A ∈ Qd×n und ein β ∈ Γd.

Eine wichtige Klasse von Polyedern sind die polyedrischen Kegel:
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Definition 2.12 Ein polyedrischer Kegel C im Rn ist eine Teilmenge der Form

C =
{ r∑

i=1

λivi : λi ≧ 0 für alle i
}

für v1, . . . , vr ∈ Rn.

C heißt simplizial, falls v1, . . . , vr linear unabhängig sind.

Satz 2.13 C ist genau dann ein polyedrischer Kegel im Rn, wenn es eine d × n-Matrix A

über R gibt mit

C = {x ∈ Rn : Ax ≦ 0}.

Beweis : Übungsaufgabe. �

Jede Seite von C ist von der Form

{x ∈ Rn : A′x ≦ 0},

wobei A′ eine (d′ × n)−Untermatrix von A ist für ein d′ ≦ d (Übungsaufgabe).

Definition 2.14 Ein Fächer im Rn ist eine endliche Menge

F = {C1, . . . , CN}

von polyedrischen Kegeln im Rn, so dass gilt:

i) Jede nichleere Seite eines Kegels in F liegt in F .

ii) Der Schnitt von zwei Kegeln in F ist eine Seite beider Kegel.

Der Fächer F heißt vollständig, falls

C1 ∪ . . . ∪ CN = Rn

gilt. F heißt punktiert, falls 0 ∈ F (und damit eine Seite jedes Kegels in F ) ist. F
heißt simplizial, falls alle Kegel in F simplizial sind.

Definition 2.15 Es sei P ein nicht-leeres Polytop im Rn. Für jede Seite F von P sei

NF = {c ∈ Rn : F ⊂
{
x ∈ P : 〈c, x〉 = min

y∈P
= 〈c, y〉}

}
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Satz 2.16 NF ist ein Kegel im Rn und die Menge

N (P ) = {NF : F ist eine nicht-leere Seite von P}

ist ein vollständiger Fächer im Rn. Falls P die Dimension n hat, so ist N (P ) punktiert.

Der Fächer N(P ) heißt (innerer) Normalenfächer von P .

Übungsaufgabe: Zeichnen Sie ein zweidimensionales Polytop im R2 und seinen

Normalenfächer.

Beweis : Es sei V die Menge der Ecken von F . Dann gilt nach Korollar 2.9

V = F ∩ vert(P ).

Also gilt vert (P ) = {v1, . . . , vr} und V = {v1, . . . , vs} für ein s ≦ r.

Dann gilt

NF = {c ∈ Rn : 〈c, vi〉 = min
j=1,...,r

〈c, vj〉 für alle i = 1, . . . , s}.

Also ist NF ein Kegel.

Die Fächereigenschaften lassen wir als Übungsaufgabe. �

3 Ebene Kurven

Um ein Gefühl für tropische Hyperflächen zu bekommen, studieren wir zunächst

Hyperflächen im R2 — also Kurven.

Sei p(x, y) =
⊕
i,j∈Z

aijx
i© ⊙ y j© = min

i,j
{aij + ix + jy} ein tropisches Polynom in zwei

Variablen.

Wir nennen die zugehörige tropische Hyperfläche V (p) auch ebene tropische Kur-

ve.

Betrachten wir zunächst eine tropische Gerade, also ein Polynom vom Grad 1:

p(x, y) = a⊕ b⊙ x⊕ c⊙ y

= min{a, b+ x, c+ y}.
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Wir suchen diejenigen Punkte in der Ebene, für die das Minimum zweimal ange-

nommen wird. Dies ist offenbar die Menge

V (p) = {(a− b, y) : y ≧ a− c}
∪ {(x, a− c) : x ≧ a− b}
∪ {

(
x, x+ (c− b)

)
: x ≦ c− b}

Der erste Teil ist eine Halbgerade parallel zur y−Achse in (a − b, a − c), der zweite

Teil ist eine Halbgerade parallel zur x−Achse in (a − b, a− c) und der dritte Teil ist

ein Teil der Gerade y = x + (c − b) links vom Punkt (a − b). Es ergibt sich somit

folgender „Tripod“:

a− c

a− b

Eine lineare ebene tropische Kurve ist also ein Graph mit einer Ecke und drei Halb-

strahlen in dieser Ecke.

Übungsaufgabe: Zeichnen Sie ein zweidimensionales Polytop im R2 und seinen

Normalenfächer.

Definition 3.1 Es sei p(x, y) =
⊕
i,j∈Z

aij x
i© ⊙ y j© ein tropisches Laurent-Polynom in zwei

Variablen. Das Newtonpolytop Newt(p) in p ist definiert als die konvexe Hülle aller (i, j) ∈
Z2, so dass der Koeffizient aij 6= ∞ ist.

Beispiel:

i) Für die tropische Gerade p(x, y) = a⊕ b⊙ x⊕ c⊙ y erhalten wir ein Dreieck

Newt(P ) = convex{(0, 0), (1, 0), (0, 1)}
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1

1

0

ii) Für p(x, y) = x⊕ y ⊕ x 3© ⊕ x⊙ y ⊕ x 2© ⊙ y 2© erhalten wir folgendes Polytop:

1

1

2

2

3

Satz 3.2 Es sei p(x, y) =
⊕

(i,j)∈I

x i© ⊙ y j© ein tropisches (Laurent-)Polynom in zwei Varia-

blen mit Koeffizienten aij = 0 für alle i, j ∈ I , wobei I ⊂ Z2 eine endliche Teilmenge ist.

Dann ist die zugehörige tropische Hyperfläche V (p) das 1−Skelett des Normalfächers N
zum Newtonpolytop Newt(p), das heißt, V (p) besteht aus allen Kegeln in N der Dimension

≦ 1.

Beweis : V (p) besteht aus allen Punkten
(
x
y

)
∈ R2, in denen das Minimum der Funk-

tionen ix+ jy für i, j ∈ I zweimal angenommen wird.

Es ist Newt(p) = convex{vij : (i, j) ∈ I}, wobei vij =
(
i
j

)
gilt.

Ist vkl keine Ecke von Newt(p), dann liegt vkl in der konvexen Hülle der übrigen vij .

Das Newtonpolygon ändert sich also nicht, wenn wir vkl weglassen.
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Es gilt in diesem Fall

vkl =
∑

(i,j)6=(k,l)

bijvij

für bij ∈ [0, 1] mit
∑

(i,j)6=(k,l)

bij = 1.

Daher ist (
k
l

)
=

∑
(i,j)6=(k,l)

bij
(
i
j

)
,

also kx+ ly =
∑

(i,j)6=(k,l)

bijix+ bijjy

≧ min{ix+ jy : (i, j) 6= (k, l)},
also ist p(x, y) =

⊕
(i,j)∈I

(i,j)6=(k,l)

x i© ⊙ y j© und wir können die lineare Funktion kx+ ly auch

im tropischen Polynom p weglassen, ohne V (p) zu verändern.

Also können wir annehmen, dass das Newtonpolynom von p(x, y) =
⊕

(i,j)∈I

x i© ⊙ y j©

die Ecken vij =
(
i
j

)
für (i, j) ∈ I hat.

Sind vrs und vkl benachbarte Ecken in Newt(p), so ist die Strecke zwischen vrs und

vkl eine Kante F von Newt(p).

Der zugehörige Normalenkegel NF enthält alle c ∈ R2, die auf dieser Kante (also

auf vrs und vkl) ihr Minimum annehmen.

Also folgt

NF =
{(x

y

)
∈ R2 : rx+ sy = kx+ ly = min

(i,j)∈I
{ix+ jy}

}

Das ist offenbar eine Teilmenge von V (p).

Umgekehrt betrachten wir einen Punkt
(
x
y

)
∈ V (p). Dann gibt es definitionsgemäß

(r, s) und (k, l) in I mit

rx+ sy = kx+ ly = min
(i,j)∈I

{ix+ jy}.

Der Vektor
(
x
y

)
liegt also im Normalenkegel der Verbindungsstrecke von vrs und vkl

in R2. Diese Strecke ist eine Kante von Newt(p) (wieso ?). Also ist
(
x
y

)
im 1−Skelett

des Normalenfächers von Newt(p) enthalten. �
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Im Uhrzeigersinn nummerieren wir die Ecken von Newt(p) als

vi1,j1, vi2,j2, . . . , vir,jr ,

so dass jeweils vik,jk und vik+1,jk+1
sowie vir,jr und vi1,j1 eine Kante von Newt(p) bil-

den.

Dann besteht V (p) nach Satz 3.2 aus den Halbstrahlen R+

(
jk+1 − jk

ik − ik+1

)
und

R+

(
j1 − jr

ir − i1

)
. Nun gilt für wk =

(
jk+1 − jk

ik − ik+1

)
(k = 1, . . . , r− 1) und wr =

(
j1 − jr

ir − i1

)
offenbar

r∑
k=1

wk = 0.

Das ist ein Spezialfall der Gleichgewichtsbedingung, die wir später auf tropischen

Varietäten kennenlernen werden.

Jetzt untersuchen wir V (p) für ein beliebiges tropisches Polynom

p(x, y) =
⊕

(i,j)∈I

aij ⊙ x i© ⊙ y j©

= min
(i,j)∈I

{aij + ix+ jy}.

Wir definieren das erweiterte Newtonpolytop von p als

Newtext(p) = convex{(i, j, aij) : (i, j) ∈ I}
⊂ R3

und können nach dem schon diskutierten Fall annehmen, dass Newtext(p) dreidi-

mensional ist.

Dann wird Newtext(p) unter der Projektion ρ : R3 → R2 auf die ersten beiden Koor-

dinaten surjektiv auf Newt(p) abgebildet.

Wir betrachten den Normalenfächer N des erweiterten Newtonpolytops. N ist ein

Fächer im R3. Es sei F eine Seite von Newtext(p). Wir nennen F (von unten) „sicht-

bar“, falls der Normalenkegel NF einen Vektor der Form




x
y
1


 ∈ R3 enthält.

Dann ist für jedes sichtbare F in Newtext(p) die Projektion ρ(F ) ein Polytop, das in

Newt(p) enthalten ist. Die p(F ) für sichtbare F bilden einen polyedrischen Kom-

plex, der das Polytop Newt(p) zerlegt. Wir nennen diese Zerlegung auch Newton-

Zerlegung.
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Beispiel: p(x, y) = 3⊙ x 2© + 2⊙ x⊙ y ⊕ 3⊙ y 2© ⊕ 0.

(Zeichnen Sie Newtext(p) mit einem Computeralgebraprogramm!)

Hier ist die polyedrische Zerlegung die folgende:

Satz 3.3 Es sei p wie oben ein tropisches Polynom in 2 Variablen. Dann ist die tropische

Nullstellenmenge V (p) ein Graph, der dual zur Newtonzerlegung von Newt(p) in folgen-

dem Sinn ist: Die Ecken von V (p) entsprechen den zweidimensionalen Seiten in dieser Zer-

legung, die Kanten von V (p) sind orthogonal zu den eindimensionalen Seiten in dieser Zer-

legung und falls eine Ecke v auf einer Kante e liegt, dann enthält die zweidimensionale Seite

zu v die eindimensionale Seite von e.

Beweis : Für (k, l) 6= (r, s) in I setzen wir

V(k,l),(r,s) =

{(
x

y

)
∈ R2 : akl + kx+ ly = ars + rx+ sy = min

(i,j)∈I
{aij + ix+ jy}

}
.

Dann ist definitionsgemäß

V (p) =
⋃

(r,s)6=(k,l)

V(k,l),(r,l)

Nun ist

V(kl),(r,s) = ρ

{
c =




x
y
1


 :

〈
 k

l
akl



〉

=

〈
c,


 r

s
ars



〉

= min
(i,j)∈I

〈
c,


 i

j
aij



〉}

.

Somit ist V(k,l),(r,s) genau dann nicht leer, wenn die Ecken


 k

l
akl


 und


 r

s
ars


 in

Newtext(p) auf einer Kante F von Newtext(p) liegen und wenn der Kegel NF eine

nicht-negative z−Koordinate hat. Also ist F eine sichtbare Kante von Newtext(p).
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Liegt ρ




x
y
1


 in V(k,l),(r,s), so gilt

y =
r − k

l − s
x+

ars − akl
l − s

.

Diese Gerade ist orthogonal zur Verbindungsgeraden von
(
k
l

)
und

(
r
s

)
, welche Stei-

gung k−r
l−s

hat, wie man leicht nachprüft.

Also ist V (p) tatsächlich die Vereinigung von Kanten (beschränkten Kanten und

Halbstrahlen) orthogonal zu den eindimensionalen Seiten der Newtonzerlegung.

In einem Punkt stoßen genau dann mehr als zwei Kanten zusammen, so dass eine

Ecke entsteht, wenn die zugehörigen Kanten in der Newtonzerlegung eine zweidi-

mensionale Seite umschließen. �

Im unteren obigen Beispiel sieht die tropische Kurve zu p(x, y) folgendermaßen aus:

Wir betrachten folgendes Beispiel. Sei

p(x, y) = a⊙ x 2© + b⊙ x⊙ y ⊕ c⊙ y 2© ⊕ d⊙ y ⊕ e⊕ f ⊙ x

ein quadratisches tropisches Polynom mit Koeffizienten a, b, c, d, e, f ∈ R\{0}, die

den Ungleichungen

2b < a+ c, 2f < a + e, 2d < c+ e

genügen.

Wir zeichnen das Newtonpolytop von p am Ursprung gespiegelt:
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x

y

Die Newtonzerlegung sieht folgendermaßen aus:

Die tropische Kurve ist dual dazu:

4 Bewertungen

Um tropische Polynome aus gewöhnlichen Polynomen mit Koeffizienten in einem

Körper herzuleiten, benötigen wir einige Grundbegriffe über Bewertungen.
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Es sei K ein Körper.

Definition 4.1 Eine Bewertung auf K ist eine Funktion

v : K → R ∪ {∞},

so dass für alle a, b ∈ K gilt:

i) v(a) = ∞ genau dann, wenn a = 0.

ii) v(ab) = v(a) + v(b)

iii) v(a+ b) ≧ min{v(a), v(b)}

Das Bild der Bewertungsabbildung v(K∗) ⊂ R nennen wir auch Wertegruppe von v

und bezeichnen es mit Γv.

Beispiel

i) Jeder Körper trägt die triviale Bewertung

v(a) =

{
∞ , a = 0

0 , a 6= 0.

ii) Auf dem Körper Q ist für jede Primzahl p die p−adische Bewertung

vp : Q → R

definiert als

vp

(m
n

)
= −vp(m) + vp(n),

wobei vp(m) für eine ganze Zahl m 6= 0 der Exponent von p in der Primfaktor-

zerlegung von m ist.

iii) Es sei K ein beliebiger Körper und K[X ] der Polynomring. Auf dem Quotien-

tenkörper

K(X) = Quot K[X ] =
{f
g
: f, g ∈ K[X ], g 6= 0

}

können wir eine Bewertung definieren durch

v0

(f
g

)
= v0(f)− v0(g),

wobei für ein Polynom f ∈ K[X ] der Wert v0(f) definiert ist als die Nullstel-

lenordnung von f in 0.
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Lemma 4.2 Es sei K ein Körper mit einer Bewertung v. Falls v(a) 6= v(b) ist, so folgt

v(a+ b) = min{v(a), v(b)}.

Beweis : Übungsaufgabe oder [NZ]. �

Ist v eine Bewertung auf K, so ist

R = {a ∈ K∗ : v(a) ≧ 0} ∪ {0}

ein Ring und

M = {a ∈ K∗ : v(a) > 0} ∪ {0}
ein Ideal in R. (Prüfen Sie das!)

Lemma 4.3 i) Jedes a ∈ K mit v(a) = 0 ist eine Einheit in R.

ii) Der Ring R ist lokal, das heißt, er besitzt nur ein maximales Ideal. Das maximale Ideal

in R ist M.

Beweis : Übungsaufgabe. �

Den Körper R/M nennen wir auch Restklassenkörper von v.

Beispiel: Im Falle der p−adischen Bewertung auf Q schreiben wir auch R = Zp.

Dieser Ring enthält Z. Das maximale Ideal M enthält das Hauptideal

pZ = {m ∈ Z : p | m}

aus Z. Der Restklassenkörper ist in diesem Fall

R/M = Z/pZ = Fp.

Ist v eine nicht-triviale Bewertung auf K, so normieren wir v immer so, dass 1 in

der Wertegruppe liegt, indem wir eventuell von v zu einer Bewertung λv mit λ > 0

übergehen. Dies ändert den Bewertungsring und das maximale Ideal nicht.

Ein Körper K heißt algebraisch abgeschlossen, falls jedes nicht-konstante Polynom

f ∈ K[x] eine Nullstelle in K hat.

Beispiel: C ist algebraisch abgeschlossen, Q und R nicht.

Aus der Algebra verwenden wir die Tatsache, dass wir jeden Körper K in einen

algebraisch abgeschlossenen Körper einbetten können. Ein minimaler algebraisch

abgeschlossener Erweiterungskörper von K heißt algebraischer Abschluss von K.

Wir verwenden dafür die Bezeichnung K .
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Lemma 4.4 Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper mit einer nicht-trivialen Be-

wertung. Dann ist die Wertegruppe Γv divisibel und dicht in R.

Beweis : Eine Untergruppe Γ von R ist definitionsgemäß divisibel, falls sie mit je-

dem r ∈ R auch alle r
n

für n ∈ N enthält. Es sei a ∈ K. Dann hat das Polynom

Xn − a eine Nullstelle b in K, da K algebraisch abgeschlossen ist. Aus bn = a folgt

nv(b) = v(a), also liegt mit v(a) auch 1
n
v(a) in Γv. Somit ist Γv divisibel. Aus 1 ∈ Γv

und der Divisibilität von Γv folgt, dass Q ⊂ Γv ist. Daher liegt Γv dicht in R. �

Es ist oft nützlich, eine Kopie der Wertegruppe in K∗ zu finden. Dies garantiert das

folgende Lemma für algebraisch abgeschlossene Körper.

Lemma 4.5 Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper mit einer Bewertung v. Dann

gibt es einen Gruppenhomomorphismus

ψ : Γv → K∗

mit v
(
ψ(r)

)
= v für alle r ∈ Γv. Mit anderen Worten: Der surjektive Gruppenhomomor-

phismus

v : K∗ → Γv

besitzt eine Spaltung.

Beweis : Hier braucht man folgenden Struktursatz für Gruppen: Jede torsionsfreie

divisible Gruppe ist isomorph zu einer (möglicherweise unendlichen) Summe von

Kopien von Q. Γv ist als Untergruppe von (R,+) torsionsfrei, das heißt, aus mr = 0

für r ∈ Γv und m ≧ 1 folgt r = 0. Also lässt sich der obige Struktursatz auf Γv

anwenden.

Für jede Kopie in Q, die in Γv auftaucht, haben wir einen surjektiven Gruppenho-

momorphismus

p : Γv → Q.

Wir wählen ein a ∈ Γv mit p(a) = 1 und ein w ∈ K∗ mit v(w) = a. Dann ist aQ eine

Untergruppe von Γv, die unter p isomorph auf Q abgebildet wird. Wir definieren

einen Gruppenhomomorphismus

ψ : aQ → K∗

mit Hilfe n−ter Wurzeln im algebraisch abgeschlossenen Körper K. Dies setzt sich

zusammen zum gewünschten Homomorphismus Γv → K∗. �
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Es sei K ein beliebiger Körper mit einer Bewertung v. Für jedes positive e ∈ R

erhalten wir dann durch

|a| = e−v(a)

einen Betrag auf K, wenn wir e−∞ = 0 setzen. (Prüfen Sie das nach!) Dieser Betrag

erfüllt die nicht-archimedische Dreiecksungleichung

|a+ b| ≦ max{|a|, |b|}

sowie

|a+ b| = max{|a|, |b|},

falls |a| 6= |b| gilt.

Die triviale Bewertung führt zum trivialen Absolutbetrag

|a| =
{

0 a = 0

1 a 6= 0.

Zum Abschluss dieses Kapitels betrachten wir eine Bewertung v auf einem Körper

K, den wir in einen algebraischen Abschluss K einbetten. K enthält alle Nullstellen

normierter Polynome

f(x) = Xn + cn−1X
n−1 + . . .+ c1X + c0

mit Koeffizienten ci ∈ K.

Das Polynom f heißt irreduzibel, falls man es nicht als Produkt f = f1 · f2 von zwei

nicht-konstanten Polynomen f1, f2 ∈ K[X ] schreiben kann.

Ist a ∈ K eine Nullstelle eines irreduziblen Polynoms f(x) wie oben, so heißt

N (α) := (−1)nc0 die Norm von α. Wir setzen v(α) = 1
n
v
(
N (α)

)
und erhalten so-

mit eine Funktion

v : K
∗ → R,

die die Bewertung v : K∗ → R fortsetzt. Man kann mit Hilfe von etwas Körpertheo-

rie aus der Algebra zeigen, dass auch die Fortsetzung v auf K eine Bewertung ist.
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5 Algebraische Geometrie

Wir betrachten den Polynomring K[X1, . . . , Xn] über einem Körper K. Dieser ist

noethersch, das heißt, jedes Ideal a ⊂ K[X1, . . . , Xn] ist endlich erzeugt. Zur Erinne-

rung: Wir nennen ein Ideal a ⊂ K[X1, . . . , Xn] endlich erzeugt, falls es f1, . . . , fr ∈
K[X1, . . . , Xn] gibt mit

a = {g1f1 + . . .+ grfr : g1, . . . , gr ∈ K[X1, . . . , Xn]}.

In diesem Fall schreiben wir auch

a = (f1, . . . , fr).

Ohne Beweis verwenden wir den folgenden Satz:

Satz 5.1 (Hilbertscher Nullstellensatz) Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper.

Jedes maximale Ideal m ⊂ K[X1, . . . , Xn] ist dann von der Form

m = (X1 − a1, . . . , Xn − an)

für a1, . . . , an ∈ K.

Für den Moment sei K wieder ein beliebiger Körper, und wir schreiben A =

K[X1, . . . , Xn]. Mit

An(K) = {(a1, . . . , an) ∈ Kn}

bezeichnen wir den K−Vektorraum der n-dimensionalen Zeilenvektoren. Dieser

heißt affiner Raum über K.

Mit T (K) oder T n(K) bezeichnen wir folgende Teilmenge von An(K) :

T (K) = {(a1, . . . , an) ∈ Kn : alle ai 6= 0}.

Wir nennen T (K) auch den n−dimensionalen Torus über K.

Mit Pn(K) bezeichnen wir den Quotientenraum (also die Menge der Äquivalenz-

klassen)

Pn(K) = An+1(K)\{(0 . . . 0)}/ ∼,

wobei die Äquivalenzrelation ∼ wie folgt definiert ist:

(a1, . . . , an+1) ∼ (b1, . . . , bn+1) genau dann,
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wenn es ein λ ∈ K∗ gibt mit a1 = λbi für alle i = 1, . . . , n+ 1.

Pn(K) ist also einfach die Menge aller Geraden im Kn+1. Wir schreiben

[a1 : . . . : an+1] für die Äquivalenzklasse von (a1, . . . , an+1) in Pn(K).

Ist P = (P1, . . . , Pn) ∈ An(K) und f ∈ A, so ist f(P ) = f(P1, . . . , Pn) ∈ K. Ist

f(P ) = 0, so nennen wir P Nullstelle von f .

Lemma 5.2 Es sei a = (f1, . . . , fr) ein Ideal in A = K[X1, . . . , Xn]. Dann ist

V (a) : = {P ∈ An(K) : g(P ) = 0 für alle g ∈ a}
= {P ∈ An(K) : f1(P ) = . . . = fr(P ) = 0}.

Wir nennen V (a) die Nullstellenmenge von a oder auch die affine Varietät zu a.

Lemma 5.3 Nimmt man als offene Mengen von An(K) gerade die Komplemente

An(K)\V (a)

für alle Ideale a ⊂ A, so wird An(K) zu einem topologischen Raum. Diese Topologie heißt

Zariski-Topologie.

Beweis : Übungsaufgabe. �

Zwei verschiedene Ideale können dieselbe affine Varietät definieren. So ist etwa

V
(
(X)

)
= V

(
(X2)

)

in A1(K).

Man kann mit Hilfe des Hilbertschen Nullstellensatzes zeigen, dass für einen alge-

braisch abgeschlossenen Körper gilt

V (a) = V (b) ⇒
√
a =

√
b,

wobei
√
a = {f ∈ A : es gibt ein n ≧ 1 mit fn ∈ a}

das sogenannte Radikal von a ist. Einen Beweis finden Sie in [AG].

Für ein f ∈ A = K[X1, . . . , Xn] definieren wir wie folgt eine Teilmenge D(f) von

An(K):

D(f) = {P ∈ An(K) : f(P ) 6= 0}.
D(f) besteht also einfach aus allen Punkten, die keine Nullstelle von f sind.

Da An(K)\D(f) = V
(
(f)
)

für das Hauptideal (f) gilt, ist D(f) offen.

Beispiel: Es ist T n = D(x1 · . . . · xn) ⊂ An(K).
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Lemma 5.4 Jede offene Teilmenge U ⊂ An(K) in der Zariskitopologie enthält eine Menge

D(f) für ein f ∈ A. Es gibt sogar f1, . . . , fr ∈ A mit

U = D(f1) ∪ . . . ∪D(fr).

Beweis : Ist U ⊂ An(K) offen in der Zariskitopologie, so gilt U = An(K)\V (a) für

ein Ideal a in A.

Für jedes f ∈ a gilt definitionsgemäß

D(f) ∩ V (a) = ∅,

also folgt D(f) ⊂ U.

Um die stärkere Behauptung zu zeigen, wählen wir Erzeuger von a, also

a = (f1, . . . , fr).

Dann ist offenbar
r⋂
i=1

V
(
(fi)
)
= V (a), also

D(f1) ∪ . . . ∪D(fr) = U.

�

Definition 5.5 Es sei T ein topologischer Raum. Eine nicht-leere Teilmenge Z ⊂ T heißt

irreduzibel, wenn Z nur auf triviale Weise als Vereinigung von in Z abgeschlossenen Men-

gen geschrieben werden kann. Mit anderen Worten: Aus

Z = Z1 ∪ Z2

mit Z1, Z2 ⊂ Z abgeschlossen folgt

Z1 = Z oder Z2 = Z.

In der Zariskitopologie gibt es — im Gegensatz zur üblichen Topologie auf dem Rn

— viele abgeschlossene Mengen, die nicht irreduzibel sind.

Beispiel: In A2(K) ist

V
(
(x · y)

)
= V

(
(x)
)
∪ V

(
(y)
)

nicht irreduzibel.
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Ist a ein Primideal, dann ist V (a) irreduzibel. Umgekehrt gilt: Ist V (a) irreduzibel,

so ist
√
a ein Primideal (Übungsaufgabe).

Die Zariskitopologie auf An(K) induziert auf natürliche Weise eine Topologie auf

T (K), deren abgeschlossene Mengen gerade die Mengen der Form

V (a) ∩ T (K) = {P ∈ T (K) : f(P ) = 0 für alle f ∈ a}

für ein Ideal a ⊂ K[x1, . . . , xn] sind.

Wir schreiben K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] = { ∑
I⊂Zn

aIX
I : aI ∈ K} mit der Multiindexnotation

XI = X i1
1 . . .X

in
n für I = (i1, . . . in). Dieser Ring K[X±1

1 , . . . , X±1
n ] heißt Ring der

Laurentpolynome in X1, . . . , Xn über K. Wir nennen ihn auch den Koordinatenring

von T (K).

Wir haben eine natürliche Einbettung

A = K[X1, . . . , Xn] ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±n

n ].

Für ein Ideal a = (f1, . . . , fr) in A sei a ·K[X±1
1 , . . . , X±n

n ] das Ideal
{

r∑

i=1

gifi : g1, . . . gr ∈ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ]

}
in K[X±1

1 , . . . , X±1
n ].

Für jedes Ideal b ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] setzen wir VT (b) = {P ∈ T (K) : f(P ) = 0 für

alle f ∈ b}. Dann gilt V (a) ∩ T (K) = VT (a ·K[X±1
1 , . . . , X±1

n ]) (Übungsaufgabe).

Ist b ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] ein beliebiges Ideal, so ist ferner

V (b ∩K[X1, . . . , Xn]) ∩ T (K) = VT (b)

eine abgeschlossene Teilmenge von T (K).

Erinnerung: Für jede Teilmenge X eines topologischen Raums bezeichnet man mit

X die kleinste abgeschlossene Teilmenge, die X enthält. Es gilt

X =
⋂

X⊂Y⊂T
Y abgeschlossen

Y.

Für jedes maximale Ideal M der Form M = (X1 − a1, . . . , Xn − an) von A ist

V (M) = {(a1, . . . , an)} ⊂ An(K)

abgeschlossen.
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Lemma 5.6 Ist K algebraisch abgeschlossen, so gilt für jedes Primideal

p ⊂ K[X1, . . . , Xn] mit V (p) ∩ T 6= ∅ :

V (p) ∩ T = V (p)

Beweis : Es gilt

V (p) = {(a1, . . . , an) ∈ An(K) : p ⊂ (X1 − a1, . . . , Xn − an)}

(Übungsaufgabe). Die Inklusion V (p) ∩ T ⊂ V (p) ist klar, da die rechte Seite abge-

schlossen ist und V (p) ∩ T enthält.

Angenommen, es existiert ein (a1, . . . , an) ∈ An(K) mit p ⊂ (X1 − a1, . . . , Xn − an),

aber (a1, . . . , an) /∈ V (p) ∩ T . Dann liegt (a1, . . . , an) im offenen Komplement dieser

Menge. Also existiert ein f ∈ A mit (a1, . . . , an) ∈ D(f) und V (p) ∩ T ∩D(f) = ∅.

Nun ist T = D(x1 · . . . ·xn), also folgt T ∩D(f) = D(x1 · . . . ·xn · f) (Übungsaufgabe).

Aus V (p) ∩D(x1 · . . . · xn · f) = ∅ folgt

V (p) ⊂ V (x1 · . . . · xn · f)

und somit (x1 · . . . · xn · f)N ∈ p für ein N ≧ 1. Da p ein Primideal ist, folgt

x1 · . . . · xn · f ∈ p.

Nach Voraussetzung gilt V (p) ∩ T 6= ∅, also ist V (p) 6⊂ V (x1, . . . , xn), woraus sich

x1 · . . . · xn /∈ p ergibt.

Somit folgt aus der Primidealeigenschaft f ∈ p. Wegen p ⊂ (X1 − a1, . . . , Xn − an)

ergibt sich f(a1, . . . , an) = 0, was (a1, . . . , an) ∈ D(f) widerspricht. Also folgt die

Behauptung. �

Wir brauchen jetzt noch ein paar Grundbegriffe über homogene Polynome. Für je-

des Monom aIX
I ∈ K[X1, . . . , Xn], I = (i1, . . . , in), heißt |I| = i1 + . . . + in der Grad

von aIXI .

Ein Polynom f in K[X1, . . . , Xn] heißt homogen, falls alle auftretenden Monome

denselben Grad haben. Dieser heißt auch homogener Grad von f .

Für jedes homogene Polynom f können wir seine Nullstellenmenge im projektiven

Raum definieren:

Ṽ (f) = {[a0 · . . . · an] ∈ Pn(K) : f(a0, . . . , an) = 0}
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Das ist wohldefiniert, denn für ein homogenes Polynom f vom Grad d gilt

f(λa0, . . . , λan) = λdf(a0, . . . , an)

(Übungsaufgabe).

Ein Ideal a ⊂ K[X0, . . . , Xn] heißt homogen, falls es von homogenen Polynomen

erzeugt wird. Diese dürfen unterschiedliche Grade haben.

Für ein homogenes Ideal a = (f1, . . . , fr) mit homogenem fi definieren wir

Ṽ (a) = {[a0 · . . . · an] ∈ Pn(K) : fi(a0, . . . , an) = 0 für alle i = 1, . . . , r}.

Dann kann man auf Pn(K) ganz analog wie im Fall An(K) eine Zariski-Topologie

definieren, deren abgeschlossene Mengen genau die von Ṽ (a) für homogene Ideale

a sind.

Ist f ein homogenes Polynom, dann ist die Teilmenge D̃(f) = {P ∈ Pn(K) : f(P ) 6=
0} = Pn(K)\Ṽ

(
(f)
)

offen in Pn(K). Analog zum affinen Raum kann man jede offe-

ne Teilmenge von Pn(K) als endliche Vereinigung solcher Mengen D̃(f) schreiben.

Insbesondere gilt (Übungsaufgabe)

Pn(K) = D̃(x0) ∪ . . . ∪ D̃(xn).

Ist f(X) =
∑
aIX

i1
1 ·. . .·X in

n ∈ A = K[X1, . . . , Xn] ein Polynom in den Unbestimmten

X1, . . . , Xn vom Grad d = max{i1 + . . . + in : aI 6= 0}, so können wir aus f ein

homogenes Polynom f̃ in X0, X1, . . . , Xn vom Grad d machen, indem wir in jedem

Monom eine geeignete X0−Potenz ergänzen:

f̃(X0, . . . , Xn) =
∑

I⊂Nn0

aIX
d−|I|
0 X i1

1 · . . . ·X in
n .

Wie üblich schreiben wir hier |I| = i1 + . . .+ in.

Dann ist f(X1, . . . , Xn) = f̃(1, X1, . . . , Xn). Wir betrachten die injektive Abbildung

j : An(K) →֒ Pn+1(K)

(a1, . . . , an) 7→ [1 : a1 : . . . : an].

Diese vermittelt eine Bijektion zwischen An(K) und D̃(x0). Dann ist f(a1, . . . , an) =

0 genau dann, wenn f̃
(
j(a1, . . . , an)

)
= 0 ist.

Es sei g ein beliebiges homogenes Polynom in K[X0, . . . , Xn], und f(X1, . . . , Xn) =

g(1, X1, . . . , Xn) ∈ A = K[X1, . . . , Xn].
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Dann gilt D̃(g) ∩ j
(
(An(K)

)
= j
(
D(f)

)
, also ist j stetig.

Da außerdem D̃(f̃) ∩ j
(
An(K)

)
= D(f) für die Homogenisierung von f gilt, ist j

auch offen (bildet also offene Mengen in offene Mengen ab). Somit ist j ein Homöo-

morphismus.

Definition 5.7 Für jedes Ideal a = (f1, . . . , fr) ⊂ K[X1, . . . , Xn] sei

aproj = (f̃1, . . . , f̃r)

das von den Homogenisierungen der fi erzeugte Ideal in K[X0, . . . , Xn].

Lemma 5.8 Für jedes Ideal a ⊂ K[X1, . . . , Xn] gilt j
(
V (a)

)
= Ṽ (aproj).

Beweis : Die Inklusion „⊂“ ist klar. Also genügt es, zu zeigen

Pn(K)\j
(
V (a)

)
⊂ Pn(K)\Ṽ (aproj).

Dazu sei g ein homogenes Polynom in K[X0, . . . , Xn] mit

D̃
(
(g)
)
∩ j
(
V (a)

)
= ∅.

Wir setzen f(X1, . . . , Xn) = g(1, X1, . . . , Xn) ∈ A. Wie wir oben gesehen haben, ist

D̃(g) ∩ j
(
An(K)

)
= j
(
D(f)

)
, also folgt

D(f) ∩ V (a) = ∅

und somit V (a) ⊂ V
(
(f)
)
, also fn ∈ a für ein n ≧ 1.

Also ist f̃n ∈ aproj, woraus

Ṽ (aproj) ⊂ Ṽ
(
(f̃)
)

folgt. Da f̃(1, X1, . . . , Xn) = g(1, X1, . . . , Xn) gilt und beide Polynome homogen sind,

gibt es ein m ≧ 0 mit

g = Xm
0 f̃ .

Also ist Ṽ
(
(f̃)
)
⊂ Ṽ

(
(g)
)
, so dass sich

D̃(g) ⊂ Pn(K)\Ṽ (aproj)

ergibt. Daraus folgt die Behauptung. �
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Es sei K ein Körper mit einer Bewertung v. Dann bezeichnen wir mit

trop : T (K) → Rn

die Abbildung

(a1, . . . , an) 7→
(
v(a1), . . . , v(an)

)
.

Sie heißt Tropikalisierungsabbildung und ist ein Gruppenhomomorphismus von

T (K) (ausgestattet mit der Multiplikation) in die additive Gruppe Rn. Das Bild von

trop ist Γnv .

Unser Ziel ist die Untersuchung der Bilder von Nullstellenmengen der Form V (a)∩
T (K) unter trop. Dazu benötigen wir folgendes Lemma. Wir erinnern an die Defini-

tion des Restklassenkörpers R/M einer Bewertung. Die Restklassenabbildung

R → R/M

bezeichnen wir auch mit r 7→ r.

Lemma 5.9 Es seien (w1, . . . , wn) ∈ (Γv)
n und (y∗1, . . . , y

∗
n) ∈ (K∗)n mit v(y∗i ) = wi für

alle i gegeben. Für gegebenes α = (α1, . . . , αn) ∈ kn betrachten wir

Tw,α = {y = (y1, . . . , yn) ∈ T (K) : trop(y1, . . . , yn) = (w1, . . . , wn)

und yi/y∗i = αi für i = 1, . . . , n}.

Dann ist Tw,α ⊂ T (K) dicht in der Zariski-Topologie, das heißt, es gilt

Tw,α = T (K).

Beweis : Es genügt zu zeigen, dass es für jedes Polynom 0 6= f ∈ K[X1, . . . , Xn] ein

y ∈ Tw,α mit y ∈ D(f) ∩ T (K) gibt, denn dann kann T (K) keine offene Menge im

Komplement von Tw,α enthalten.

Die Restklassenabbildung R → k ist surjektiv, also finden wir z1, . . . , zn ∈ R mit

zi = αi für alle i = 1, . . . , n. Für

y1 = y∗1 · zi
gilt dann v(yi) = v(y∗i ) = wi, denn da αi 6= 0 ist, muss v(zi) = 0 sein. Außerdem gilt

für alle y+i ∈ K∗ mit v(y+i ) > wi

v(yi + y+i ) = v(yi) = wi.
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Da v nicht die triviale Bewertung ist, gibt es unendlich viele solcher Elemente y+i ∈
K∗. Aus v

(
y+i
y∗i

)
> 0 folgt ferner y+i /y

∗
i = 0.

Daher gilt
yi + y+i
y∗i

= zi = αi

für alle i = 1, . . . , n. Somit ist für alle solchen y+i das Tupel

(y1 + y+1 , . . . , yn + y+n )

in Tw,α enthalten.

Wir zeigen nun mit Inklusion nach n, dass für alle 0 6= f ∈ K[X1, . . . , Xn] der Schnitt

D(f) ∩ Tw,α nicht leer ist.

Ist n = 1, so hat f nur endlich viele Nullstellen. Diese können wir also durch geeig-

nete Wahl von y+i vermeiden. Daher gibt es ein y = y1 + y+1 ∈ D(f).

Ist n > 1, so schreiben wir

f(X1, . . . , Xn) =

d∑

j=1

hjX
j
n

für geeignete Polynome

0 6= hj ∈ K[X1, . . . , Xn−1].

Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein

x = (x1, . . . , xn−1) ∈ (K∗)n−1

mit v(xi) = wi und xi/y∗i = αi für alle i = 1, . . . , n− 1, das außerdem

x ∈ D(h1 · . . . · hd) ⊂ An−1(K)

erfüllt. Das Polynom

f(x1, . . . , xn−1, Xn)

in einer Variablen ist dann nicht das Nullpolynom, hat also nur endlich viele Null-

stellen. Daher finden wir ein y+n wie oben, so dass yn+y+n nicht unter den Nullstellen

ist.

Daraus folgt in der Tat

(x1, . . . , xn−1, yn + y+n ) ∈ Tw,α ∩D(f).

�
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Wir wollen nun noch Initialformen von Polynomen einführen.

Dazu sei ab jetzt K ein Körper mit einer Bewertung v, so dass eine Spaltung

ψ : Γv → K∗

der Bewertungsabbildung existiert.

Dies ist nicht unbedingt notwendig. Mit etwas algebraischer Geometrie über Be-

wertungsringen kann man auf diese Annahme verzichten, siehe [Gu]. In Lemma

4.5 haben wir gesehen, dass diese Annahme für einen algebraisch abgeschlossenen

Körper erfüllt ist.

Wir normieren ferner die Bewertung v so, dass 1 ∈ Γv liegt und setzen t = ψ(1). Für

jedes w ∈ Γv schreiben wir ab jetzt suggestiv

tw := ψ(w).

(Überlegen Sie anhand von Beispielen, wieso.)

Wir bezeichnen wie zuvor mit R den Bewertungsring und mit

R → R/M = k

r 7→ r

die Restklassenabbildung in den Restklassenkörper k. Ist

f =
∑

aIX
I ∈ R[X1, . . . , Xn]

ein Polynom mit Koeffizienten im Bewertungsring, so schreiben wir

f =
∑

I

aIX
I ∈ k[X1, . . . , Xn]

für das induzierte Polynom über dem Restklassenkörper. Die Abbildung f 7→ f ist

ein Ringhomomorphismus (Übungsaufgabe).

Definition 5.10 Wir nehmen an, dass v nicht die triviale Bewertung ist. Es sei w ∈ Rn

ein sogenannter Gewichtsvektor. Dann definieren wir die Initialform von f =
∑
I⊂Nn0

aIX
I ∈

k[X1, . . . , Xn] als

inw(f) =
∑

I⊂Nw0

aIt〈w,I〉−WX
I
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wobei 〈w, I〉 = w1i1 + . . .+ wnin und

W = W (f, w) = min{v(aI) + 〈w, I〉 : aI 6= 0}

ist. Das ist wohldefiniert, denn für jedes I mit aI 6= 0 ist v(aIt〈w,I〉−W ) = v(aI) + 〈w, I〉 −
W ≧ 0, also liegt aIt−W ∈ R. Somit liegt inw(f) ∈ k[X1, . . . , Xn].

Falls v(aI) + 〈w, I〉 > W ist, ist aIt〈w,I〉−W = 0. Daher gilt

inw(f) =
∑

I⊂Nn0
v(aI )+〈w,I〉=W

aIt−v(aI )X
I .

Definition 5.11 Ist v die triviale Bewertung auf K und w in Rn ein Gewichtsvektor, so

definieren wir für f in K[X1, . . . , Xn] die Initialform als

inw(f) =
∑

I:〈w,I〉=W

aIX
I

mit W = min{〈w, I〉 : aI 6= 0}.

Beispiel:

1) Sei f = (t+ t2)X1 + 2t2X2 + 3t4X3 in C {{t}} [X1, X2, X3].

Für w = (0, 0, 0) ist W = min{1, 2, 4} = 1, also

inw(f) = (t + t2)t−1X1 + 2t2t−1X2 + 3t4t−1X3

= X1

Für w = (4, 2, 0) ist

W = min{1 + 4, 2 + 2, 4} = 4,

also
inw(f) = (t+ t2)X1 + 2t2t−2X2 + 3t4t−4X3

= 2X2 + 3X3.

2) Es sei k = Q mit der 2−adischen Bewertung v2. Dann ist k = F2. Es sei f(X) =

X1+2X2−3X3. Fürw = (0, 0, 0) istW = min{0, 1, 0} = 0 und inw(f) = X1+X3.

Analog ist für w = (1, 0, 2) inw(f) = X1 +X2.

Lemma 5.12 Sind f, g in K[X1, . . . , Xn], so gilt inw(f · g) = inw(f) · inw(g).

Beweis : Übungsaufgabe. �
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Lemma 5.13 Es sei f ∈ K[X1, . . . , Xn] und w, v ∈ Rn. Dann gibt es ein ε > 0, so dass

für alle ε′ mit 0 < ε′ < ε gilt

inv
(
inw(f)

)
= inw+ε′v(f).

Auf der linken Seite wenden wir den Operator inv auf das Polynom

inw(f) ∈ k[X1, . . . , Xn]

an, indem wir den Restklassenkörper k mit der trivialen Bewertung versehen.

Beweis : Für f =
∑
aIX

I ist definitionsgemäß

inw(f) =
∑

I

aIt
〈w,I〉−WXI

für W = min{v(aI) + 〈w, I〉 : aI 6= 0}. Nun sei W ′ = min{〈v, I〉 : I erfüllt v(aI) +

〈w, I〉 = W}. Dann gilt

inv
(
inw(f)

)
=

∑

I:〈v,I〉=W ′

aIt〈w,I〉−WX
I =

∑

I:〈v,I〉=W ′

aIt−v(aI )X
I

Für hinreichend kleine ε > 0 gilt

min{v(aI) + 〈w, I〉+ 〈εv, I〉} =W + εW ′.

und

{I : v(aI) + 〈w + εv, I〉 =W + εW ′} = {I : v(aI) + 〈w, I〉 =W und 〈v, I〉 = W ′}.

Dann folgt für alle 0 < ε′ < ε offenbar

inw+ε′v(f) = inv
(
inw(f)

)
.

�

Definition 5.14 Ist a ⊂ K[X1 . . .Xn] ein Ideal und w ∈ Rn, so definieren wir das zugehö-

rige Initialideal als

inw(a) =
(
inw(f) : f ∈ a

)
=

{
r∑

i=1

giinw(fi) : r ≧ 1, gi ∈ K[X1, . . . , Xn], fi ∈ a.

}
.
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Eine Teilmenge {f1, . . . , fr} ⊂ a heißt Gröbnerbasis von a, falls gilt

inw(a) =
(
inw(f1), . . . , inw(fr)

)
.

Man kann zeigen, dass stets eine solche endliche Gröbnerbasis existiert und diese

sogar effektiv berechnen.

Wir untersuchen jetzt den einfacheren Fall der homogenen Ideale.

Lemma 5.15 Es sei a ⊂ K[X0, . . . , Xn] homogenes Ideal. Wir zerlegen ein f ∈ a in seine

homogenen Summanden:

f =
m∑

d=0

fd

mit fd homogen vom Grad d. Dann folgt fd ∈ a für alle d.

Beweis : Übungsaufgabe. �

Lemma 5.16 Ist f = f0 + . . . + fm die Zerlegung von f ∈ K[X0, . . . , Xn] in homogene

Summanden fd vom Grad d, so gilt für jedes w ∈ Rn+1 :

inw(f) =
∑

d:W (fd,w)=W (f,w)

inw(fd).

Beweis : Übungsaufgabe. �

Lemma 5.17 Sei a ⊂ K[X0, . . . , Xn] ein homogenes Ideal und w ∈ Rn+1.

Dann ist inw(a) ebenfalls ein homogenes Ideal und es existiert eine homogene Gröbnerbasis.

Es gilt sogar

g ∈ inw(a) ⇒ g = inw(f) für ein f ∈ a.

Beweis : Es sei f ∈ a und f = f0 + . . . + fm die Zerlegung in homogene Polynome

fd vom Grad d. Nach Lemma 5.15 liegen alle fi ∈ inw(a). Nach Lemma 5.16 ist

inw(f) =
∑

d:W (f,w)=W (fd,w)

inw(fd),

und mit fd ist auch inw(fd) homogen vom Grad d. Daraus folgt, dass inw(a) er-

zeugt ist von allen inw(g), wobei g die homogenen Polynome von a durchläuft. Da
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k[X0, . . . , Xn] ein noetherscher Ring ist, gibt es endlich viele homogene Polynome

g1, . . . , gr ∈ a mit

inw(a) =
(
inw(g1), . . . , inw(gr)

)
,

also ist inw(a) homogen und es existiert eine homogene Gröbnerbasis von a.

Ist g ∈ inw(a), so zeigen wir nun, dass g = inw(f) für ein f ∈ a ist. Wir schreiben

zunächst g =
r∑
j=1

hj inw(gj) für geeignete hj ∈ k[X0, . . . , Xn].

Indem wir jedes hj in seine Monome zerlegen, können wir g als Summe von Termen

der Form

aXm inw(gj)

für a ∈ k,m ∈ N0 und j = 1, . . . , r schreiben.

Offenbar ist aXm inw(gj) = inw(bXmgj) für jedes b ∈ R mit b = a (Übungsaufgabe).

Mit gj ist also auch bXmgj ∈ inw(a). Wir betrachten zunächst den Fall, dass v nicht

die triviale Bewertung ist. Sind dann h1, h2 ∈ a gegeben, die beide homogen vom

Grad d sind, so sind auch inw(h1) und inw(h2) homogen vom Grad d.

Wie wählen unter den (unendlich vielen) Elementen inK ein a aus, so dass inw(ah1+

h2) = inw(h1) + inw(h2) gilt. Zerlegen wir also

g =
∑

d

(
inw(gd,1) + . . .+ inw(gd,rd)

)

in die Summe seiner homogenen Bestandteile vom Grad d, so ist jeder der homoge-

nen Summanden von der Form inw(fd) für ein fd ∈ a. Mit Lemma 5.16 folgt dann

die Behauptung.

Den Fall trivialer Bewertung lassen wir als Übungsaufgabe. �

Wir betrachten nun homogene Ideale a ⊂ S := K[X0, . . . , Xn]. Nach Lemma 5.15

ist dann für jeden Gewichtsvektor w ∈ Rn+1 auch inw(a) ⊂ K[X0, . . . , Xn] ein ho-

mogenes Ideal. Für jedes d ≧ 0 sei Sd =
⊕
|I|=d

KXI die additive Untergruppe der

homogenen Polynome vom Grad d. Offenbar gilt für f ∈ Sd und g ∈ Sd′ :

f · g ∈ Sd+d′ .

Also ist Sd invariant unter der Multiplikation mit konstanten Polynomen. Daher ist

Sd ein K−Untervektorraum des Vektorraums S. Im Gegensatz zu S ist Sd endlich-

dimensional. (Übungsaufgabe: Berechnen Sie die Dimension von Sd.)
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Ist a ⊂ S ein homogenes Ideal, so betrachten wir den Quotientenring S/a. Mit (S/a)d
bezeichnen wir das Bild von Sd unter der Quotientenabbildung

S → S/a.

Lemma 5.18 Für jedes homogene Ideal a ⊂ S gilt:

S/a =
⊕

d∈N0

(S/a)d

als K−Vektorraum.

Beweis : Offenbar sind S/a und alle (S/a)d K−Vektorräume, wenn wir K mit den

konstanten Polynomen identifizieren.

Aus S = ⊕Sd folgt zumindest, dass sich jedes Element in S/a als Summe von Ele-

menten in endlich vielen (S/a)di schreiben lässt. Wir müssen also nur zeigen, dass

die Summe direkt ist. Dafür betrachten wir Restklassen f1+a, . . . , fr+a mit fi ∈ Sdi ,

für die

(f1 + a) + . . .+ (fr + a) = 0 in S/a

gilt. Wir können annehmen, dass die di paarweise verschieden sind. Dann folgt f1+

. . . + fr ∈ a. Da a ein homogenes Ideal ist, folgt nach Lemma 5.15 fi ∈ a für alle

i = 1, . . . , r und somit

fi + a = 0 für alle i = 1, . . . , r.

Daraus folgt die Behauptung. �

Lemma 5.19 Es ei a ⊂ S ein homogenes Ideal und w ∈ Rn+1 ein Gewichtsvektor, so dass

inw(a)d als K−Vektorraum von seinen Monomen erzeugt wird.

Dann bilden die Monome XI mit |I| = d, die nicht in inw(I) enthalten sind, eine K−Basis

von (S/a)d.

Beweis : Wir betrachten eine Linearkombination der Bilder der XI /∈ inw in (S/a)d,

die Null ergibt. Dann existiert ein f ∈ a von der Form

f =
∑

|I|=d
xI /∈ inw(a)

cIX
I .

Da f homogen vom Grad d ist, ist inw(f) auch homogen vom Grad d, also folgt

inw(f) ∈ inw(a). Nach Voraussetzung ist inw(a) von den Monomen erzeugt, die in

inw(a) enthalten sind. Nach Monomvergleich folgt f = 0, also cI = 0 für alle I .
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Es sei umgekehrt XI ein Monom vom Grad d mit XI ∈ inw(a). Nach Lemma 5.17

existiert ein homogenes Polynom fI ∈ a mit inw(fI) = XI .

Angenommen, es gilt
∑
|I|=d

xI∈inw(a)

cIfI = 0 für Koeffizienten cI 6= 0. Wir schreiben fI =

xI +
∑
J

a
(I)
J xJ , wobei v(a(I)J ) + 〈w, J〉 > 〈w, I〉 gilt. Wir wählen ein I0 mit

v(cI0) + 〈w, I0〉 = min{v(cI) + 〈w, I〉 : |I| = d, xI ∈ inw(a)}.

Aus

0 =
∑

|I|=d
xI∈ inw(a)

cIfI =
∑

I

cIx
I +

∑

I,J

cIa
(I)
J xJ

folgt, dass es ein I1 6= I0 mit xI1 ∈ inw(a) geben muss, für das

v(cI1) + v(a
(I1)
I0

) ≦ v(cI0)

ist. Wäre dies nämlich nicht der Fall, dann könnte man die Bewertung des Koeffizi-

enten vor xI im obigen Polynom nach unten gegen v(cI0) abschätzen. Daraus folgte

v(cI1) + v(a
(I1)
I0

) + 〈w, I0〉
≦ v(cI0) + 〈w, I0〉
= v(cI1) + 〈w, I1〉

aufgrund der Wahl von I0.

Dann müsste aber der Term a
(I1)
I0
XI0 aus fI1 zu inw(fI1) = XI1 beitragen. Dies ist

ein Widerspruch. Also folgt, dass alle cI = 0 sein müssen. Daher sind die Polynome

fI ∈ a ∩ Sd mit inw(fI) = XI linear unabhängig.

Also haben wir gezeigt:

dim(S/a)d ≧ |{I : |I| = d,XI /∈ inwa}|

und

dim(a ∩ Sd) ≧ |{I : |I| = d,XI ∈ inwa}|

Aus Sd/a ∩ Sd ≃ (S/a)d folgt mit der Dimensionsformel die Behauptung. �

Ein Ideal, das von seinen Monomen erzeugt wird, heißt auch monomiales Ideal.
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Lemma 5.20 Es sei a ⊂ K[X0, . . . , Xn] ein homogenes Ideal undw ∈ Rn+1. Dann existiert

ein v ∈ Rn+1 und ein ε > 0, so dass inv
(
inw(a)

)
und inw+εv(a) monomiale Ideale sind, für

die

inv
(
inw(a)

)
⊂ inw+εv(a)

gilt.

Beweis : Für gegebenes v′ ∈ Rn+1 sei bv′ das Ideal, das von allen Monomen in

inv′
(
inw(a)

)
erzeugt wird.

Da der Polynomring K[X0, . . . , Xn] noethersch ist, hat die Menge aller bv′ ein maxi-

males Element bv.

Falls inv
(
inw(a)

)
selbst nicht monomial ist, so existiert ein f ∈ a, so dass keiner der

monomialen Summanden von invinw(f) in bv liegt. Für geeignetes v′ ∈ Rn+1 ist

inv′
(

inv
(
inw(f)

))

von einem Monom erzeugt (Übungsaufgabe: Man kann etwa das Newtonpolytop

von inv inw(f) betrachten.)

Nach Lemma 5.13 existiert ein ε > 0, so dass für alle ε′ < ε

inv+ε′v′
(
inw(f)

)
= inv′

(
inv
(
inw(f)

))

gilt.

Also ist inv+ε′v′
(
inw(f)

)
für kleines ε′ > 0 ein Monom. Ist nun XI ∈ bv, so ist XI ein

Monom in inv
(
inw(a)

)
, also nach Lemma 5.17 von der Form XI = inv

(
inw(gI)

)
für

ein gI ∈ a. Also sind sowohl bv als auch inv+ε′v′
(
inw(f)

)
in inv+ε′v′

(
inw(a)

)
enthalten.

Aber das widerspricht der Maximalität von bv! Daher ist bv = inv
(
inw(a)

)
, das heißt,

inv
(
inw(a)

)
ist monomial.

Ist inv
(
inw(a)

)
von den Monomen XI1, . . . , XIr erzeugt, so wählen wir fj ∈ a mit

inv
(
inw(fj)

)
= XIj . Nach Lemma 5.13 existiert ein ε > 0, so dass inw+ε′v(fj) = XIj

für alle ε′ < ε und alle j = 1, . . . , r gilt. Für ein solches ε′ gilt

inv
(
inw(a)

)
⊂ inw+ε′v(a)

Ein analoges Argument wie oben zeigt, dass inw+ε′v(a) ebenfalls monomial ist. �
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Jetzt können wir folgende Verallgemeinerung von Lemma 5.13 zeigen.

Lemma 5.21 Es sei a ein homogenes Ideal in K[X0, . . . , Xd]. Dann gibt es für alle v, w ∈
Rn+1 ein ε > 0 mit

inv inw(a) = inw+ε′v(a)

für alle 0 < ε′ < ε.

Beweis : Nach Lemma 5.17 existieren f1, . . . , fr ∈ a, so dass die Initialformen

inv
(
inw(fi)

)
das Ideal inv

(
inw(a)

)
erzeugen. Nach Lemma 5.13 existiert für jedes

i = 1, . . . , r ein ε > 0, so dass für ε′ < ε inv
(
inw(fi)

)
= inw+ε′v(fi) gilt. Wir kön-

nen ε so klein wählen, dass es für alle i = 1, . . . , r diese Eigenschaft hat. Dann ist für

alle ε′ < ε also

inv
(
inw(a)

)
⊂ inw+ε′v(a).

Aus dem unten gezeigten Lemma 5.22 folgt, dass für alle u ∈ Rn+1 und alle d ≧ 0

gilt

dimK(K[X0, . . . , Xn]/a)d = dimk

(
k[X0, . . . , Xn]/inu(a)

)
d
.

Daraus folgt für alle d

dimk

(
inv
(
inw(a)

))
d
= dimk

(
inw+ε′v(a)

)
d

und somit inv
(
inw(a)

)
= inw+ε′v(a). �

Lemma 5.22 Sei a ⊂ K[X0, . . . , Xn] ein homogenes Ideal und u ∈ Rn+1 sowie d ≧ 0.

Dann gilt dimK(K[X0, . . . , Xn]/a)d = dimk

(
k[X0, . . . , Xn]/inu(a)

)
d
.

Beweis : Zu u existiert nach Lemma 5.20 ein ṽ und ε̃ > 0, so dass inṽinu(a) und

inu+ε̃ṽ(a) monomiale Ideale sind, die

inṽinu(a) ⊂ inu+ε̃ṽ(a)

erfüllen. Es sei d ≧ 0 und XI ∈
(
inu+ãṽ(a)

)
d
\
(
inṽinu(a)

)
d
. Nach Lemma 5.19 er-

zeugen die XJ /∈
(
inu+ε̃ṽ(a)

)
d

den K−Vektorraum (K[X0, . . . , Xn]/a)d. Da XI /∈
inṽinu(a) ist, ist XI nicht in a enthalten. Seine Restklasse in (K[X0, . . . , Xn]/a)d ist

also eine nicht-triviale Linearkombination von XJ /∈
(
inu+ε̃ṽ(a)

)
d

über k. Wir erhal-

ten ein Polynom f ′
I 6= 0 mit f ′

I ≡ XI mod a, also XI − f ′
I ∈ a.

Nun ist f ′
I eine Linearkombination von Monomen XJ /∈ inu+ε̃ṽ(a), also ist auch

inṽinu(f ′
I) eine Linearkombination solcher Monome über k und somit nicht in dem
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monomialen Ideal inṽinu(a). Ferner ist inṽinu(XI) = XI /∈ inṽinu(a), also folgt

inṽinu(XI − f ′
I) /∈ inṽinu(a). Das ist ein Widerspruch zu XI − f ′

I ∈ a. Somit haben

wir gezeigt, dass (
inṽinu(a)

)
d
=
(
inu+ε̃ṽ(a)

)
d

gilt. Da inṽinu(a) ein monomiales Ideal ist, können wir Lemma 5.19 auf inu(a) an-

wenden und erhalten

dimk

(
k[X0, . . . , Xn]/inu(a)

)
d
= dimk

(
k[X0, . . . , Xn]/inṽinu(a)

)
d
.

Ferner können wir Lemma 5.19 auf a und u+ ε̃ṽ anwenden und erhalten

dimK(K[X0, . . . , Xn]/a)d = dimk

(
k[X0, . . . , Xn]/inu+ε̃ṽ(a)

)
d
.

Insgesamt folgt

dimK(K[X0, . . . , Xn]/a)d = dimk

(
k[X0, . . . , Xn]/inu(a)

)
k
.

�

Aus diesem Lemma folgt die nützliche Tatsache, dass eine Gröbnerbasis eines ho-

mogenen Ideals dieses Ideal erzeugt.

6 Tropikalisierung von Hyperflächen

Es sei K ein Körper mit einer Bewertung. Für ein Polynom f ∈ K[X1, . . . , Xn] wird

die Nullstellenmenge V
(
(f)
)
⊂ An(K) auch Hyperfläche genannt. (Sie hat eine Di-

mension weniger als der umgebende Raum und verhält sich daher wie eine Fläche

im dreidimensionalen Anschauungsraum).

Wir betrachten in diesem Kapitel allgemeiner Laurentpolynome inK[X±1
1 , . . . , X±1

n ].

Definition 6.1 Ist f =
∑
I⊂Zn

aIX
I ∈ K[X±1

1 , . . . , X±1
n ], so definieren wir das zugehörige

tropische Polynom trop(f) als

trop(f)(w) =
⊕
I∈Zn

v(aI)⊙ w I©

= min
I∈Zn

{v(aI) + 〈w, I〉},
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also ist trop(f)(w) einfach W (f, w) in der Notation von Kapitel 5! Das tropische

Polynom trop(f) ist eine stückweise affin-lineare, stetige Funktion

trop(f) : Rn → R.

Wir wiederholen noch einmal

Definition 1.6 Es sei F ein tropisches Laurentpolynom in n Variablen. Die tropische Hy-

perfläche zu F ist definiert als die Menge

V (F ) = {w ∈ Rn : das Minimum in trop(f) wird mindestens zweimal angenommen}
= {w ∈ Rn : es gibt I 6= I ′ in Zn mit v(aI) + 〈w, I〉 = v(aI′) + 〈w, I ′〉

≦ v(aJ) + 〈w, J〉 für alle J ∈ Zn}.

V (F ) ist also gerade die Menge aller w ∈ Rn, so dass trop(f) nicht in einer Umge-

bung von w linear ist.

Ab jetzt nehmen wir wieder an, dass die Bewertungsabbildung v : K∗ → Rn eine

Spaltung ψ : Γv → K∗ hat und schreiben tw = ψ(w) für t = v(1).

Wir betrachten für ein Laurentpolynom f =
∑
aIX

I ∈ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] und ein

w ∈ Rn die Initialform

inw(f) =
∑

w:v(aI )+〈w,I〉
=trop(f)(w)

t−v(aI )aIX
I .

Das verallgemeinert Definition 5.10 auf Laurentpolynome.

Lemma 6.2 Ist f 6= 0, so gilt

V
(
trop(f)

)
= {w ∈ Rn : inw(f)} ist kein Monom in k[X±1

1 , . . . , X±1
n ].

Beweis : Ist w ∈ V
(
trop(f)

)
, so gibt es I 6= I ′ mit

v(aI) + 〈w, I〉 = v(aI′) + 〈w, I ′〉
= trop(f)(w).

Da t−v(aI )aI und t−v(aI′ )aI′ nicht verschwinden, besteht inw(f) aus mindestens zwei

verschiedenen Monomen.

Ist umgekehrt inw(f) die Summe von mindestens zwei Monomen zu verschie-

denen Indexmengen, so wählen wir zwei von ihnen, sagen wir t−v(aI )aIXI und

t−v(aI′ )aI′X
I′ für I 6= I ′. Dann gilt

v(aI) + 〈w, I〉 = v(aI′) + 〈w, I ′〉 = trop(f)(w),

also ist w ∈ V
(
trop(f)

)
. �
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Beispiel:

f(X1, X2) = t3X2
1 + t2X1X2 + (t3 + t)X2

2 + 5 ∈ C
{
{t}
}
[X1, X2]

Dann ist

trop(f)(w) = 3⊙X 2©
1 ⊕ 2⊙X1 ⊙X2 ⊕ 1⊙X 2©

2 ⊕ 0

= min{3 + 2w1, 2 + w1 + w2, 1 + 2w2, 0}

Ist etwa w2 = −1
2

und w1 > −3
2
, so ist trop(f)(w) = min{3 + 2w1, 2 + w1 + w2, 1 +

2w2, 0} = 0 und inw(f) = X2
2 + 5.

Die Bedingung, dass inw(f) kein Monom ist, hat eine einfache idealtheoretische Be-

schreibung.

Lemma 6.3 Ein Polynom 0 6= g ∈ k[X±1
1 , . . . , X±1

n ] im Laurentpolynomring über einem

Körper k ist genau dann kein Monom, wenn (g) 6= (1) ist, das heißt, wenn das zugehörige

Hauptideal nicht der ganze Ring ist.

Beweis : Ist g = aIX
I ∈ k[X±1

1 , . . . , X±1
n ] ein Monom, betrachten wir für I =

(i1, . . . , in) ∈ Zn die Indexmenge −I = (−i1, . . . ,−in) ∈ Zn. Dann ist X−I ∈
k[X±1

1 , . . . , X±1
n ], woraus

X−I · g = aI ∈ (g)

folgt. Da g 6= 0 ist, ist aI 6= 0, also liegt auch 1 = a−1
I aI ∈ (g), und somit folgt

(g) = (1) = k[X±1
1 , . . . , X±1

n ].

Um die Rückrichtung zu zeigen, beweisen wir zunächst, dass für jeden Ring R gilt:

(∗) Ist f ∈ R[X,X−1] ein Laurentpolynom in einer Variable mit (f) = (1), so ist

f = aXm für ein a ∈ R∗ und ein m ∈ Z.

Für gegebenes f mit (f) = (1) existiert ein h ∈ R[X,X−1] mit fh = 1. Wir können

f schreiben als f(X) = Xkf̃(X) mit f̃ ∈ R[X ], so dass f̃(0) 6= 0 ist und geeignetem

k ∈ Z.

Analog können wir h schreiben als h(X) = X lh̃(X) mit h̃ ∈ R[X ] und h̃(0) 6= 0 sowie

geeignetem l ∈ Z. Dann gilt 1 = fh = Xk+lf̃ h̃.

Ist k+ l > 0, so ergibt sich nach Einsetzen von 0 ein Widerspruch. Ist k+ l < 0, so ist

X−k−l = f̃(X)g̃(X), was nach Einsetzen von 0 erneut zum Widerspruch führt.
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Also ist k + l = 0 und 1 = f̃ h̃. Nun sind f̃ und h̃ Polynome in X , daher müssen

beide konstant sein. Also folgt f̃(X) = a ∈ R∗ und f(X) = aXm wie behauptet.

Damit haben wir (∗) bewiesen.

Nun zeigen wir mit Induktion nach n, dass aus (g) = (1) für g ∈ k[X±1
1 , . . . , X±1

n ]

folgt, dass g ein Monom ist.

Für n = 1 folgt das direkt aus (∗). Ist n > 1, so schreiben wir

g =
∑

i∈Z

gi(X1, . . . , Xn−1)X
i
n

mit gi ∈ k[X±1
1 , . . . , X±1

n−1] und wenden (∗) auf R = k[X±1
1 , . . . , X±1

n−1] an: Es folgt

g = fXm
n für ein f ∈ R∗ und ein m ∈ Z. Da f ∈ R∗ ist, gilt (f) = (1). Nach

Induktionsvoraussetzung ist f daher ein Monom in X1, . . . , Xn−1. Daraus folgt die

Behauptung. �

Wir wollen die Menge V
(
trop(f)

)
nun vergleichen mit dem Bild der algebraischen

Hyperfläche V
(
(f)
)
⊂ T (K) unter der Tropikalisierungsabbildung

trop : T (K) → Rn

(a1, . . . , an) 7→
(
v(a1), . . . , v(an)

)
.

Da das Bild von trop in Γnv ⊂ Rn enthalten ist, also eventuell nicht alle w ∈ Rn trifft,

müssen wir die Menge trop
(
V (f)

)
im folgenden Satz noch etwas vergrößern. Wir

können jetzt unseren Hauptsatz über tropische Hyperflächen zeigen.

Satz 6.4 (Satz von Kapranov) Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper mit einer

nicht-trivialen Bewertung (etwa der Körper der Puiseuxreihen C
{
{t}
}

.

Wir betrachten ein Laurentpolynom f ∈ K[X±1
1 , . . . , X±n

n ]. Dann stimmen die folgenden

Teilmengen von Rn überein:

(1) die tropische Hyperfläche V
(
trop(f)

)

(2) die Menge {w ∈ Rn : inw(f) ist kein Monom}

(3) der Abschluss in Rn von trop
((
V (f)

))
.

Ist ferner f irreduzibel, also nur trivial in Faktoren zerlegbar, und w ∈ trop V
(
(f)
)
, dann

ist

{P ∈ V
(
(f)
)
: trop(P ) = w} ⊂ V

(
(f)
)

dicht in der Zariskitopologie von V
(
(f)
)
.
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Bevor wir den Satz beweisen, betrachten wir das aus Kapitel 3 bekannte Beispiel

einer tropischen Geraden:

Beispiel: Es sei f(X1, X2) = X1 +X2 + 1 ∈ K[X±1
1 , X±1

2 ]. Dann ist

trop(f)(w) = min{w1, w2, 0}

und V
(
trop(f)

)
ist der Tripod aus Kapitel 3. Wir sehen, dass inw(f) ein Monom ist

außer für w = (0, 0), w ∈ R+(−1,−1), w ∈ R+(1, 0) und w ∈ R+(0, 1). Setzen wir

diese Punkte zusammen, so erhalten wir offenbar denselben Tripod.

Die Nullstellenmenge V
(
(f)
)

besteht aus allen (a1, a2) ∈ (K∗)2 mit a1 + a2 + 1 = 0.

Also ist

trop V
(
(f)
)
= {
(
v(a1), v(a2)

)
: a1 + a2 + 1} = {

(
v(a1), v(a1 + 1)

)
: a1 ∈ K},

denn v(a2) = v(−a1 − 1) = v(a1 + 1).

Dann gibt es folgende Möglichkeiten:

i) v(a1) > 0. Dann ist v(a1+1) = 0, also erhalten wir somit alle Punkte in R+(1, 0).

ii) v(a1) < 0. Dann ist v(a1+1) = v(a1) < 0, also erhalten wir somit alle Punkte in

R+(−1,−1).

iii) v(a1) = 0 und v(a1 + 1) > 0. Dann erhalten wir alle Punkte in R+(0, 1).

iv) (v(a1) = v(a1 + 1) = 0. Das liefert den Nullpunkt.

Beweis (von Satz 6.4): Die Tatsache, dass die Mengen in (1) und (2) übereinstimmen,

haben wir schon in Lemma 6.2 gezeigt.

Sei nun ein w ∈ trop V
(
(f)
)

gegeben. Dann ist w =
(
v(a1), . . . , v(an)

)
für ein

(a1, . . . , an) ∈ T (K) mit f(a1, . . . , an) = 0. Ist f =
∑

I:cI 6=0

cIX
I , so gilt also 0 =

∑
cIa

I .

Da alle auftretenden cIaI 6= 0 sind, gilt v(cIaI) ∈ R. Falls das Minimum der endlich

vielen Terme v(cIaI) nur einmal angenommen wird, so folgt

v(
∑

cIa
I) = min

I
{v(cIaI)}.

Das widerspricht der Tatsache, dass
∑
cIa

I = 0 ist. Also wird das Minimum aller

v(cIa
I) mindestens zweimal angenommen. Da

v(cIa
I) = v(cI) + v(a1)i1 + . . .+ v(an)in

= v(cI) + 〈
(
v(a1), . . . , v(an)

)
, I〉

= v(cI) + 〈w, I〉
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gilt, liegt w in V
(
trop(f)

)
.

Da V
(
trop(f)

)
abgeschlossen im Rn ist, liegt auch der Abschluss von

trop
(
V
(
(f)
))

in V
(
trop(f)

)
.

Für die andere Inklusion genügt es zu zeigen, dass jedes w ∈ Rn, so dass inw(f) kein

Monom ist, im Abschluss von tropV
(
(f)
)

liegt.

Nach Voraussetzung ist K algebaisch abgeschlossen und nicht-trivial bewertet.

Nach Lemma 4.4 ist daher die Wertegruppe Γv dicht in R. Also reicht es zu zei-

gen, dass jedes w ∈ Γnv ⊂ Rn, so dass inw(f) kein Monom ist, in tropV (f) liegt. Wir

zeigen allgemeiner:

(∗) Für w ∈ Γnv , so dass inw(f) kein Monom ist und jedes α ∈ (k∗)n mit inw(f)(α) = 0

existiert ein g ∈ T (K) mit f(y) = 0, trop(y) = w und t−wiyi = αi für alle i = 1, . . . , n.

Wir zeigen nun (∗) mit Induktion nach n.

Ist n = 1, so ist f = Xkf1 für f1 =
s∑
i=0

ciX
i mit c0 = f1(0) 6= 0 und cs 6= 0. Dann

ist inw(f) = inw(Xk) inw(f1), also ist auch inw(fi) kein Monom. Können wir zeigen,

dass w = trop(b) für eine Nullstelle b ∈ V
(
(f1)

)
ist, so folgt b ∈ V

(
(f)
)
. Also kön-

nen wir ohne Einschränkung f = f1 =
s∑
i=0

ciX
i annehmen. Über dem algebraisch

abgeschlossenen Körper K zerlegt sich f als

f =
s∏

j=1

(ajX − bj).

Also ist inw(f) =
s∏
j=1

inw(ajX− bj) nach Lemma 6.3. Es sei α ∈ k∗ eine Nullstelle von

inw(f). Dann gibt es ein j, so dass inw(ajX − bj) kein Monom ist und ebenfalls die

Nullstelle α hat.

Also ist v(aj) + w = v(bj) und ajt−v(aj )α = t−v(bj )bj , das heißt,

α =
t−wbj
aj

.

Wir setzen y =
bj
aj

∈ K∗. Dann ist f(y) = 0, v(y) = w und yt−w = α. Wir haben

also ein y ∈ T (K) = K∗ gefunden mit y ∈ V
(
(f)
)

und trop(y) = w, das zusätzlich

t−wy = α erfüllt.
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Nun sei n > 1 und wir nehmen an, unsere Behauptung gelte in den kleineren Di-

mensionen.

Wir ordnen f nach Xn−Potenzen:

f =

d∑

i=0

fi(X1, . . . , Xn−1)X
i
n.

Wir betrachten zunächst den Spezialfall, dass alle fi = ciX
I(i) Monome in

K[X±1
1 , . . . , X±1

n−1] sind. Gegeben sei außerw ∈ Γnv auch ein α ∈ (k∗)n mit inw(f)(α) =

0. Es sei

y∗i = twi für i = 1, . . . , n− 1.

Wir betrachten für w′ = (w1, . . . , wn−1) ∈ Rn−1 und α′ = (α1, . . . , αn−1) die Menge

Tw′,α′ = {y ∈ (K∗)n−1 = Tn−1(K) : trop(y) = w′ und yi/y∗i = αi für i = 1, . . . , n− 1}.

Nach Lemma 5.8 ist Tw′,α′ direkt in der Zariskitopologie.

Wir nehmen ein beliebiges y = (y1, . . . , yn−1) ∈ Tw′,α′ und betrachten

g(Xn) = f(y,Xn) = f(y1, . . . , yn−1, Xn) ∈ K[X±1
n ].

Also ist

g(Xn) =

d∑

i=0

ciy
I(i)X i

n.

Wir zeigen jetzt zunächst

trop(g)(wn) = trop(f)(w)

trop(g)(wn) ist definitionsgemäß das Minimum aller

v(ci) + v(yI(i)) + wn · i

über i = 0, . . . , d.

Nun ist trop(y) = w′, also ist v(yj) = wj und somit v(yI(i)) = 〈w′, I(i)〉 (bitte nach-

prüfen!).

Also ist trop(g)(wn) = min
i
{v(ci) + 〈w,

(
I(i), i

)
〉}, wobei

(
I(i), i

)
∈ Zn durch Anhän-

gen von i an I(i) ∈ Zn−1 entsteht. Ferner ist

f =
d∑
i=0

ciX
I(i)X i

n

=
∑

I=
(
I(i),i

) ciX
I(i)X i

n
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mit paarweise verschiedenen
(
I(i), i

)
∈ Zn. Also ist

trop(f)(w) = min
I=
(
I(i),i

){v(ci) + 〈w, I〉}

= trop(g)(wn).

Nun berechnen wir die zugehörigen Initialformen.

Es ist inw(f) =
∑

i:v(ci)+〈w,
(
I(i),i

)
〉

=trop(f)(w)

t−v(ci)ciX
I(i)X i

n und

inwn(g) =
∑

i:v(ci)+〈w′,I(i)〉+wii
=trop(g)(wn)

t−v(ci)−〈w′,I(i)〉ciyI(i)X
i
n

=
∑

i:v(ci)+〈w,
(
I(i)i
)
〉

=trop(f)(w)

t−v(ci)cit−〈w′,I(i)〉yI(i)X i
n.

Nun ist y ∈ Tw,α′ , also ist yi/y∗i = αi für alle i = 1, . . . , n − 1. Wir erinnern daran,

dass y∗i = twi gilt. Also ist t−wiyi = αi und somit t−〈w′,I(i)〉I(i)y = (α′)I(i), wenn wir

Multiindexnotation verwenden.

Daraus folgt

inwn(g)(Xn) = inw(f)(αi, . . . , αn−1, Xn).

Da α = (α1, . . . , αn) eine Nullstelle von inw(f) ist, ist αn eine Nullstelle von inwn(g).

Nach dem Induktionsanfang existiert also ein yn ∈ K∗ mit inw(f)(α1, . . . , αn) =

0, trop(y1, . . . , yn) = w t−wnyn = αn, und 0 = g(yn) = f(y1, . . . , yn). Mit y =

(y1, . . . , yn) ∈ T (K) haben wir dann den gewünschten Vektor gefunden.

Jetzt wollen wir den allgemeinen Fall betrachten. Das Argument des Spezialfalles

geht hier nicht durch, da es bei der Entwicklung f =
∑
fiX

i
n Kürzungen zwischen

Monomen geben kann, wenn nicht alle fi Monome sind. Wir verwenden folgenden

Trick:

Es sei ϕl : K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] → K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] der (eindeutig bestimmte)

K−Algebraautomorphismus mit ϕl(Xi) = XiX
li

n für alle i = 1, . . . , n − 1 und

ϕl(Xn) = Xn.

Ferner sei ψl : T (K) → T (K) die bijektive Abbildung

(a1, . . . , an) 7→ (a1a
l
n, a2a

l2

n , . . . , an−1a
ln−1

n , an)
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Dann ist ϕl(f)(a) = f
(
ψl(a)

)
. Ist XI = X i1

1 · . . . · X in−1

n−1X
in
n ein Monom in f , so ist

ϕl(X
I) = X i1

1 · . . . ·X in−1

n−1X
in+

n−1∑

j=1
ij l
j

n .

Man überlegt sich leicht, dass für I 6= J gilt, dass der auftretende Exponent von Xn

in ϕl(XI) verschieden von demjenigen in ϕl(XJ) ist, wenn l groß genug ist (Übungs-

aufgabe). Also finden wir nach dem bisher gezeigten angewandt auf

w∗ = (w1 − lwn, w2 − l2wn, . . . , wn−1 − ln−1wn, wn)

und α∗ = (α1 − α−l
n , α2α

−l2

n , . . . , αn−1, α
−ln−1

, αn)

ein y∗ ∈ T (K) mit ϕl(f)(y∗) = 0, trop(y∗) = w∗ und t−w∗y∗ = α∗.

Wir setzen y = ϕl(y
∗), dann gilt 0 = ϕl(f)(y

∗) = f
(
ψl(y

∗)
)
= y.

Ferner ist vi(yi) = vi(y
∗
i y

∗l
i

n )

= vi(y
∗
i ) + liv(y∗n)

= w∗
i + liw∗

n

= wi für alle i = 1, . . . , n− 1,

woraus trop(y) = w folgt.

Analog gilt für i = 1, . . . , n− 1

t−wiyi = twi
(
y∗i (y

∗
n)
li
)

= t−w
∗

i y∗i t
−liw∗

ny∗l
i

n

= t−w
∗

i y∗i
(
t−w∗

ny∗n
)li

= α∗
iα

∗l
i

n = αi.

Daraus folgt die Induktionsbehauptung.

Wir zeigen jetzt noch, dass für jedes irreduzible Polynom f ∈ K[X1, . . . , Xn], so dass

inw(f) kein Monom ist, die folgende Behauptung gilt:

(∗∗) Für jedes w ∈ (Γv)
n ∩ trop V

(
(f)
)

und alle Nullstellen a ∈ kn von inw(f) ist die

Menge

Y = {y ∈ V
(
(f)
)
: trop(y) = w, t−wiyi = αi für alle i = 1, . . . , n}

Zariski-dicht in V
(
(f)
)
.

Dazu betrachten wir wieder zunächst den Spezialfall f =
d∑
i=0

fiX
i
n mit fi ∈

K[X1, . . . , Xn−1]. Wir setzen erneut w′ = (w1, . . . , wn−1) und α′ = (α1, . . . , αn−1).
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Dann haben wir gezeigt, dass jedes y ∈ Tw′,α′ = {y ∈ Tn−1(K) : trop(y) = w′, twiyi =

αi für i = 1, . . . , n−1} zu einer Nullstelle (y, yn) = (y1, . . . , yn) ∈ T (K) von f ergänzt

werden kann, die trop(y, yn) = w sowie twnyn = αn erfüllt.

Nach Lemma 5.8 ist Tw′,α′ eine Zariski-dichte Teilmenge von Tn−1(K).

Wir bezeichnen mit
p : Tn(K) → Tn−1(K)

(y1, . . . , yn) 7→ (y1, . . . , yn−1)

die Projektionsabbildung. Dann ist P (Y) dicht in Tn−1(K), das heißt, für jedes 0 6=
g′ ∈ K[X1, . . . , Xn−1] schneidet P (Y) die Zariski-offene Menge D(g′) =

{z ∈ Tn−1(K) : g′(z) = 0}.

Jede Zariski-offene Teilmenge von V
(
(f)
)

(in der Relativtopologie) ist von der Form

D(g) ∩ V
(
(f)
)

für ein g ∈ K[X1, . . . , Xn].

Wir wollen zeigen, dass für alle g mit D(g) ∩ V
(
(f)
)

die Menge

D(g) ∩ Y 6= ∅

ist.

Angenommen, g ist ein Polynom in K[X1, . . . , Xn] mit Y ⊂ V
(
(g)
)
, also g(y) = 0 für

alle y ∈ Y .

Wir betrachten das von f und g erzeugte Ideal (f, g) ∩ K[X1, . . . , Xn−1]. Dann gilt

(f, g) ∩ K[X1, . . . , Xn−1] = (0), denn ist h ∈ K[X1, . . . , Xn−1] ein Polynom in (f, g),

dann verschwindet h auf allen (a1, . . . , an−1) ∈ Tn−1(K) = p(Y) ⊂ p
(
V (g)

)
∩

V
(
(f)
)
= p
(
V
(
(f, g)

))
.

Jetzt braucht man etwas Dimensionstheorie für Algebren, um mit der Irreduzibilität

von f zu schließen, dass V
(
(f)
)
= V

(
(f, g)

)
ist.

Daher ist D(g)∩V
(
(f)
)
= ∅, und die Behauptung ist in unserem Spezialfall gezeigt.

Der allgemeine Fall folgt mit demselben Trick wie oben. �

Definition 6.5 i) Wir nennen einen polyedrischen Komplex Σ ∈ Rn Γv−rational, falls

jeder Polyeder in Σ Γv−rational im Sinne von Definition 2.11 ist.
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ii) Ein polyedrischer Komplex heißt rein von Dimension d, falls jeder (inklusions-)ma-

ximale Polyeder in Σ die Dimension d hat. Dabei ist die Dimension eines Polyeders

P definiert als die Dimension seiner linearen Hülle 〈P 〉, die ein Untervektorraum des

Rn ist.

iii) Ist Σ ein polyedrischer Komplex und d ∈ N, so ist das d−Skelett von Σ die Vereini-

gung aller Seiten von Σ der Dimension ≦ d.

Wir wollen nun zeigen, dass für jedes Laurentpolynom f =
∑
I

cIX
I ∈

K[X±1
1 ;X±1

2 , . . . , X±1
n ] die Menge trop

(
V
(
(f)
))

die Struktur eines polyedrischen

Komplexes besitzt. Dazu betrachten wir das tropische Polynom

trop(f)(w) = min
I
{v(cI) + 〈w, I〉}.

Definition 6.6 Das erweiterte Newtonpolytop zu trop(f) ist definiert als die konvexe Hülle

Newtext
(
trop(f)

)
= convex{

(
I, v(cI)

)
: cI 6= 0} ⊂ Rn+1.

Dies verallgemeinert die Definition aus Kapitel 3.

Wir betrachten wie in Kapitel 3 den Normalenfächer N des erweiterten Newtonpo-

lytops im Sinne von Definition 2.15.

Mit π : Rn+1 → Rn bezeichnen wir die Projektion auf die ersten n Koordinaten.

Wie in Kapitel 3 nennen wir eine Seite F von Newtext

(
trop(f)

)
„ von unten sichtbar“,

falls der Normalenkegel NF einen Vektor der Form
(
z
1

)
für ein z ∈ Rn enthält.

Definition 6.7 Die Projektionen π(F ) für alle von unten sichtbaren Seiten des erweiterten

Normalenkegels bilden eine polyedrische Zerlegung des Newtonpolytops Newt
(
trop(f)

)
=

convex{I : cI 6= 0} von trop(f). Wir bezeichnen sie als Newtonzerlegung (oder auch „re-

gular subdivision“ in der Literatur.)

Satz 6.8 Es sei f = ΣcIX
I ∈ K[X±1

1 , . . . , X±1
n ]. Die zugehörige tropische Hyperfläche

trop V
(
(f)
)

ist der Träger eines reinen Γv−rationalen polyedrischen Komplexes der Dimen-

sion n− 1 in Rn.

Dieser Komplex ist das (n−1)−Skelett des polyedrischen Komplexes, der dual zur Newton-

zerlegung von Newt
(
trop(f)

)
ist.
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Beweis : Wir betrachten eine von unten sichtbare Seite F in Newtext

(
trop(f)

)
⊂

Rn+1. Dann enthält der Normalenkegel NF einen Punkt der Form (w, 1) für w ∈ Rn.

Wir nehmen an, F hat Dimension ≧ 1. Dann enthält F mindestens zwei Ecken des

erweiterten Newtonpolytops, also zwei verschiedene Punkte der Form v(cI)+〈w, I〉
für cI 6= 0. Definitionsgemäß ist

NF = {w∗ = (w,wn+1) ∈ Rn+1 : auf F wird

min{〈w∗, y〉 : y ∈ Newtext
(
trop(f)

)
} angenommen}.

Also existiert ein w ∈ Rn, so dass

min{v(cI) + 〈w, I〉 : cI 6= 0}

mindestens zweimal angenommen wird. Daraus folgt w ∈ V
(
trop(f)

)
=

tropV
(
(f)
)

nach dem Satz von Kapravov.

Wie zuvor bezeichne π : Rn+1 → Rn die Projektion auf die ersten n Koordinaten

sowie

π̃ : Rn × {1} →֒ Rn+1 π→ Rn

ihre Einschränkung. Dann ist w = π̃
(
(w, 1)

)
∈ π̃(NF ). Wir haben also gezeigt, dass

π̃(NF ) ⊂ tropV
(
(f)
)

ist. Offenbar ist π̃(NF ) ein Γv−rationaler Polyeder. Ferner ist

π̃(NF ) dual zur Seite π(F ) der Newtonzerlegung von Newt
(
trop(f)

)
(Übungsauf-

gabe).

Sei umgekehrt ein w ∈ tropV
(
(f)
)
= V

(
trop(f)

)
gegeben. Dann wird min{〈w, I〉 +

v(cI)} mindestens zweimal angenommen. Die Seite in Newtext(tropf), die von allen

Ecken
(
I, v(cI)

)
aufgespannt wird, an denen dieses Minimum angenommen wird,

hat Dimension ≧ 1 und ist von unten sichtbar. Ferner ist w ∈ π̃(NF ).

Also ist trop
(
V (f)

)
der Träger des polyedrischen Komplexes mit den Seiten

π̃(NF ) für von unten sichtbares F.

Dieser ist offenbar rein von Dimension n− 1. �

Nun betrachten wir den Spezialfall, dass alle Koeffizienten in f Bewertung Null

haben, also in R∗ liegen.

Korollar 6.9 Es sei f = ΣcIX
I ∈ K[X±1

1 , . . . , X±1
n ] ein Laurentpolynom mit v(cI) = 0

für alle I . Dann ist tropV
(
(f)
)

Träger eines (n− 1)−dimensionalen polyedrischen Fächers

in Rn. Dieser Fächer ist das (n− 1)−Skelett des Normalenfächers von Newt
(
trop(f)

)
.
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Beweis : In dieser Situation ist

π : Newtext

(
trop(f)

) ∼→ Newt
(
trop(f)

)

ein Isomorphismus von Polyedern und alle Seiten sind von unten sichtbar.

Ist F ⊂ Newtext
(
trop(f)

)
eine Seite, dann ist

π̃(NF ) = Nπ(F ).

Daraus folgt die Behauptung. �

Jetzt wollen wir den Satz von Kapranov auf beliebige Nullstellenmengen V (a) für

ein Ideal a ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] verallgemeinern.

Das folgende Beispiel zeigt, dass wir nicht einfach mit beliebigen Erzeugern des

Ideals arbeiten dürfen.

Beispiel: Es sei n = 2, K = C{{t}} und a = (X + Y + 1, X + 2Y ) ⊂ K[X±1, Y ±1].

Dann ist V (a) = {(−2, 1)} ein Punkt in (K∗)2, also ist

trop V (a) = {(0, 0)} ⊂ R2.

Andererseits ist trop V
(
(X + Y + 1)

)
= V (min{X, Y, 0}) die bekannte tropische Ge-

rade und trop V (X + 2Y ) = V (min{X, Y }) = R(1, 1).

Also ist
trop V

(
(X + Y + 1)

)
∩ trop V (X + 2Y )

= V (X ⊕ Y ⊕ 0) ∩ V (X ⊕ Y )

= {(w1, w2) ∈ R2 : w1 = w2 ≦ 0}.
Wählen wir hingegen das Erzeugendensystem

a = (X + Y + 1, X + 2Y, Y − 1),

indem wir das redundante Polynom

Y − 1 = (X + 2Y )− (X + Y + 1)

ergänzen, so ist trop V
(
(Y − 1)

)
= {(w1, 0) : w1 ∈ R}, also trop (X + Y +

1) ∩ trop V (X + 2Y ) ∩ trop (Y − 1) = trop
(
V (a)

)
.

Mit diesem neuen Erzeugendensystem können wir also trop V (a) als Schnitt von

drei tropischen Hyperflächen studieren. Um solche Erzeugendensysteme allgemein

zu finden, brauchen wir noch etwas Theorie.

Seite 51



7 Der Gröbnerkomplex

Wir wollen nun einen polyedrischen Komplex definieren, der die polyedrische

Struktur auf einer tropischen Hyperfläche verallgemeinert. Dazu nehmen wir wie-

der an, dass K ein algebraisch abgeschlossener Körper mit einer Bewertung v ist,

wählen eine Spaltung ψ : Γv → K∗ der Bewertungsabbildung und setzen tw = ψ(w)

für t = ψ(1).

Es sei a zunächst ein homogenes Ideal in K[X0, . . . , Xn]. Für jedes w ∈ Rn+1 ist dann

das Initialideal inw(a) ebenfalls homogen nach Lemma 5.17.

Definition 7.1 Wir definieren eine Äquivalenzrelation auf Rn+1 durch w ∼ w′ genau

dann, wenn inw(a) = inw′(a).

Mit Ca(w) = {w′ ∈ Rn+1 : inw′(a) = inw(a)} bezeichnen wir die zugehörige Äquiva-

lenzklasse von w und mit Ca(w) ihren Abschluss in Rn+1.

Beispiel: Es sei n = 2 und K = C{{t}}. Wir betrachten f = tX3
0 + t2X3

1 + tX3
2 +

X0X1X2 und a = (f). Dann ist

in(0,0,0)(f) = X0X1X2

und Cα(0, 0, 0) =
{
(v0, v1, v2) ∈ R3 : v0 + v1 + v2 ≦ min{3v0 + 1, 3v1 + 2, 3v2 + 1}

}

=
{
(v0, v1, 0) : v0 + v1 ≦ min{3v0 + 1, 3v1 + 2, 1}

}
+ R(1, 1, 1).

Proposition 7.2 In der obigen Situation istCa(w) stets ein Γv−rationaler Polyeder, dessen

Linearraum R(1, . . . , 1) enthält. Falls inw(a) kein monomiales Ideal ist, so existiert ein w′ ∈
Γn+1
v , für das inw′(a) ein monomiales Ideal ist und Ca(w) ist eine echte Seite von Ca(w′).

Beweis : Nach Lemma 5.20 existiert ein v ∈ Rn+1, so dass inv
(
inw(a)

)
ein monomia-

les Ideal ist, und mit Lemma 5.21 finden wir ein ε > 0, so dass invinw(a) = inw+ε′v(a)

für alle 0 < ε′ < ε gilt. Wir setzen w′ = w + ε′v für ein solches ε′. Dann ist also

inw′(a) = (XI1, . . . , XIr) ⊂ k[X0, . . . , Xn]

für geeignete Monome XI1; . . . , XIr . Wir wählen j ∈ {1, . . . , r} und betrachten die

Restklasse von XIj modulo a. Nach Lemma 5.19 ist XIj + a eine Linearkombination

von Monomen XI für I , die |I| = |Ij| =: d und XI /∈ inw′(a) erfüllen. Daher finden

wir Koeffizienten cjI ∈ K mit

gj := XIj −
∑

I:|I|=d
XI /∈ inw′ (a)

cjIX
I ∈ a.
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Daher ist inw′(gj) ∈ inw′(a). Somit ist mit XIj auch inw′(
∑
cjIX

I) ∈ inw′(a). Da

inw′(a) ein monomiales Ideal ist, sind alle monomialen Summanden dieses Poly-

noms auch in inw′(a). Daher ist inw′(
∑
cjIX

I) = 0 und somit inw′(gj) = XIj . Insbe-

sondere ist g1, . . . , gr eine Gröbnerbasis von inw′(a). Wir behaupten nun

Ca(w′) = {z ∈ Rn+1 : 〈z, Ij〉 ≦ v(cjI ) + 〈z, I〉 für alle j = 1, . . . , r und alle I ⊂ Nn
0}.

Daraus folgt, dass Ca(w′) ein Γv−rationaler Polyeder ist.

Angenommen, z ∈ Ca(w
′), aber eine der Ungleichungen ist nicht erfüllt, es gelte also

〈z, Ij〉 > v(cjI)+ 〈z, I〉 für geeignetes j und I . Dann kommt XIj in inz(gj) nicht mehr

vor. Da z ∈ Ca(w
′) liegt, ist inz(a) = inw′(a). Dies ist ein monomiales Ideal, also liegen

mit inz(gj) auch alle monomialen Summanden in inz(a) = inw′(a). Das widerspricht

der Tatsache, dass die anderen Monome in gj nicht in inw′(a) liegen. Also liegtCa(w
′)

und damit auch sein Abschluss Ca(w′) in der Menge auf der rechten Seite.

Für die umgekehrte Inklusion nehmen wir zunächst an, z ∈ Rn+1 erfüllt 〈z, Ij〉 <
v(cjI ) + 〈z, I〉 für alle j und I . Dann ist inz(gj) = XIj , also folgt inw′(a) =

(XI1, . . . , XIr) ⊂ inz(a).

Nach Lemma 5.22 gilt für alle d ≧ 0

dimk

(
k[X0, . . . , Xn]/inw′(a)

)
d
= dimk k[X0, . . . , Xn]/inz(a),

also folgt inw′(a) = inz(a) und somit z ∈ Ca(w
′). Durch Übergang zum Abschluss

folgt die gewünschte Inklusion.

Jetzt gehen wir zurück zu dem w ∈ Rn+1, mit dem wir gestartet sind und erinnern

uns, dass w′ = w + ε′v und

inv
(
inw(a)

)
= inw′(a)

gilt. Daraus folgt mit Lemma 5.21 Ca(w) ⊂ Ca(w′). Wir zeigen jetzt noch, dass Ca(w)

eine Seite des Polyeders Ca(w′) ist.

Dazu betrachten wir wieder die

gj = XIj −
∑

|I|=d
XI /∈ inw′ (a)

cjIX
I ∈ a.

Wir wissen, dass inw′(gj) = XIj gilt für w′ = w + ε′v mit ε′ klein genug.

Da invinw(gj) ∈ invinw(a) = inw′(a) ist und dies ein monomiales Ideal ist, folgt

inv
(
inw(gj)

)
= XIj .
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Sei nun z ∈ Ca(w), das heißt, es gilt inw(a) = inz(a). Dann ist

invinz(gj) ∈ invinz(a) = invinw(a) = inw′(a),

also folgt auch

invinz(gj) = XIj .

Daher taucht das Monom XIj im Polynom

inv
(
inw(gj)− inz(gj)

)

nicht mehr auf.

Da dieses Polynom im monomialen Ideal invinw(a) = inw′(a) liegt, aber eine Linear-

kombination von Monomen nicht aus inw′(a) ist, muss es verschwinden. Daher folgt

inw(gj) = inz(gj).

Für I mit XI /∈ inw′(a), so dass das Monom XI in inw(gj) = inz(gj) übrig bleibt, gilt

nach Definition der Initialform

〈w, I〉+ v(cjI) = 〈w, Ij〉

und

〈z, I〉+ v(cjI ) = 〈z, Ij〉.

Verschwindet XI in inw(gj) = inz(gj), so gilt hingegen

〈w, I〉+ v(cjI) > 〈w, Ij〉

und

〈z.I〉+ v(gI) > 〈z, Ij〉

Dabei nennen wir den Träger eines Polynoms f die Menge aller Monome mit nicht-

verschwindendem Vorfaktor in der monomialen Zerlegung von f .

Wir haben gesehen, dass

Ca(w) = {z ∈ Rn+1 : 〈z, I〉+ v(cjI ) = 〈z, Ij〉 für XI in inw(gj) und

〈z, I〉+ v(cjI) > 〈z, Ij〉 für XI nicht in inw(gj)}.

Also ist Ca(w) durch die Bedingungen

〈z, I〉+ v(cjI) = 〈z, Ij〉 für XI in inw(gj)

und 〈z, I〉+ v(cjI) ≧ 〈z, Ij〉 für XI nicht in inw(gj)
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gegeben, daher gilt

Ca(w) = Ca(w′) ∩ {〈z, I〉+ v(cjI ) = 〈z, Ij〉 für XI in inw(gj)}

wie behauptet.

Insbesondere ist Ca(w) ein Γv− rationaler Polyeder in Rn+1.

Für jedes homogene Polynom f ∈ K[X0, . . . , Xn] und jedes w ∈ Rn+1 gilt für belie-

biges λ ∈ Γv

inw(f) = inw+λ1(f)

für 1 = (1, . . . , 1) ∈ Rn+1 (Übungsaufgabe).

Mit Lemma 5.17 folgt daraus inw(a) = inw+λ1(a).Also enthältCa(w)mit jedem Punkt

z auch z + R1. Daraus folgt, dass der Linearraum von Ca(w) die Gerade R1 enthält.

�

Da jedes Ca(w) den Linearraum R1 enthält, bleibt die polyedrische Struktur enthal-

ten, wenn wir zum n−dimensionalen Quotientenraum Rn+1/R1 übergehen.

Wir wollen nun zeigen, dass die Ca(w) einen polyedrischen Komplex im Rn+1 bil-

den.

Da die Mengen Ca(w) Äquivalenzklassen sind, gilt Rn+1 =
·⋃
Ca(w).

Falls inw(a) ein monomiales Ideal ist, so folgt aus Lemma 5.21, dass dimCa(w) = n+1

ist.

Der Beweis von Proposition 7.2 zeigt, dass Ca(w1) ⊂ Ca(w) genau dann gilt, wenn

Ca(w1) ∩Ca(w) 6= ∅ ist. Dies gilt wiederum genau dann, wenn inw(a) = inw1

(
inw(a)

)

ist (Übungsaufgabe).

Wir müssen noch nachweisen, dass der Schnitt von zwei Polyedern Ca(w) eine Seite

von beiden ist. Dafür brauchen wir einige Vorbereitungen.

Lemma 7.3 Für jedes homogene Ideal a ⊂ K[X0, . . . , Xn] gibt es nur endlich viele mono-

miale Ideale inw(a), wobei w ∈ Rn+1.

Beweis : Gäbe es unendlich viele monomiale Ideale inw(a), so würden wir w1, w2 ∈
Rn+1 finden mit inw2(a) $ inw1(a) (Übungen). Es sei XI ∈ inw1(a). Nach Lemma 5.19
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ist die RestklasseXI+a in (K[X0, . . . , Xn]/a)d für d = |I| eine Linearkombination aus

Monomen XJ /∈ inw1(a). Also gibt es ein fI ∈ a der Form fI = XI +
∑

XJ /∈inw1 (a)

cJX
J .

Dann liegt inw2(fI) in inw2(a) ⊂ inw1(a). Da dies ein monomiales Ideal ist, liegen

auch alle Monome in inw2(fI) in inw1(a). Daher kann keins der Monome XJ /∈
inw1(a) überleben und es folgt XI = inw2(fI). Somit ist XI ∈ inw2(a), und die Be-

hauptung folgt. �

Nun brauchen wir noch ein Lemma aus der linearen Algebra.

Lemma 7.4 Es sei K ein beliebiger Körper mit einer Bewertung v, und A ∈ Kr×s eine

Matrix vom Rang r ≦ s. Für jedes w ∈ Rn+1 gibt es ein U ∈ GLr(K) und eine Indexmenge

J = {l1, . . . , lr}, so dass die li−te Spalte von UA gerade ei ist für i = 1, . . . , r und so dass

v
(
(UA)ij

)
+ wj ≧ wli für alle j /∈ J .

Übungsaufgabe: Zeigen Sie dieses Lemma zunächst für den Fall trivialer Bewer-

tung.

Beweis : Für jede Matrix B und jede Menge J von Spaltenindizes schreiben wir BJ

für die Untermatrix, die aus den Spalten von B in J besteht. Da A den Rang r hat,

gibt es mindestens eine Teilmenge J ⊂ {1, . . . , s} mit |J | = r und det AJ 6= 0. Wir

wählen unter all diesen Teilmengen J eine Menge J ′ = {l1, . . . , lr} aus, für die der

Term

v(detAJ̃) +
∑

j∈J̃

wj

minimal wird.

Es sei U = (AJ
′

)−1 ∈ Glr(K). Dann ist (UA)J
′

= Er.

Nun betrachten wir für j /∈ J und i = 1, . . . , r die Indexmenge Jij = (J ′\{li}) ∪ {j}.
Die Matrix (UA)Jij entsteht durch Ersetzen der i−ten Spalte in Er durch die j−te

Spalte von UA. Berechnen wir det(UA)Jij durch Entwickeln nach der j−ten Spalte,

so finden wir det(UA)Jij = ±(UA)ij . Ferner ist (UA)Jij = UAJij , also folgt

v
(
(UA)ij

)
= v(detU) + v(detAJij)

= −v(detAJ ′

) + v(detAJij).

Aufgrund der Minimalitätsbedingung für J ′ gilt

v(detAJ
′

) +
∑

l∈J ′

wl ≦ v(detAJij) +
∑

l∈Jij

wl

und somit die gewünschte Ungleichung, wenn alle wl mit l ∈ J ′ ∩ Jij abziehen. �
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Dieses Lemma wenden wir nun in folgender Situation an. Wir betrachten ein ho-

mogenes Ideal a ⊂ S := K[X0, . . . , Xn]. Für jedes d ∈ N wählen wir eine K−Basis

f1, . . . , fr des K−Vektorraums ad = a∩Sd, wobei Sd wie immer denK−Vektorraum

der homogenen Polynome vom Grad d bezeichnet.

Es sei Ad die r ×m−Matrix, die die Koordinaten von f1, . . . , fr bezüglich der Basis

Md = {XI : |I| = d} von Sd enthält; das heißt, es gilt

fi =
∑

|I|=d

(Ad)iIX
I .

Jedes N ⊂ Md mit #N = r liefert eine r × r−Untermatrix ANd von Ad, die gerade

aus den Spalten von Ad mit Index in N besteht.

Nach Lemma 7.3 gibt es nur endlich viele monomiale Ideale unter den Initialidealen

inw(a) fürw ∈ Rn+1.Wir wählen für alle diese monomiale Erzeuger, das sind endlich

viele, also finden wir eine obere Schranke D für ihren Grad. Jetzt definieren wir für

d ≦ D

gd =
∑

N⊂Md
#N=r

det(ANd )
∏

I∈N

xI .

Das ist ein Polynom inK[X0, . . . , Xn]d. Wir betrachten jetzt das zugehörige tropische

Polynom trop gd. Dieses ist stückweise affin-linear. Wir betrachten alle w ∈ Rn+1,

so dass trop (gd) in einer Umgebung von w affin-linear ist. Das ist das Komplement

der tropischen Hyperfläche V
(
trop(gd)

)
. Dies liefert eine Zerlegung des Rn+1 in Teil-

mengen der Form

σ = {w ∈ Rn+1 : trop(gd)(w) = a + 〈w, I〉}

für Koeffizienten a = v(cI) ∈ R, so dass cIXI ein Monom in gd ist.

Wir nehmen nur die inklusionsmaximalen dieser Teilengen und erhalten so eine po-

lyedrische Zerlegung des Rn+1, so dass trop(gd) auf den einzelnen Polyedern affin-

linear ist. Das liefert einen polyedrischen Komplex
∑(

trop(gd)
)

mit Träger Rn+1,

indem wir alle Seiten zu den Polyedern σ hinzunehmen. Sein n−Skelett ist gerade

V
(
trop(gd)

)
.

Satz 7.5 In der obigen Situation gilt: Falls w ∈ Rn+1 für jedes d ≦ D im topologischen

Innern eines maximalen Polyeders σd in der Zerlegung
∑

(trop gd) von Rn+1 liegt, so ist

inw(a) monomial und es gilt Ca(w) =
⋂
σd.
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Beweis : Es sei d ≦ D und w′ im Innern aller σd. Das Minimum über alle Terme der

Form

v(detANd ) +
∑

I∈N

〈w, I〉

für N ⊂ Md mit #N = d wird nach Voraussetzung nur für ein Ñ ⊂ Md angenom-

men. Wir wenden Lemma 7.4 auf Ad und den Vektor w̃ ∈ Rm mit w̃I = 〈w, I〉 an.

Also gibt es ein U ∈ Glr(K) und eine Indexmenge N = {I1, . . . , Ir} ⊂ Md, so dass

die Matrix B = UA folgende Eigenschaften hat: BJ = Er und

v(BiI) + 〈w, I〉 ≧ 〈w, Ii〉 für alle I /∈ N.

Aufgrund der Wahl von w gilt hier sogar die strikte Ungleichung. Wir setzen für

jedes i = 1, . . . , r :

f̃i = XIi +
∑

I /∈N

BjIX
I .

Dann gilt also

inw(f̃i) = XIi

und daher XIi ∈ inw(a)d, denn f̃i ∈ a, da seine Koeffizienten durch die i−te Zeile

von B gegeben werden, welche eine Linearkombination der Zeilen in A ist.

Mit Lemma 5.22 folgt, dass inw(a)d die K−Basis XI1, . . . , XIr besitzt für N =

{I1, . . . , Ir}.

Dieselben Überlegungen können wir für jedes w′ im Innern aller σd anstellen und

erhalten, dass inw′(a)d als K−Basis die Monome XI1, . . . , XIr besitzt. Daher gilt

inw(a)d = inw′(a)d für alle d ≦ D, also aufgrund der Wahl von D sogar

inw(a) = inw′(a),

da beides monomiale Ideale sind. Also folgt w′ ∈ Ca(w).

Wir nehmen umgekehrt an, dass w′ nicht im Innern von σd liegt. Dann existiert eine

r−elementige Teilmenge N ′ 6= N von Md mit

v(AN
′

d ) +
∑

I∈N ′

〈w′, I〉 ≦ v(AN
′′

d ) +
∑

I∈N ′′

〈w′, I〉

für alle N ′′ 6= N ′.

Wir können N ′ als Ecke des Polytops

conv

{
∑

I∈N ′′

I : v(AN
′′

d ) +
∑

I∈N ′′

〈w′, I〉 minimal

}
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wählen und somit annehmen, dass es ein v ∈ Rn+1 gibt mit

v(AN
′

d ) + 〈v,
∑

I∈N ′

I〉 < v(AN
′′

d ) + 〈v,
∑

I∈N ′′

I〉

für alle weiteren N ′′.

Für hinreichend kleine ε > 0 wird dann das Minimum in trop (gd)(w
′ + εv) nur

einmal angenommen.

Jetzt zeigt dieselbe Argumentation wie am Anfang des Beweises, dass das Initial-

ideal inw′+εv(a)d von den XI für I ∈ N ′ aufgespannt wird. Nach Lemma 5.21 gilt

aber

invinw′(a) = inw′+εv(a)

für kleines ε, also kann inw′(a) nicht von den Monomen XI mit I ∈ N aufgespannt

werden. Somit ist inw(a)d 6= inw′(a)d und daher auch inw(a) 6= inw′(a). Also ist w′ /∈
Ca(w). Daraus folgt die Behauptung. �

Jetzt können wir unser Hauptresultat in diesem Kapitel zeigen.

Satz 7.6 Es sei a ⊂ K[X0, . . . , Xn] ein homogenes Ideal. Dann bilden die Abschlüsse

Ca(w)

der Äquivalenzklassen Ca(w) einen polyedrischen Komplex mit Träger Rn+1. Dieser ist rein

von der Dimension (n+1) und die (n+1)−dimensionalen Polyeder sind genau die Ca(w),

so dass inw(a) ein monomiales Ideal ist.

Beweis : Nach Satz 7.5 sind die maximalen Polyeder in der gemeinsamen Verfei-

nerung aller polyedrischen Komplexe
∑(

trop(gd)
)

von der Form Ca(w) für ein w,

so dass inw(a) monomial ist. Diese gemeinsame Verfeinerung ist ein polyedrischer

Komplex. Umgekehrt hat nach Lemma 5.21 für jedes monomiale Ideal inw(a) der

Polyeder Ca(w) die volle Dimension (n + 1). Daher trifft er das Innere eines maxi-

malen Polyeders in der gemeinsamen Verfeinerung der
∑(

trop(gd)
)
. Nach Satz 7.5

stimmt dann Ca(w) mit diesem maximalen Polyeder überein. Also folgt, dass der

Schnitt von zwei (n + 1)−dimensionalen Ca(w) wieder eine Seite ist.

Nach Lemma 7.3 gibt es außerdem nur unendlich viele von ihnen. Aus Proposition

7.2 und ihrem Beweis folgt ferner, dass für beliebiges w die Menge Ca(w) ein Poly-

eder ist, der eine Seite eines maximal-dimensionalen Ca(w′) bildet. Der Beweis von

Proposition 7.2 zeigt auch, dass jede Seite von Ca(w′) von der Form Ca(w) ist. Also

folgt die Behauptung. �

Der polyedrische Komplex aus allen Ca(w) heißt auch Gröbnerkomplex von a.
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8 Tropische Basen

Analog zum Fall der Hyperebenen wollen wir Punkte in der Tropikalisierung einer

Nullstellenmenge V (a) über ihre Initialideale inw(a) charakterisieren. Dazu müssen

wir mit Initialidealen in Laurentpolynomringen arbeiten.

Definition 8.1 Es sei a ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] ein Ideal. Für jedesw ∈ Rn ist das Initialideal

inw(a) definiert als das Ideal in k[X±1
1 , . . . , X±1

n ], das von allen Initialformen inw(f) für

f ∈ a erzeugt wird.

Diese Definition ist analog zu derjenigen im Polynomring. Ein wichtiger Unter-

schied ist allerdings, dass für nicht triviale Ideale viele Initialideale trivial, also = (1)

in k[X±1
1 , . . . , X±1

n ], sind.

Die Eigenschaft inw(a) 6= (1) wird in der Beschreibung von trop V (a) gerade die

Eigenschaft „inw(f) kein Monom“ ersetzen (siehe Lemma 6.3).

Da sich Initialideale homogener Ideale einfacher verhalten, ist es oft nützlich, zum

„projektiven Abschluss“ überzugehen. Damit ist folgendes gemeint.

Ist a ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] ein Ideal, so definieren wir

aproj ⊂ K[X0, . . . , Xn]

als das Ideal, das von allen Homogenisierungen f̃ für f ∈ a ∩ K[X0, X1, . . . , Xn]

erzeugt wird. Dabei ist f̃(X0, . . . , Xn) =
∑
I

cIX
d−|I|
0 XI für f =

∑
cIX

I .

Das verallgemeinert Definition 5.7. Da alle f̃ homogene Polynome sind, ist aproj ein

homogenes Ideal.

Proposition 8.2 Es sei a ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] ein Ideal und w ∈ Rn. Dann ist das Initial-

ideal inw(a) das Bild von in(0,W )(aproj) unter dem Einsetzungshomomorphismus

τ : k[X0, . . . , Xn] → k[X±1
1 , . . . , X±1

n ]

X0 7→ 1

Xi 7→ Xi für i = 1, . . . , n.

Jedes Element in inw(a) hat die Form XIg für ein I ⊂ Zn und ein g(X1, . . . , Xn) =

f(1, X1, . . . , Xn) für geeignetes f ∈ in(0,w)(aproj).
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Beweis : Ist f =
∑
cIX

I ∈ a∩K[X1, . . . , Xn], so betrachten wir die Homogenisierung

f̃ =
∑
cIX

IX
d−|I|
0 wie oben. Dann ist

trop(f)(w) = min{v(cI) + 〈w, I〉}
= min{v(cI) + 〈(0, w), (d− |I|, I)〉}
= trop(f̃)(0, w).

Somit ist

in(0,w)(f̃)(X0, . . . , Xn) =
∑

v(cI )+〈w,I〉=trop(f)(w)

t−v(cI )cIX
IX

d−|I|
0 ,

also folgt in(0,w)(f̃)(1, X1, . . . , Xn) = inw(f)(X1, . . . , Xn).

Daraus folgt τ(in(0,w)aproj) ⊂ inw(a).

Definitionsgemäß ist inw(a) von allen inw(f) für f ∈ a erzeugt. Da der Laurentpoly-

nomring k[X±1
1 , . . . , X±1

n ] noethersch ist, gibt es endlich viele f1, . . . , fr ∈ a mit

inw(a) =
(
inw(f1), . . . , inw(fr)

)
.

Wenn wir fi mit einem Monom multiplizieren, wird inw(fi) auch mit einem Mo-

nom multipliziert. Da Monome Einheiten in k[X±1
1 , . . . , X±1

n ] sind, ändert dies das

erzeugte Ideal nicht. Also können wir annehmen, dass f1, . . . , fr Polynome sind. Aus

in(0,w)(f̃i)(1, X1, . . . , Xn) = inw(fi)(X1, . . . , Xn) folgt dann inw(a) ⊂ τ
(
in(0,w)(aproj)

)
.

Den Zusatz zeigt man mit ähnlichen Argumenten (Übungsaufgabe). �

Wir benötigen außerdem folgende Beobachtungen über initiale Ideale im Laurent-

polynomring.

Lemma 8.3 Es sei a ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] ein Ideal und w ∈ Rn.

i) Ist g ∈ inw(a), so ist g = inw(h) für ein h ∈ a.

ii) Falls es ein v ∈ Rn gibt mit invinw(a) = inw(a), so ist inw(a) ein homogenes Ideal,

wenn wir die Graduierung auf dem Polynomring durch deg(Xi) = vi definieren.

iii) Für f, g ∈ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] ist inw(fg) = inw(f)inw(g).
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Beweis :

i) Ist g ∈ inw(a), so existiert nach Proposition 7.2 ein f ∈ in(w,0)(aproj) mit

g(X1, . . . , Xn) = XIf(1, X1, . . . , Xn). Da aproj ein homogenes Ideal ist, gibt es

nach Lemma 5.17 ein h ∈ aproj mit in(0,w)(h) = f . Dann ist XIh(1, X1, . . . , Xn) ∈
a mit inw

(
XIh(1, X1 . . . Xn)

)
= g.

ii) Falls invinw(a) = inw(a) gilt, so betrachten wir Erzeuger des Ideals inw(a)

in invinw(a), also von der Form inv(gi) für gi ∈ inw(a). Ist gi =
∑
aIX

I ∈
k[X±1

1 , . . . , X±1
n ], so ist

inv(gi) =
∑

〈v,I〉=w

aIX
I

für w = min{〈v, I〉 : aI 6= 0}.

Versehen wir also Xi mit dem Grad vi, so hat jedes Monom in inv(gi) den Grad

〈v, I〉 = w. Daher ist inv(gi) in dieser Graduierung homogen.

iii) Übungsaufgabe.

�

Definition 8.4 Es sei a ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] für einen Körper K mit einer Bewertung v,

so dass eine Spaltung ψ : Γv → K∗ der Bewertungsabbildung existiert. Dann heißt ein

endliches Erzeugendensystem

T ⊂ a

tropische Basis von a, falls für jedes w ∈ Rn gilt:

inw(a) = (1) genau dann, wenn eines der inw(f) für f ∈ T eine Einheit ist.

Beispiel: Ist f ∈ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ], dann ist die Einpunktmenge {f} eine tropische

Basis für das Hauptideal (f). Falls nämlich inw
(
(f)
)
= (1) ist, so gibt es nach Lemma

8.3 i) ein h ∈ (f) mit inw(h) = 1. Also ist h = f · g für ein g ∈ [X±1
1 , . . . , X±1

n ], woraus

1 = inw(f · g) = inw(f)inw(g) folgt. Somit ist auch
(
inw(f)

)
= 1.

Satz 8.5 Es sei K ein Körper mit einer Bewertung v, die eine Spaltung besitzt. Dann hat

jedes Ideal a ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] eine tropische Basis.

Beweis : Dafür brauchen wir den Gröbnerkomplex aus dem letzten Kapital. Wir

betrachten das homogene Ideal aproj ⊂ K[X0, . . . , Xn]. Nach Satz 7.6 besteht der

zugehörige Gröbnerkomplex aus endlich vielen Polyedern Caproj(w̃) im Rn+1.
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Nach Proposition 7.2 enthält Caproj(w̃) einen Vektor der Form (0, w) ∈ Rn+1, denn der

Linearraum von Caproj(w̃) enthält R · 1. Definitionsgemäß ist inw̃(a) = in(0,w)(a) und

Caproj(w̃) = {u ∈ Rn+1 : inu(a) = in(0,w)(a)}.

Nun sei w ∈ Rn so gewählt, dass

inw(a) = (1)

gilt. Dann ist nach Proposition 8.2

T
(
in(0,w)(aproj)

)
= (1).

Also existiert nach Lemma 6.3 ein Monom

XI ∈ in(0,w)(aproj).

Wie im Beweis von Proposition 7.2 finden wir ein v ∈ Rn+1 und ein ε > 0, sodass

invin(0,w)(aproj) = inv+ε′(0,w)(aproj)

für alle ε′ < ε ein monomiales Ideal ist.

Wir setzen w′ = v+ε′(0, w).Dann ist XI ∈ inw′(aproj), also existiert nach Lemma 5.19

ein Element f der Form

f = XI − g ∈ aproj,

wobei kein Monom im Träger von g in inw′(aproj) liegt. Ist (0, w1) ∈ Rn+1 nun ein

weiterer Punkt in Caproj(w̃), so ist in(0,w1)(aproj) = in(0,w)(aproj), also invin(0,w1)(aproj) =

inw′(aproj), woraus wegen XI ∈ in(0,w1)(aproj) auch in(0,w1)(f) = XI folgt.

Für f1(X1 . . .Xn) = f(1, X1, . . . , Xn) ∈ a folgt also, dass
(
inw1(f1)

)
= (1) in

k[X±1
1 , . . . , X±1

n ] ist.

Nun definieren wir T als Vereinigung einer endlichen Erzeugermenge von a und

der Menge aller oben konstruierten f1 ∈ a zu den Seiten des Gröbnerkomplexes.

Dann ist T ein endliches Erzeugendensystem von a. Ist w ∈ Rn ein Vektor mit

inw(a) = (1) in k[X±1
1 , . . . , X±1

n ], so betrachten wir Caproj(0, w).

Das Laurentpolynom f1 ∈ a zu dieser Seite erfüllt nach Konstruktion inw(f1) = (1).

Daraus folgt die Behauptung. �
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9 Tropikalisierung von Nullstellenmengen

Es sei K ein Körper mit einer Bewertung v, die eine Spaltung besitzt. Wir betrachten

ein Ideal a ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] im Laurentpolynomring und seine Nullstellenmenge

V (a) = {(a1, . . . , an) ∈ (K∗)n = T (K) : f(a1, . . . , an) = 0 für alle f ∈ a}.

Wir erinnern an die Tropikalisierungsabbildung

trop : T (K) → Rn

(a1, . . . , an) 7→
(
v(a1), . . . , v(an)

)
.

Unser nächstes Ziel ist die Untersuchung von trop V (a) ⊂ Rn, genauer gesagt (wie

im Hyperebenenfall) die Untersuchung des Abschlusses

trop V (a) ⊂ Rn

in der reellen Topologie.

Definition 9.1 Wir definieren die Tropikalisierung von X = V (a) durch

Xtrop =
⋂

f∈a

V
(
trop(f)

)
⊂ Rn.

In dieser Definition betrachten wir den Schnitt über eine unendliche Teilmenge, was

oft umständlich ist. Hier erweisen sich tropische Basen als nützlich.

Proposition 9.2 Ist T eine tropische Basis von a, so gilt für X = V (a) :

Xtrop =
⋂

f∈T

V (trop f).

Beweis : Es gilt trivialerweise

⋂

f∈a

V
(
trop(f)

)
⊂
⋂

f∈T

V
(
trop(f)

)
.

Ist w ∈ ⋂
f∈T

V
(
trop(f)

)
, so ist nach dem Satz von Kapronov (Satz 6.4) für jedes f ∈ T

das Laurentpolynom inw(f) kein Monom. Also ist nach Definition 8.4 inw(a) 6= (1).

Daher ist für jedes g ∈ a die Initialform inw(g) kein Monom, woraus w ∈ V
(
trop(g)

)

folgt. �
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Proposition 9.3 Für a ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] sei wieder X = V (a) ⊂ T (K). Dann ist

Xtrop = {w ∈ Rn : inw(a) 6= (1)}.

Beweis : Es ist inw(a) = 1 genau dann, wenn inw(a) eine Einheit und somit ein

Monom enthält. Nach Lemma 6.3 ist das äquivalent dazu, dass es ein g ∈ a gibt mit

inw(g) ein Monom. Daraus folgt die Behauptung. �

Wir wollen nun zeigen, dass diese MengeXtrop auch mit dem Abschluss von trop(X)

übereinstimmt. Wie im Beweis des Satzes von Kapranov geschieht der entscheiden-

de Schritt hier durch ein Induktionsargument, das wir jetzt vorbereiten.

Wir benötigen für dieses Induktionsargument den Begriff der Dimension einer Null-

stellenmenge.

Definition 9.4 Für jeden noetherschen Ring R definieren wir die Krulldimension dimR

als die maximale Länge d einer echten aufsteigenden Kette

p0 $ p1 $ . . . $ pd

von Primidealen in R.

Beispiel:

i) Ist R ein Körper, so ist dimR = 0.

ii) dimZ = 1.

iii) dimK[X ] = 1 für einen Körper K.

Ab jetzt sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper.

Definition 9.5 Ist a ⊂ R für R = K[X1, . . . , Xn] oder a ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] ein Ideal, so

definieren wir die Dimension von V (a) als die Krulldimension von

R/a.

Mit anderen Worten: Die Dimension von K(a) ist die maximale Länge einer Kette

von Primidealen

a ⊂ p0 $ . . . $ pd ⊂ R.
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Lemma 9.6 Die Dimension einer Nullstellenmenge V (a) ⊂ An(K) ist die maximale Länge

d einer Kette

X0 $ X2 $ . . . $ Xd ⊂ V (a)

von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von An(K) (im Sinne von Definition 5.5).

Beweis : Dies folgt aus der Tatsache, dass irreduzible abgeschlossene Teilmengen

von An(K) gerade die Teilmengen der Form

X = V (p)

für p ⊂ K[X1, . . . , Xn] ein Primideal sind. �

Ist p ⊂ R für R = K[X1, . . . , Xn] oder R = K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] ein Primideal, so ist R/p

ein Integritätsring. Mit Quot (R/p) bezeichnen wir seinen Quotientenkörper. Dieser

ist eine Körpererweiterung von K.

Definition 9.7 Ist L/K eine Körpererweiterung, so definieren wir den Transzendenzgrad

trdegK(F ) als die maximale Kardinalität einer algebraisch unabhängigen Teilmenge von

F . Dabei ist eine Teilmenge {a1, . . . , as} ⊂ F algebraisch unabhängig über K, falls der

natürliche Einsetzungshomomorphismus

K[X1, . . . , Xs] → F

f(X1, . . . , Xs) 7→ f(a1, . . . , as)

injektiv ist.

Beispiel:

i) Ist F/K eine algebraische Körpererweiterung, so gilt trdegK(F ) = 0

ii) trdegK
(
K(X1, . . . , Xn)

)
= n, wobei K(X1, . . . , Xn) = Quot K[X1, . . . , Xn] ist.

Satz 9.8 Ist p ⊂ R für R = K[X1, . . . , Xn] oder R = K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] ein Primideal, so

ist

dimV (p) = trdegK(Quot R/p).

Beweis : Einen Beweis finden Sie in vielen Lehrbüchern zur Algebraischen Geome-

trie. Wir können diesen Punkt in den Übungen vertiefen. �
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Wir bezeichnen ab jetzt mit T n(K) = (K∗)n ⊂ An(K) den n−dimensionalen Torus.

Wir nennen eine Abbildung

ψ : T n(K) → Tm(K)

monomial, falls es normierte Monome µ1, . . . , µm in K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] gibt, so dass

ψ(a1, . . . , an) =
(
µ1(a1, . . . , an), . . . , µm(a1, . . . , an)

)

gilt.

Ist ψ : T n(K) → Tm(K) eine monomiale Abbildung ψ = (µ1, . . . , µm), so definieren

wir die lineare Abbildung

trop(ψ) : Rn → Rm durch

(v1, . . . , vn) 7→
(
trop µ1(v1, . . . , vn), . . . , trop µm(v1, . . . , vn)

)

Da µi = XI(i) ein normiertes Monom ist, gilt einfach trop µi(v) = 〈v, I〉.Dann ist das

Diagramm

T n(K)
ψ−→ Tm(K)

trop ↓ ↓ trop

Rn trop ψ−→ Rm

kommutativ.

Ist M = (mij)i,j ∈ Zn×n eine quadratische Matrix über Z, so definiert M eine natür-

liche monomiale Abbildung

ψ = ψM : T n(K) → T n(A)

durch
µi(a1, . . . , an) = a

mi1
1 · . . . · aminn

=
n∏
j=1

a
mij
j .

Dann ist trop (ψM) : Rn → Rn einfach die Linksmultiplikation mit der Matrix M . Ist

M ∈ GLn(Z), so ist trop (ψM ) also ein linearer Isomorphismus.

Satz 9.9 Es sei p ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] ein Primideal und X = V (p) ⊂ T n(K).

Angenommen dimX ≦ m. Dann gibt es ein M ∈ GLn(Z), so dass die zugehörige bi-

jektive monomiale Abbildung ψ = ψM : T n(K) → T n(K) folgende Eigenschaft hat: Ist

π : T n(K) → Tm(K) die Projektion auf die ersten m Koordinaten und ψ0 = π ◦ ψ :
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T n(K) → Tm(K), so ist ψ0(X) Zariski abgeschlossen mit dimψ0(X) = dim(X). Au-

ßerdem kann ψ so gewählt werden, dass für vorgegebene m−dimensionale Unterräume

W1, . . . ,Wr von Rn

Kern (trop ψ0) ∩Wi = 0

für alle i = 1, . . . , r gilt.

Beweis : Falls dimX = n ist, können wir einfach die Identität auf T n(K) nehmen.

Also können wir dimX < n annehmen.

Mit Hilfe eines Induktionsargumentes genügt es, die Behauptung für m = n− 1 zu

zeigen. Wir betrachten erneut die Abbildung

ψl : T
n(K) → T n(K)

(a1, . . . , an) 7→ (a1a
l
n, a2a

l2

n , a3a
l3

n , . . . , an−1a
ln−1

n , an)

aus dem Beweis von Satz 6.4.

Diese ist offenbar monomial und induziert von der n× n−Matrix

M =




1 l

1 l2

. . .

1 ln−1

0 1




∈ GLn(Z).

Wir wählen l so groß, dass für ein Erzeugendensystem f1, . . . , fr von p gilt, dass

jedes Polynom

fi(X1X
l
n, X2X

l2

n , . . . , Xn−1X
ln−1

n , Xn)

monomiale Koeffizienten in K[X1, . . . , Xn−1] hat, wenn wir es nach Xn entwickeln

(also als Element in K[X1, . . . , Xn−1][Xn] darstellen).

Es sei ϕl : K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] → K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] wie im Beweis von Satz 6.4 der

Einsetzungshomomorphismus mit

X1 7→ X1X
l
n, X2 7→ X2X

2
n, . . . , Xn−1 7→ Xn−1X

ln−1

n , Xn 7→ Xn.

Dann ist ϕl ein Isomorphimus, also ist q = ϕl(p) ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] ein Primideal

mit ψlV (q) = V (p).

Also ist ψ−1
l V (p) = V (q) für die monomiale Umkehrabbildung ψ−1

l von ψl, die zur

Matrix A−1 ∈ GLn(Z) gehört.
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Wir definieren nun

ψ = π ◦ ψ−1
l : T n(K) → T n−1(K),

wobei π die Projektion auf die ersten n− 1 Koordinaten ist. Dann gilt

π
(
V (q)

)
= V (q ∩K[X±1

1 , . . . , X±1
n−1]),

wie man aufgrund der speziellen Gestalt eines Erzeugendensystems für q direkt

zeigen kann.

Also folgt ψ
(
V (p)

)
= V (q ∩K[X±1

1 , . . . , X±1
n−1].

Wir betrachten die K−Algebren

K[X±1
1 , . . . , X±1

n−1]/q ∩K[X±1
1 , . . . , X±1

n−1] ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ]/q.

Da q nach Definition ein normiertes Polynom in Xn mit Koeffizienten in

K[X±1
1 , . . . , X±1

n−1] enthält, ist die zugehörige Erweiterung der Quotientenkörper al-

gebraisch. Also haben beide Quotientenkörper denselben Transzendenzgrad über

K, woraus

dimV (q) = dim π
(
V (q)

)
,

also auch

dim V (p) = dimψ
(
V (p)

)

folgt. Definitionsgemäß ist

trop(π) : Rn → Rn−1

die Komposition der Multiplikation M−1 : Rn → Rn mit der Projektion auf die

ersten n− 1 Komponenten. Der Kern dieser Abbildung ist offenbar die Gerade

R · (l, l2, . . . , ln−1, 1) ⊂ Rn.

Wenn wir endlich viele (n− 1)−dimensionale Unterräume W1, . . . ,Wr vorgeben, so

finden wir ein l > 0, sodass diese Gerade alle Wi nur in 0 trifft (wieso?).

Indem wir also l eventuell vergrößern, können wir auch die Zusatzbedingung er-

füllen. �

Wir betrachten die lineare Abbildung

λ : Rn+1 → Rn

(x0, . . . , xn) 7→ (x1 − x0, x2 − x0, . . . , xn − x0).

Offenbar ist Kern λ = R · 1.
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Satz 9.10 Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper mit einer Bewertung v, p ⊂
K[X±1

1 , . . . , X±1
n ] ein Primideal und X = V (p). Dann stimmen folgende drei Teilmengen

des Rn überein:

i) trop(X)

ii) {w ∈ Rn : inw(p) 6= (1)}

iii) Xtrop.

Diese Menge ist außerdem Träger eines Γv−rationalen polyedrischen Komplexes Σ, der das

Bild eines Unterkomplexes des Gröbnerkomplexes von pproj unter λ ist. Jeder maximale Po-

lyeder in Σ hat Dimension ≦ dim(X).

Beweis : Die Übereinstimmung von ii) und iii) haben wir bereits in Proposition 9.3

gezeigt. Ist (a1, . . . , an) ∈ X = V (p), so gilt für jedes f ∈ p, dass f(av, . . . , an) =

0 ist. Also ist (a1 . . . an) ∈ V
(
(f)
)

und somit nach dem Satz von Kapranov 6.4 in

V
(
trop(f)

)
enthalten. Daher gilt

trop(X) ⊂ Xtrop

nach Definition 9.1. Nach Proposition 9.2 ist Xtrop ein endlicher Schnitt von abge-

schlossenen Teilmengen, also abgeschlossen. Daher gilt auch trop(X) ⊂ Xtrop.

Wir betrachten nun die Menge

{w ∈ Rn : inw(p) 6= (1)}.

Das homogene Ideal pproj liefert den Gröbnerkomplex mit den Seiten Cpproj(w̃) in

Rn+1. Wir bezeichnen sein Bild unter der linearen Abbildung λ mit Σ′.

Nach Proposition 7.2 enthält der Linearraum jeder Seite Cpproj(w̃) die Gerade R · 1.

Daher bestehen die Seiten von Σ′ gerade aus den Bildern der Cpproj(w̃), und Urbilder

von Seiten in Σ′ sind Seiten im Gröbnerkomplex.

Nach Proposition 8.2 ist inw(p) = 1 genau dann, wenn τ(in(0,w)pproj) = 1 ist. Da τ der

Einsetzungshomomorphismus ist, der X0 auf 1 abbildet, ist letzteres äquivalent da-

zu, dass ein Element der Form p(X0)·X i1
1 ·. . .·X in

n mit p ∈ K[X0] und (i1, . . . , in) ∈ Zn

in in(0,w)(pproj) existiert. Da in(0,w)pproj nach Lemma 5.17 homogen ist, liegt nach Lem-

ma 5.15 ein Monom in in(0,w)pproj. Wir setzen Γ = {w̃ ∈ Rn+1 : inw̃(pproj) enthält

kein Monom}. Dann ist Σ = {w ∈ Rn : inw(p) 6= (1)} = λ(Γ), und somit ist
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die linke Seite eine Vereinigung der Seiten aus Σ′. Nach Lemma 5.21 ist die Men-

ge {w̃ ∈ Rn+1 : inw̃(pproj) enthält ein Monom} offen in Rn+1, also ist ihr Kom-

plement Γ abgeschlossen. Somit enthält Γ mit jedem Polyeder auch alle seine Sei-

ten und ist also ein polyedrischer Unterkomplex des Gröbnerkomplexes. Daher ist

{w ∈ Rn : inw(p) 6= (1)} Träger des polyedrischen Komplexes

Σ = {λ(σ) : σ ∈ Γ}

und somit Γv− rational nach Proposition 7.2.

Es sei P ein (inklusions-)maximaler Polyeder in Σ und w ein Punkt in seinem relati-

ven Inneren

relint(P ) = {x ∈ Rn : es gibt ein U ⊂ Rn offen mit x ∈ U und U ∩ 〈P 〉 ⊂ P}.

Dann ist 0 ∈ P−w = {x−w : x ∈ P} und wir betrachten die lineare HülleL der Men-

ge P − w in Rn. Da P Γv−rational ist, finden wir eine Matrix M ∈ GLn(Z), so dass

die Multiplikationsabbildung M : Rn → Rn den Unterraum L auf die lineare Hülle

〈e1, . . . , ek〉 der ersten k Einheitsvektoren abbildet. Es sei ψM : T n(K) → T n(K) die

zugehörige monomiale Abbildung, und ϕ : K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] → K[X±1
1 , . . . , X±1

n ]

der Isomorphismus der Laurentpolynomringe, für den

ϕ(f)(a1, . . . , an) = f
(
ψM (a1 . . . an)

)

gilt. Dann gilt für das Primideal q = ϕ−1(q) in K[X±1
1 , . . . , X±1

n ]

inw(p) = 1 genau dann, wenn

inM(w)(q) = 1 (Übungsaufgabe).

Somit ist M(P ) eine maximale Seite des oben konstruierten polyedrischen Komple-

xes für die Menge Y = V (q).

Es sei w′ = M(w) ∈ relint
(
M(P )

)
. Dann ist inw′+εv(q) 6= (1) für alle v ∈ Zn ∩

〈e1, . . . , ek〉 und ε ∈ Γv klein genug. Daraus folgt mit Lemma 5.21 und Proposition

7.2, dass invinw′(q) = inw′(q) für alle v ∈ Zn ∩ 〈l1, . . . , lk〉 gilt.

Wir wählen eine Erzeugermenge G von inw′(q), so dass kein Element in G die Summe

von zwei Polynomen in inw′(q) mit weniger Monomen im Träger ist. Dies erreichen

wir, indem wir eine beliebige Erzeugermenge nehmen und in geeignete Summan-

den aufteilen. Da für jedes f ∈ G die Initialform inv(f) höchstens weniger Monome

als f hat und in inw′(q) liegt, folgt inv(f) = f für alle f ∈ G. Insbesondere gilt also
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inei(f) = f für alle f ∈ G und i = 1, . . . , k, woraus f = mf ′ mit einem Monom m

und einem Laurentpolynom f ′ ∈ k[X±1
k+1, . . . , X

±1
n ] folgt.

Da die Monome Einheiten in k[X±1
1 , . . . , X±1

n ] sind, wird inw′(f) also von

Elementen in k[X±1
k+1, . . . , X

±1
n ] erzeugt. Daraus folgt, dass (X1, . . . , Xk) in

Quot K[X±1
1 , . . . , X±1

n ]/q algebraisch unabhängig sind, denn jedes Polynom

h(X1, . . . , Xk) ∈ q würde ein Polynom inw′(h)(X1, . . . , Xk) ∈ inw′(q) produzieren.

Somit folgt mit Satz 9.8

dimP = k ≦ trdegKQuot K[X±1
1 , . . . , X±1

n ]/q

= dim V (q)

= dim V (p) = dimX.

Also haben wir gezeigt, dass die maximalen Polyeder in Σ höchstens die Dimension

dimX haben. Es bleibt zu zeigen, dass {w : inw(p) 6= (1)} in trop(X) liegt.

Es genügt zu zeigen, dass jedes w ∈ Γnv mit inw(p) 6= (1) in trop(X) liegt. Wir zeigen

allgemeiner: Ist inw(p) 6= (1) und α ∈ V
(
inw(p)

)
⊂ (k∗)n, so existiert ein y ∈ X

mit trop(y) = w und t−wy = α. Außerdem ist die Menge all dieser y dicht in der

Zariski-Topologie auf X .

Dazu setzen wir d = dimX . Ist n = 1 oder n − d = 1, so folgt die Behauptung aus

dem Satz von Kapranov oder ist trivial. Also können wir n ≧ 2 und 0 ≦ d ≦ n − 2

annehmen.

Da d < n − 1 ist, können wir nach Satz 9.9 ein Γ ∈ GLn(Z) finden mit zugehöriger

monomialer Abbildung ψ : T n(K) → T n(K), so dass die Komposition ψ0 = π ◦ ψ
von ψ mit der Projektion T n(K) → T n−1(K) auf die ersten n − 1 Koordinaten die

Eigenschaft hat, dass ψ0(X) abgeschlossen von der Dimension d ist.

Wie im Beweis von Satz 9.9 können wir ψ so wählen, dass

ψ0(X) = V (q ∩K[X±1
1 , . . . , X±1

n ]

gilt mit einem Primideal q, das von Polynomen der Form

fi(X1, . . . , Xn) =

d∑

j=0

mj(X1 . . .Xn−1)X
i
n(i = 1, . . . , s)

mit Monomen mj = mj(i) ∈ K[X1, . . . , Xn−1] erzeugt wird.

Wir betrachtenw ∈ Γnv mit inw(p) 6= (1). Dann folgt introp
ψ0(w)

(q∩K[X±1
1 , . . . , X±1

n−1]) 6=
(1) (Übungsaufgabe). Wir setzen w′ = (trop ψ)(w).
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Die monomiale Bijektion ψ vermittelt nach Einschränken eine Bijektion ψ|(R∗)n :

(R∗)n → (R∗)n, wobei R∗ = {x ∈ K : v(x) = 0} die Einheitengruppe im Bewer-

tungsring ist. Ferner vermittelt ψ|R∗ eine monomiale Abbildung ψ : k∗
n → k∗

n

. Wir

setzen α′ = ψ(α).

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es einen Punkt y′ ∈ V (q ∩K[X±1
1 , . . . , X±1

n−1]) ⊂
T n−1(K) mit v(y′i) = w′

i und t−wi′yi′ = αi′ für i = 1, . . . , n − 1. Wir betrachten das

Ideal

a =
(
f1(y1, . . . , yn−1, Xn), . . . , fs(y1, . . . , yn−1, Xn)

)

in K[Xn]. Da K[Xn] ein euklidischer Ring ist, existiert ein i mit

a =
(
fi(y1 . . . yn−1, Xn)

)
.

Dann gilt für g(Xn) = fi(y1, . . . , yn−1, Xn) wie im Beweis von Satz 6.4, dass

trop(g)(w′
n) = trop(f)(w′) und

inw′(fi)(α
′
1, . . . , α

′
n−1, Xn) = inw′

n
(g)(Xn)

gilt. Da α′ = (α′
1, . . . , α

′
n) eine Nullstelle von inw′(fi) ist, folgt inw′

n
(g)(α′

n) = 0. Nach

Satz 6.4 finden wir also ein y′n ∈ K∗ mit g(y′n) = 0, v(y′n) = w′
n und t−w′

ny′n = α′
n.

Der Punkt y′ = (y′1, . . . , y
′
n) ∈ T n(K) erfüllt dann y′ ∈ V (q) und trop(y′) = w′ sowie

t−wi′yi′ = αi′ für alle i = 1, . . . , n.

Setzen wir y = ψ−1(y′), so liegt y ∈ V (p) und erfüllt

trop(y) = trop(ψ−1)w′

= w

sowie

ψ
(
(t−w1y1, . . . , t

−wnyn)
)
= (t−w

′

1y′1, . . . , t
−w′

ny′n) = α′,

also

t−wiyi = αi für i = 1, . . . , n

wie verlangt.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass die Menge Y dieser y zu gegebenem w und α

Zariski-dicht in X liegt.

Falls das nicht der Fall ist, so existiert eine abgeschlossene Teilmenge X ′ = V (p̃) für

ein Primideal p̃ % p in X , die Y enthält. Dann ist ψ0(Y ) ⊂ ψ0(X
′) ⊂ ψ0(X), wobei

nach Konstruktion von ψ0 die Gleichung d = dimX = dimψ0(x) gilt.

Per Induktion können wir annehmen, dass ψ0(Y ) Zariski-dicht in ψ0(X) liegt, wor-

aus folgt, dass auch ψ0(X
′) dicht liegt. Das widerspricht wegen dimψ0(X

′) ≦ dimX ′

der Annahme dimX ′ < dimX . �
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Jetzt wollen wir noch überlegen, wie wir Satz 9.10 auf beliebige Ideale verallgemei-

nern können. Dazu brauchen wir die sogenannte Primärzerlegung von Idealen.

Ein Ideal q in K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] oder in K[X1, . . . , Xn] für einen beliebigen Körper K

heißt primär, falls aus fg ∈ q folgt, dass f ∈ q oder gm ∈ q ist für ein m > 0.

Beispiel: Jedes Primideal ist primär. Das Ideal (X1, X
2
2) ⊂ K[X1, X2] ist primär, aber

kein Primideal.

Wir erinnern an die Definition

√
a = {f ∈ K[X1, . . . , Xn] : es gibt ein m > 0 mit fm ∈ a}

des Radikalideals aus Kapitel 5.

Das Radikalideal eines primären Ideals ist immer ein Primideal.

Satz 9.11 (Primärzerlegung) Jedes Ideal a in K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] oder in K[X1, . . . , Xn]

lässt sich schreiben als endlicher Schnitt a =
s⋂
i=1

qi von Primäridealen qi. Diese Primär-

zerlegung ist im allgemeinen nicht eindeutig, aber wenn wir annehmen, dass
√
qi 6⊂ √

qj

für i 6= j gilt, so ist zumindest die Menge

Ass(a) = {pi : pi =
√
qi}

der sogenannten minimalen assoziierten Primideale eindeutig bestimmt.

Die Primärzerlegung von Idealen verallgemeinert die Zerlegung von Polynomen in

irreduzible Faktoren in K[X ]. Ist f ∈ K[X±1], so ist f = Xdg(X) für ein g ∈ K[X ]

und ein d ∈ Z. Da K[X ] faktoriell ist, können wir g zerlegen als

g(X) =
s∏

i=1

gi(X)di

mit irreduziblen Faktoren gi ∈ K[X ].

Ist K algebraisch abgeschlossen, so gilt sogar g(X) = c
d∏
i=1

(X − ai) für geeignete ai, c

in K.

Da jedes irreduzible Polynom gi ein Primideal (gi) erzeugt, ist

(f) = (g) =
s⋂

i=1

(gdii )
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eine Primärzerlegung und die assoziierten Primideale zu (g) sind gerade die Ideale

(gi).

Ist a =
s⋂
i=1

qi eine Primärzerlegung von a ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ], so ist offenbar

V (a) =

s⋃

i=1

V (qi).

Da V (
√
qi) = V (qi) gilt (denn a ist Nullstelle von fm genau dann, wenn a Nullstelle

von f ist), und
√
qi ein Primideal ist, so ist

V (a) =

s⋃

i=1

V (
√
qi)

eine endliche Vereinigung von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von

T n(K). Damit können wir Satz 9.10 verallgemeinern auf beliebige Nullstellenmen-

gen.

Korollar 9.12 Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper mit einer Bewertung v und

a ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] ein Ideal. Dann stimmen folgende Teilmengen des Rn überein:

i) trop V (a)

ii) {w ∈ Rn : inw(a) 6= (1)}

iii) Xtrop =
⋂
f∈a

V
(
trop(f)

)
.

Diese Menge ist Träger eines polyedrischen Komplexes Σ. Dieser ist das Bild der Einschrän-

kung des Gröbnerkomplexes zu aproj auf die Teilmenge

{w̃ ∈ Rn+1 : inw̃(a) 6= (1)}

von Rn+1 unter der Abbildung

λ : Rn+1 → Rn.

Beweis : Die Übereinstimmung der Mengen in ii) und iii) haben wir schon in Pro-

position 9.3 gezeigt. Dass die Menge i) in der Menge iii) enthalten ist, zeigt man mit

Hilfe von Satz 6.4 genau wie in dem Fall, dass a ein Primideal ist. Es genügt also zu

zeigen, dass die Menge ii) in der Menge i) enthalten ist.

Wir betrachten eine Primärzerlegung

a = q1 ∩ . . . ∩ qs
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von a. Falls für w ∈ Rn alle inw(qi) = 1 sind, finden wir nach Lemma 8.3 ein fi ∈ qi,

so dass inw(fi) ein Monom ist. Das Produkt f = fi . . . fs liegt in allen qi, also in a. Da

inw(f) ebenfalls ein Monom ist nach Lemma 8.3, folgt inw(a) = (1).

Wählen wir nun ein w ∈ Rn in der Menge ii), so gibt es also ein i ∈ {1, . . . , s} mit

inw(qi) 6= (1). Daraus folgt auch inw(
√
qi) 6= (1), denn ein Monom in inw(

√
qi) wäre

nach Lemma 8.3 von der Form inw(g) für ein g ∈ √
qi. Gilt dann gm ∈ qi, so ist

inw(gm) = inw(g)m ein Monom in inw(qi).

Da
√
qi ein Primideal ist, können wir Satz 9.10 auf

√
qi anwenden und erhalten w ∈

trop V (
√
qi). Nun ist V (

√
qi) = V (qi) ⊂ V (a), da a ⊂ qi gilt. Somit folgt in der Tat

w ∈ trop V (a).

Wie im Beweis von Satz 9.10 zeigt man, dass λ die Teilmenge

{w̃ ∈ Rn+1 : inw̃(aproj enthält kein Monom}

surjektiv auf {w ∈ Rn : inw(a) 6= (1)} abbildet. Diese Teilmenge ist ein Unterkom-

plex des Gröbnerkomplexes. Wir definieren Σ als das Bild dieses Unterkomplexes

unter λ. �

Wir wollen jetzt das Bild einer tropischen Varietät unter einer monomialen Abbil-

dung untersuchen.

Es sei ψ : T r(K) → T s(K) die monomiale Abbildung zur Matrix M ∈ Zs×r, die wir

auch als trop ψ bezeichnen. Es gilt also

ψ(a1, . . . , ar) =

(
r∏

j=1

a
mij
j , . . . ,

r∏

j=1

a
msj
j

)
,

und das Diagramm

T r(K)
ψ−→ T s(K)

trop ↓ ↓
Rr M= trop ψ−→ Rs

ist kommutativ.

Korollar 9.13 In der obigen Situation sei p ⊂ K[Y ±1
1 , . . . , X±1

r ] ein Primideal und X =

V (p). Wir betrachten den Zariski-Abschluss ψ(X) von ψ(X) in T s(K). Dann gilt

ψ(X)trop =M(Xtrop).
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Beweis : Die Inklusion M(Xtrop) ⊂ ψ(X)trop folgt aus Satz 9.10 und dem obigen

kommutativen Diagramm, das

M trop(X) = trop ψ(X)

impliziert, woraus auch

M
(
trop(X)

)
⊂ M

(
trop(X)

)

⊂ trop ψ(X) folgt.

Ist umgekehrt w ∈ ψ(X)trop ∩ Γsv, so liegt nach Satz 9.10 die Menge

{y ∈ ψ(x) : trop(y) = w}

Zariski-direkt in ψ(X). Daher enthält sie ein y ∈ ψ(X). Ist y = ψ(x) für x ∈ X , so

folgt aus M
(
trop(x)

)
= trop ψ(x) = trop y = w, dass w ∈ M

(
trop(X)

)
⊂ M(Xtrop)

liegt.

Da M(Xtrop) als Bild eines polyedrischen Komplexes einer linearen Abbildung ab-

geschlossen in Rs ist, folgt mit Satz 9.10 auch ψ(X)trop ⊂M(Xtrop). �

Wir wollen jetzt noch auf das Verhalten von Tropikalisierungen unter Körpererwei-

terungen eingehen.

Es sei K ⊂ L eine Körpererweiterung von zwei algebraisch abgeschlossenen Kör-

pern, die kompatible Bewertungen tragen, das heißt, die Einschränkung der Bewer-

tung v : L∗ → R auf K∗ liefert die Bewertung auf K.

Es sei a ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] ein Ideal. Mit aL ⊂ L[X±1
1 , . . . , X±1

n ] bezeichnen

wir das von einem Erzeugendensystem von a erzeugte Ideal im größeren Ring

L[X±1
1 , . . . , X±1

n ].

Wir haben die Tropikalisierungsabbildungen

tropK : T n(K) → Rn

und

tropL : T n(L) → Rn.

Satz 9.14 In der obigen Situation gilt

tropK
(
V (a)

)
= tropLV (aL)
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Beweis : Da offensichtlich tropK
(
V (a)

)
⊂ tropLV (aL) ist, ist die Inklusion „ ⊂ “

klar. Um die andere Inklusion zu zeigen, verwenden wir Satz 9.10.

Aus a ⊂ aL folgt ⋂

f∈aL

V
(
trop(f)

)
⊂
⋂

f∈a

V
(
trop(f)

)
,

also mit Satz 9.10 auch

trop V (aL) ⊂ trop
(
V (a)

)
.

�

Diesen Satz kann man verwenden, um Tropikalisierungen über beliebigen bewer-

teten Körpern zu definieren. Ist Ω ein beliebiger Körper mit einer Bewertung v, so

wählen wir einen algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskörper K, auf den wir

v fortsetzen können und definieren für a ⊂ Ω[X±1
1 , . . . , X±1

n ] :

V (a)trop = V (aK)trop = trop V (aK).

Nach Satz 9.14 ist das unabhängig von der Wahl von K.

Wir schauen uns jetzt noch die lokale Struktur einer tropischen Varietät an.

Definition 9.15 Es sei Σ ein polyedrischer Komplex in Rn und σ ein Polyeder in Σ. Dann

definieren wir für jeden Polyeder τ in Σ, der σ als Seite enthält, einen Kegel τ durch

τ = {λ(x− y) : λ ≧ 0, x ∈ τ, y ∈ σ}.

Der Stern starΣ(σ) von σ in Σ ist dann der Fächer, der aus allen τ besteht, wobei

τ ∈ Σ ein Polyeder ist, der σ als Seite hat.

Übungsaufgabe: Wieso ist starΣ(σ) ein Fächer?

Beispiel: Ist Σ die tropische Kurve
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σ1

σ2

,

so ist der Fächer der Ecke σ1 gerade der folgende:

0

Der Fächer der Seite σ2 ist

0

denn σ2 ist der einzige Polyeder mit Seite σ2.

Ist allgemein σ eine maximale Seite in einem polyedrischen Komplex Σ, so ist

starΣ(σ) der Linearraum des affinen Spans von σ (siehe Kapitel 2). Es gilt also

starΣ(σ) = 〈σ − a〉

für beliebiges a ∈ σ, wobei 〈σ−a〉 die lineare Hülle der Menge σ−a = {b−a : b ∈ σ}
bezeichnet.
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Lemma 9.16 Ist Σ ein polyedrischer Komplex und σ ein Polyeder in σ mit w ∈ relint(σ),

so gilt für jedes v ∈ Rn:

Der Punkt w + εv liegt in Σ für alle ε > 0 klein genug genau dann, wenn v ∈ starΣ(σ).

Beweis : Ist y = w + εv ∈ Σ für ε > 0, so folgt v = 1
ε
(y − w) ∈ starΣ(σ) für ε klein

genug.

Sei umgekehrt v ∈ starΣ(σ), also v ∈ τ für eine Seite τ , die σ enthält. Dann ist v von

der Form v = λ(x− y) für x ∈ τ und y ∈ σ.

Also gilt
w + εv = w + ελ(x− y)

= ελx+ (1− ελ)
(

w
1−ελ

− ελ
1−ελ

y
)
.

Da w in relint(σ) liegt, liegt w
1−ελ

− ελ
1−ελ

y für kleine ε > 0 in σ, also liegt w + εv in τ

aufgrund der Konvexität von τ . �

Proposition 9.17 Es sei wie oben a ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] ein Ideal und X = V (a) ⊂
T n(K). Ferner sei Σ der polyedrische Komplex aus Satz 9.10 mit Träger

Xtrop = {w ∈ Rn : inw(a) 6= (1)}.

Ist σ ein Polyeder in Σ mit w ∈ relint(σ), so gilt

V
(
inw(a)

)
trop

= starXtrop(σ).

Also lässt sich der Fächer starXtrop(σ) mit einem polyedrischen Komplex auf V
(
inw(a)

)
trop

=

{v ∈ Rn : inv inw(a) 6= (1)} identifizieren. Hier statten wir wie immer den Restklassenkör-

per k mit der trivialen Bewertung aus.

Beweis : Nach Korollar 9.12 ist Σ = λ(Σ′) für den Unterkomplex

Σ′ = {w̃ ∈ Rn+1 : inw̃(aproj) enthält kein Monom}

des Gröbnerkomplexes zu aproj. Sei σ′ die Seite in Σ′ mit σ = λ(τ ′) und w′ =

(0, w) ∈ relint(σ′). Nach Proposition 8.2 gilt für w ∈ Rn: inw(p) 6= (1) genau dann,

wenn inw′pproj kein Monom enthält.

Dann gilt für v′ ∈ Rn+1: Nach Lemma 9.16 ist v′ ∈ starΣ′(σ′) genau dann, wenn

w′ + εv′ ∈ Σ′ für ε > 0 klein genug, also genau dann, wenn inw′+εv′aproj kein Monom

enthält.
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Nach Lemma 5.21 ist das äquivalent dazu, dass inv′ inw′aproj kein Monom enthält.

Also gilt

starΣ′(σ′) = {v′ ∈ Rn+1 : inv′ inw′aproj enthält kein Monom}.

Durch Anwenden von λ : Rn+1 → Rn folgt die Behauptung. �

Da für trop: T n(K) → Γnv das Urbild trop−1(w) eine unendliche Menge ist, ist fol-

gendes Resultat interessant.

Proposition 9.18 Es sei p ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] ein Primideal und X = V (p) ⊂ T n(K).

Falls Xtrop eine endliche Teilmenge von Rn ist, so ist auch X eine endliche Menge.

Beweis : Wir führen Induktion nach n. Ist n = 1, so ist p ⊂ K[X±1
1 ] ein Hauptideal.

Da jedes Polynom 6= 0 nur endlich viele Nullstellen in K hat, ist dann X immer

endlich.

Wir nehmen also n > 1 an. Falls dimX = n − 1, so ist nach dem Satz 6.4 von Ka-

pranov Xtrop nicht endlich. Also können wir dimX < n− 1 annehmen und Satz 9.9

anwenden. Daher existiert ein M ∈ GLn(Z) mit zugehöriger monomialer Bijektion

ψ : T n(K) → T n(K),

so dass für ψ0 = π ◦ ψ : T n(K) → T n−1(K) gilt: dimX = dimψ0(X). Wir set-

zen Y = ψ(X). Dann ist wie im Beweis von Satz 9.9 Y = V (q) für ein Primideal

q ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ], das von Polynomen erzeugt wird, deren Xn−Koeffizienten

Monome sind.

Da ψ|X : X → Y eine Bijektion ist und M : Xtrop → Ytrop ebenfalls, genügt es, die

Behauptung für Y zu zeigen.

Da Ytrop endlich ist, ist nach Korollar 9.13 auch π(Y )trop endlich. Durch Anwendung

der Induktionsvoraussetzung auf π(Y ) ⊂ T n−1(K) ergibt sich also, dass π(Y ) eine

endliche Menge ist.

Aufgrund der speziellen Gestalt von q liegen aber über jeder Nullstelle von q ∩
K[X±1

1 , . . . , X±1
n−1] nur endlich viele Nullstellen von q. Also ist auch Y eine endliche

Menge. �
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Jetzt können wir den Struktursatz vollständig beweisen:

Satz 9.19 Es sei p ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] ein Primideal und X = V (p). Falls dimX = d

ist, so ist trop(X) der Träger eines Γv−rationalen polyedrischen Komplexes rein von der

Dimension d.

Beweis : Nach Satz 9.10 wissen wir schon, dass trop(X) der Träger eines

Γv−rationalen polyedrischen Komplexes Σ ist, dessen maximale Seiten von der Di-

mension ≦ d sind. Wir müssen nur noch zeigen, dass für jede maximale Seite σ von

Σ auch dim σ ≧ d gilt.

Sei σ ein maximaler Polyeder in Σ und w ∈ relint(σ). Nach Proposition 9.17 gilt

trop V
(
inw(p)

)
= starXtrop(σ).

Da σ maximal ist, ist starXtrop(σ) = L ein Untervektorraum von Rn der Dimen-

sion k = dim σ. Wie im Beweis von Satz 9.10 sei M ∈ GLn(Z) eine Matrix mit

M L = 〈e1, . . . , ek〉. Indem wirX durch sein Bild unter der zugehörigen monomialen

Bijektion ψ : T n(K) → T n(K) ersetzen, können wir annehmen, dass L = 〈e1, . . . , ek〉
gilt.

Nach Lemma 5.21 ist für alle v ∈ L invinw(p) = inw+εv(p) für ε > 0 klein genug. Da

w ∈ relint(σ) liegt, gilt außerdem inw+εv(p) = inw(p) für ε klein genug.

Daher ist nach Lemma 8.3 ii) inw(p) ein homogenes Ideal, wenn wir die Graduierung

durch deg(Xi) = vi definieren.

Setzen wir hier v = e1, . . . , ek ein, so erhalten wir, dass inw(p) homogen ist mit jeder

Graduierung der Form

deg(Xi) = δij für j = 1, . . . , k.

Daraus folgt, dass inw(p) von Laurentpolynomen erzeugt wird, in denen nur die

Variablen Xk+1, . . . , Xn vorkommen.

Es sei v = (0, v′) ∈ Rn mit v′ ∈ Rn−k+1\{0} ein Punkt in trop V
(
inw(p)

)
. Da v /∈

L = starXtrop(σ) ist, folgt nach Proposition 9.17 invinw(p) = (1). Daher existiert ein

f ∈ inw(p), so dass inv(f) ein Monom ist. Da inw(p) homogen bezüglich der oben

definierten Graduierung ist, können wir f eventuell nach Multiplikation mit einem

Monom so wählen, dass f in K[X±1
k+1, . . . , X

±1
n ] liegt. Dann ist also inv′f ein Monom.
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Daher ist trop V
(
inw(p)∩K[X±1

k+1, . . . , X
±1
n ]
)
⊂ {0} für 0 ∈ Rn−k+1. Nach Proposition

9.18 ist also V
(
inw(p) ∩ K[X±1

k+1, . . . , X
±1
n ]
)

eine endliche Menge. Sie hat daher die

Dimension 0. Daraus folgt, dass die Dimension von V
(
inw(p)

)
höchstens k ist.

Jetzt betrachtet man für den Bewertungsring R von K das Ideal

pR =
(
t−trop(f)(w)f(tw1X1, . . . , t

wnXn) : f ∈ p
)

und zeigt, dass

R[X±1
1 , . . . , X±1

n ]/pR ein flacher R− Modul

mit generischer Faser
(
R[X±1

1 , . . . , X±1
n ]/pR

)
⊗R K = K[X±1

1 , . . . , X±1
n ]/p

und spezieller Faser
(
R[X±1

1 , . . . , X±1
n ]/pR

)
⊗R k = k[X±1

1 , . . . , X±1
n ]/inw(p)

ist.

Daher sind die Dimensionen dieser beiden Ringe gleich, und es folgt d = dimX ≦ k

wie gewünscht. �

Zum Abschluss wollen wir nun noch die Eigenschaft der Balanciertheit für tropische

Varietäten diskutieren.

Definition 9.20 i) Es sei Σ ein Γv−rationaler eindimensionaler gewichteter Fächer im

Rn, das heißt, für jeden Strahl ri von Σ sei ein Gewicht mi ∈ R vorgegeben. Für den

Strahl ri sei ferner vi der erste Vektor in Zn\{0} auf ri. Wir nennen Σ balanciert, falls
∑

i

mivi = 0

gilt.

ii) Ist Σ ein Γv−rationaler Fächer rein von Dimension d im Rn zusammen mit Gewichten

m(σ) ∈ R für alle d−dimensionalen (also maximalen) Seiten σ in Σ, so heißt Σ

balanciert in einer (d−1)−dimensionalen Seite τ , falls für den (d−1)−dimensionalen

Unterraum L = 〈τ〉 in Rn folgende Bedingung erfüllt ist:

Bezeichnen wir für jede d−dimensionale Seite σ mit σ ≻ τ mit uσ den ersten Punkt

in Zn/L ∩ Zn auf dem Strahl R≧0
σ + L in Rn/L, so gilt
∑

σ≻τ
dim σ=d

m(σ)nσ = 0.
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Falls Σ in allen (d − 1)−dimensionalen Seiten balanciert ist, so nennen wir Σ balan-

ciert.

iii) Nun sei Σ ein Γv−rationaler polyedrischer Komplex rein von Dimension d im Rn.

Gegeben sei für jede d−dimensionale (also maximale) Seite σ in Σ ein Gewichtm(σ) ∈
R. Dann heißt Σ balanciert in einer (d − 1)−dimensionalen Seite τ , falls der Fächer

starΣ(τ) mit den induzierten Gewichten m(σ) balanciert in τ ist. Σ heißt balanciert,

falls Σ in allen (d− 1)−dimensionalen Seiten balanciert ist.

Beispiel für einen balancierten eindimensionalen Fächer:

1

2

3

Wir betrachten zuerst ebene tropische Kurven, siehe Kapital 3. Es sei

p(x, y) = min
(i,j)∈I

{aij + ix+ iy}

ein tropisches Laurentpolynom in zwei Variablen mit Koeffizienten aij ∈ R und

einer endlichen Menge I ⊂ Z2.

Im Satz 3.3 haben wir gesehen, dass die tropische Nullstellenmenge V (p) ein Graph

ist, der dual zur Newtonzerlegung des Newtonpolytops Newt(p) ist.

Wir betrachten für jede Kante σ von V (p) die duale Kante e(σ) in der Newtonzerle-

gung und definieren

m(σ) =
(
Z2 ∩ e(σ)

)
− 1.

Dies ist die Gitterlänge von e(σ).

Proposition 9.21 Die tropische ebene Kurve V (p) zusammen mit den Gewichten m(σ) ist

balanciert.
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Beweis : Wir betrachten das Newtonpolytop Newt(p) = convex{(i, j) : (i, j) ∈ I}
im R2. Seine Ecken liegen in Z2.

Jede Ecke τ von V (p) gehört zu einem Polytop Q in der Newtonzerlegung von

Newt(p).

Die Kanten σ von V (p), die an τ angrenzen, entsprechen den Kanten e(σ) von Q.

Für jede solche Kante σ sei uσ der zugehörige primitive Gittervektor, also der erste

Punkt in Z2 auf dem Strahl R≧0
(σ − τ).

Dann ist der Vektor mσuσ gerade die um 90◦ gedrehte Kante e(σ). Die Summe∑
σ≻T

mσnσ entspricht also dem Vektor, den man erhält, wenn manQ nach 0 verschiebt

und dann einmal den Rand von Q abläuft. Daher ist
∑
σ≻τ

mσnσ = 0, also ist V (p) ba-

lanciert um τ . �

Beispiel: Es sei p(x, y) = x 2© ⊕ y 3© ⊕ 0 = min{2x, 3y, 0}

Dann besteht die Newtonzerlegung einfach aus dem Polygon Newt(p) selbst.

Newt(p) V (p)

Ein analoges Resultat gilt auch in höherdimensionalen Umgebungsräumen.

Es sei f ∈ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] ein Laurentpolynom über einem algebraisch abgeschlos-

senen Körper, der eine Bewertung trägt. Dann ist nach Satz 6.4 und 6.8 trop V (f) =

V
(
trop(f)

)
das (n − 1)−Skelett des polyedrischen Komplexes, der dual zur New-

tonzerlegung von Newt
(
trop(f)

)
ist. Jede (n − 1)−dimensionale Seite σ in diesem

Komplex ist also dual zu einer eindimensionalen Seite, das heißt, einer Kante, e(σ)

in der Newtonzerlegung. Wir definieren genau wie zuvor m(σ) als die Gitterlänge

dieser Kante.

Satz 9.22 Die tropische Hyperfläche V
(
trop(f)

)
zusammen mit den Gewichten m(σ) für

die maximalen Seiten σ ist ein balancierter polyedrischer Komplex.
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Beweis : Ist τ eine (n−2)−dimensionale Seite, so sei L = 〈τ−a〉 für beliebiges (a ∈ τ)

der Linearraum zu τ . Dann ist L = τ der Linearraum des Fächers starV (trop(f))τ =

L ∪ ⋃
σ≻τ

dim σ=n−1

σ.

Wir müssen zeigen, dass dieser Fächer balanciert in L = τ ist. Dazu betrachten wir

das Quotientengitter Zn/L ∩ Zn in Rn/L.

Hier ist wieder m(σ)uσ die um 90◦ gedrehte Seite e(σ) des Newtonpolygons. Jetzt

folgt die Behauptung wie in Proposition 9.21. �

Wenn wir diese Balanciertheitseigenschaft auf beliebige tropische Varietäten über-

tragen wollen, dann brauchen wir eine alternative Beschreibung der Gewichte.

Es sei a ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] ein Ideal und a = q1 ∩ . . . ∩ qr eine Primärzerlegung

sowie Ass(a) = {p1, . . . , ps) die Menge der minimalen assoziierten Primideale, also

die Menge aller
√
qi, nachdem wir redundante Primideale weglassen.

Definition 9.23 Die Vielfachheit von pi in a ist definiert als

mult(pi, a) = Länge des Artin-Rings(K[X±1
1 , . . . , X±1

n ]/a)pi .

Hier ist (K[X±1
1 , . . . , X±1

n ]/a)pi die Lokalisierung von K[X±1
1 , . . . , X±1

n ]/a nach dem mi-

nimalen Primideal pi.

Ist a = (f) ein Ideal im Hauptidealring K[X±1
1 ] mit f = cΠi(X − αi)

mi , so sind die

assoziierten Primideale zu a gerade die (X − αi) und

mult
(
(X − αi), a

)
= mi.

Mit diesem neuen Begriff gilt

Korollar 9.24 Ist f ∈ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] und σ eine (n − 1)−dimensionale Seite in

V
(
trop(f)

)
, so gilt für jedes w ∈relint(σ) :

m(σ) =
∑

p∈Ass
(
(inw(f)

)
mult

(
p, inw(f)

)
.

Beweis : Es sei f = ΣcIX
I . Das Initialideal inw(p) ist das von inw(f) =∑

I∈e(σ)

t−v(cI )cIx
I erzeugte Hauptideal.
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Da e(σ) eindimensional ist, ist der Vektor I − I ′ für I, I ′ ∈ e(σ) bis auf einen Li-

nearfaktor eindeutig bestimmt. Wir wählen J = I − I ′ minimal unter allen diesen

Möglichkeiten. Dann ist inw(f) das Produkt eines Monoms mit einem Laurentpoly-

nom der Form

g(XJ) für g ∈ K[Y ±1].

Also ist der Grad von g in Y gerade die Gitterlänge von e(σ). Da g ein Laurentpoly-

nom in einer Variablen ist, folgt aber auch

∑

p∈Ass
(

inw(f)
)

mult
(
p, inw(f)

)
= grad(g)

und somit die Behauptung. �

Satz 9.25 Ist a ⊂ K[X±1
1 , . . . , X±1

n ] ein Primideal, so ist der polyedrische Komplex Σ auf

V (a)trop balanciert mit den Gewichten

m(σ) =
∑

p∈ Ass
(

inw(a)
)

mult(p, a)

für w ∈ relint(σ).

Diesen Satz werden wir hier nicht beweisen, er verlangt tiefere Kenntnisse in kom-

mutativer Algebra.
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