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Übungsblatt 6

Vorbemerkung zu A1

Man nennt eine Funktion v(x) (bzw. w(x)) eine Unterfunktion (bzw. Oberfunktion)
bezüglich des AWPs

y′ = f(x, y), y(x0) = y0 im Intervall J := [x0, x0 + a], (1)

wenn sie in J differenzierbar ist und wenn v(x0) ≤ y0 und v′ < f(x, v) in J (bzw.
w(x0) ≥ y0 und w′ > f(x, y) in J) gilt.
Es folgt unmittelbar, dass für alle x ∈ (x0, x0 + a] und jede Lösung y(x) von (1) die
Gleichung v(x) < y(x) < w(x) gilt.

Aufgabe 1

Betrachten Sie das AWP

y′ = x+
√

1 + y2, y(0) = 1. (2)

Leiten Sie eine Unterfunktion u(x) auf dem Intervall [0,∞) her und zeigen Sie, dass es
eine Oberfunktion w(x) mit w(x) ∈ O(exp(2x)) gibt.

Aufgabe 2

Geben Sie für das AWP

2y

1 + 2y2
y′ =

1

x+ 3x3
, y(1) = 2. (3)

eine Lösung und deren maximalen Definitionsbereich an. Begründen Sie!

Aufgabe 3

Entwickeln Sie die holomorphe Funktion f(x, y) = x

x+y+1
um (0, 0) in eine Potenzreihe.
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Aufgabe 4

Seien die Funktionen

f(x, y) = y2 − x2, g(x, y) = 2xy

gegeben. In dieser Aufgabe wollen wir eine Lösung des impliziten AWPs

f(x, y) + g(x, y) · y′ = 0, y(1) = −1. (4)

bestimmen.

(a) Bestimmen Sie eine Funktion F (x, y), so dass für die partiellen Ableitungen von
F die beiden Gleichungen

∂

∂x
F (x, y) = f(x, y),

∂

∂y
F (x, y) = g(x, y) (5)

erfüllt sind.

(b) Zeigen Sie, dass falls y(x) die DGL aus (4) erfüllt, dann ist F (x, y(x)) konstant.

(c) Benutzen Sie (b) um eine Lösung des AWPs (4) zu bestimmen.


