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Übungsblatt 1

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei Rα : S1 −→ S1, exp(x) 7→ exp(x + α) die Rotation des Einheitskreises um den Winkel
α und T2 : [0, 1] −→ [0, 1], x 7→ 2x mod 1 die Kreisverdopplung. Dabei sei, wie in der
Vorlesung, exp(x) := e2πix.

Zeige: Die Systeme Rα und T2 sind für kein α isomorph.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

(a) Zeige: Der Maßraum (S1,B, µ) ist isomorph zum Maßraum (S1 × S1,B ⊗ B, µ⊗ µ).

(b) Zeige: Die Systeme T4 : S1 −→ S1 und T2 × T2 : S1 × S1 −→ S1 × S1 (definiert wie
oben) sind isomorph.

Hinweis: Reißverschlussverfahren.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei X = (X,B, µ, T ) ein maßerhaltendes System. Wir nennen eine σ-Unteralgebra A ⊆ B,
eine T -invariante σ-Unteralgebra, falls T−1A = A bis auf µ-Nullmengen gilt. Weiterhin
nennen wir das System X eine Erweiterung des Systems Y, falls Y ein Faktor von X ist.

(a) Zu X definieren wir nun das System X̃ = (X̃, B̃, µ̃, T̃ ) durch:

• X̃ := {x = (xk) ∈ XZ | xk+1 = T (xk) für alle k ∈ Z};

•
(
T̃ (x)

)
k

:= xk+1, für alle k ∈ Z und x ∈ X̃;

• µ̃({x ∈ X̃ | x0 ∈ A}) := µ(A) für alle A ∈ B und µ̃ sei invariant unter T̃−1; sowie

• B̃ sei die kleinste T̃−1-invariante σ-Algebra, so dass π : X̃ −→ X, x 7→ x0 messbar
ist.

Zeige: X̃ ist ein invertierbares maßerhaltendes System und eine Erweiterung von X
vermöge der Abbildung π : X̃ −→ X, x 7→ x0.

Wir nennen X̃ die invertierbare Erweiterung von X.

(b) Zeige: X̃ genügt folgender universellen Abbildungseigenschaft: Für jede Erweiterung
φ : Y = (Y,BY , ν, S) −→ X mit invertierbarem S existiert genau eine Abbildung
φ̃ : Y −→ X̃, die das folgende Diagramm kommutieren lässt:
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei X ein metrischer Raum mit Borelwahrscheinlichkeitsmaß µ.

(a) Sei X kompakt und T : X −→ X stetig und maßerhaltend. Zeige: Für fast alle x ∈ X
gibt es eine Folge (nk), so dass Tnk(x)→ x für k →∞.

Hinweis: Poincarés Rekurrenzsatz. Außerdem: Ein metrischer Raum ist genau dann
kompakt, wenn er folgenkompakt ist.

(b) Sei nun T : X −→ X ergodisch und zusätzlich sei das Maß jeder nicht-leeren offenen
Menge positiv. Zeige: Für fast alle x ∈ X ist die Bahn {Tn(x) | n ∈ Z} dicht in X.

Hinweis: Poincarés Rekurrenzsatz. Außerdem: Eine Menge liegt genau dann dicht,
wenn sie mit jeder offenen Menge nichtleeren Schnitt hat.

Abgabe bis 12 Uhr am Montag, den 27. Oktober in den Kasten im 3. Stock der
Robert-Mayer-Str. 6 oder vor Beginn der Vorlesung direkt dort.


