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Ubungsblatt 6

Aufgabe 1 (2 Punkte)

Zeigen Sie, dass fiir jedes holomorphe Vektorbiindel £ vom Rang r ein nicht-degenerierter
bilinearer Homomorphismus von Vektorbiindeln

k r—k
ANE® N\ E -2 det(E)

existiert. Folgern Sie hieraus die Existenz eines Isomorphismus von holomorphen Vektorbiin-
deln A" E = \"7F E* @ det(E).

Erinnerung: Eine bilineare Abbildung B : V x W — Z von Vektorrdumen heifst nichit-
degeneriert, wenn B(v,w) = 0 fiir alle w € W bereits v = 0 impliziert.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass jedes nicht-triviale homogene Polynom 0 # s € C[zo, ..., 2z, vom Grad k
als nicht-trivialer Schnitt von O(k) auf P" betrachtet werden kann. (Tatséchlich ist jeder
nicht-triviale Schnitt von dieser Form.)
Gibt es nicht-triviale globale Schnitte von O(—1) auf P"?
Hinweis: Fiir ein holomorphes Vektorbiindel £ — X, das durch die folgenden Kozykel
defineirt wird

E+— {UZ,¢U :U; N Uj — GL(T, (C)},

ist ein holomorpher Schnitt s : X — E eindeutig durch die Relationen
S < {Ui,si : Ul — (CT},

sodass s; = ;5 0 s; auf U; N Uj, bestimmt.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Seien F und G Garben auf einem topologischen Raum X und ¢ : F — G ein Homomor-
phismus von Garben. Das Ziel dieser Aufgabe ist es zu Zeigen, dass die Injektivitdt von ¢
dquivalent zu der Injektivitdt aller induzierten Abbildungen ¢, auf den Halmen und &dqui-
valent zur Injektivitdt der Abbildungen ¢y fiir jede offenen Teilmenge U C X ist. Bei der
Surjektivitit ist die zweite Aquivalenz nicht giiltig.

(a) Sei ¢y : Fp — G5 der Homomorphismus, der fiir z € X durch ¢ auf den Halmen von F
und G induziert wird. Zeigen Sie, dass ¢ genau dann injektiv (bzw. surjektiv) ist, wenn
@y fir alle z € X injektiv (bzw. surjektiv) ist.

(b) Zeigen Sie, dass ¢ genau dann injektiv ist, wenn fiir alle offenen Teilmengen U C X die
Abbildung ¢y injektiv ist.



(c) Sei X nun eine komplexe Mannigfaltigkeit und O% als Garbe auf X durch
Ox(U) :={f € Ox(U) : f(zx) #0 Yz € U}

auf offenen Teilmengen U C X definiert. Zeigen Sie, dass der Garben-Homomorphismus
a:Ox — O%, der durch

oy - Ox(U> — O}(U)

f|—>6f

definiert ist, surjektiv ist. Ist ay surjektiv fiir alle offenen Teilmengen U C X7

Aufgabe 4 (6 Punkte)

Sei
0—F-5¢21—0

eine kurze exakte Sequenz von Garben auf einem topologischen Raum X. Dies ist dquivalent
dazu, dass fiir alle x € X die Sequenz

00— Fr 220G, P, —50

exakt ist.
Das Ziel dieser Aufgabe ist es Folgerungen aus den Resultaten von Aufgabe 3 fiir kurze
exakte Sequenzen von Garben zu schliefen.

(a) Sei S eine Garbe auf X und s € S(U). Zeigen Sie, dass s = 0 genau dann, wenn s, = 0
fiir alle z € U.

(b) Zeigen Sie, dass
0 — F(U) 2% g(U) 2 1(U)

fiir alle offenen Teilmengen U C X exakt ist.
Hinweis: Arbeiten Sie auf den Halmen. Zeigen Sie die Exaktheit auf G(U) mit Hilfe
von Teil (a).

(c) Geben Sie ein Beispiel an, sodass fiir eine passende offene Teilmenge U C X die Sequenz

0 — F(U) 2% gU) 22 #(U) — 0

nicht exakt ist.
Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 3.
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