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Aufgabe 1 (5 Punkte)

Sei R ein Ring, S ⊆ R ein multiplikatives System und h : R → S−1R die Lokalisierungsab-
bildung.

(a) Sei R = Z/6Z und p = (2) ⊆ R.

Bestimmen Sie Rp und R/p.

(b) Zeigen Sie: Kernh = {r ∈ R : sr = 0 für ein s ∈ S}.

(c) Geben Sie eine Bijektion zwischen den Primidealen in S−1R und den Primidealen p ⊂ R
mit p ∩ S = ∅ an.

Aufgabe 2 (3 Punkte)

Sei S ⊆ R ein multiplikatives System.

Zeigen Sie, dass der Funktor M 7→ S−1M (von R-Mod nach S−1R-Mod) exakt ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

(a) Sei R ein Hauptidealring und M ein R-Modul. Zeigen Sie:

(i) M ist projektiv ⇐⇒ M ist frei.

(ii) M ist injektiv ⇐⇒ M ist divisibel.

(b) Zeigen Sie: Ist P 6= {0} ein projektiver R-Modul ist HomR(P,R) 6= {0}.

(c) Zeigen Sie: Q ist Z-injektiv aber nicht Z-projektiv.

(d) Zeigen Sie: Z/2Z ist Z/6Z-projektiv aber nicht frei.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

(a) Sei R ein Ring und P ein R-Modul.

Zeigen Sie: P ist ist genau dann projektiv, wenn jede kurze exakte Sequenz von R-
Moduln

0→ N →M
ψ→ P → 0

spaltet, d.h. es gibt ein σ : P →M mit ψ ◦ σ = idP .

(b) Sei R nullteilerfrei und kein Körper und sei M ein R-Modul, der R-injektiv und R-
projektiv ist.

Zeigen Sie: M = {0}.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst: Ist M R-divisibel und R nullteilerfrei, so ist f : M → R
die Nullabbildung oder surjektiv.

Abgabe bis Beginn der Übung um 14:00 am Mittwoch, den 23. Mai.


