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Übungsblatt 1

In dieser Veranstaltung sind, wenn nicht anders angegeben, alle Ringe als kommutativ und
mit 1 vorausgesetzt.

Aufgabe 1 (4 Punkte)

(a) Sei A ein Ring. Zeigen Sie: Ist x ∈ A nilpotent, d.h. ∃n ∈ N, so dass xn = 0, so ist
1 + x ∈ A×, d.h. eine Einheit in A.

(b) Sei A 6= 0 ein Ring. Zeigen Sie die Äquivalenz folgender Aussagen:

(i) A ist ein Körper.

(ii) 〈0〉 und 〈1〉 = A sind die einzigen Ideale.

(iii) Für jeden Ring R 6= 0 und jeden Ringhomomorphismus ϕ : A → R gilt: ϕ ist
injektiv.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Zu einer Menge S definieren wir die freie Gruppe F (S) auf S als die Menge der Wörter
a := se11 s

e2
2 · · · senn mit si ∈ S und ei ∈ Z modulo der Äquivalenzrelationen se1se2 = se1+e2

und s0 = (das leere Wort). Dann wird F (S) durch Verkettung von Wörtern zu einer Gruppe.

(a) Zeigen Sie, dass F (S) folgende universelle Abbildungseigenschaft erfüllt: Für jede Grup-
pe G und jede Abbildung f : S → G existiert genau ein Gruppenhomomorphismus
ϕ : F (S)→ G, so dass f = ϕ ◦ ι und ι : S → F (S) die Inklusion ist.

(b) Ist S eine beliebige Menge und R ⊆ F (S) eine Teilmenge, die Relationen, so definieren
wir 〈S | R〉 als den Quotienten von F (S) nach der normalen Hülle von R. Insbe-
sondere sehen wir so, dass wir eine Gruppe G mit Erzeugendensystem S ⊆ G und
R = Kern(F (S)→ G) als G = 〈S | R〉 schreiben können.

Zu zwei Gruppen G = 〈SG | RG〉 und H = 〈SH | RH〉 definieren wir das freie Produkt

G ∗H := 〈SG t SH | RG tRH〉.

Zeigen Sie, dass G ∗H die universelle Abbildungseigenschaft der direkten Summe (der
Gruppen) erfüllt.

(c) Geben Sie zwei Gruppen G,H an, so dass G ∗H nicht isomorph zum direkten Produkt
G×H ist.



Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei R ein nullteilerfreier Ring, M ein R-Modul und MTor ⊆M die Torsionselemente.

(a) Zeigen Sie, dass MTor ein Untermodul ist und dass M/MTor torsionsfrei ist.

(b) Seien Mi ⊆M Untermoduln für i ∈ I, so dass M = 〈∪Mi〉 und für alle i ∈ I gelte

Mi ∩
〈⋃

j 6=i

Mj

〉
= {0}.

Zeigen Sie: M ∼=
⊕
i∈I

Mi.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Seien N ⊆M R-Moduln.

(a) Geben Sie eine Bijektion

{U ⊆M/N Untermodul} ←→ {U ⊆M Untermodul : N ⊆ U ⊆M} an.

(b) Seien nun N,M,P R-Moduln und ϕ : N → M injektiv, ψ : M → P surjektiv und
Bildϕ = Kernψ. Dann schreiben wir

0→ N →M → P → 0

und bezeichnen dies als kurze exakte Sequenz.

Seien nun `R(N), `R(M), `R(P ) <∞. Zeigen Sie: `R(M) = `R(N) + `R(P ).

Abgabe bis Beginn der Übung um 14:00 am Mittwoch, den 18. April.


