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Aufgabe 1 (8 Punkte)

Sei Ak(Rm) der Raum der k-Formen auf Rm, d.h. Ak(Rm) besteht aus Summen von Ele-
menten der Form fdxi1 ∧ · · · ∧ dxik mit f ∈ C∞(Rm) und 1 ≤ i1 < i2 < · · · ik ≤ m, wobei
die xi : Rm → R Koordinatenfunktionen auf Rm sind.

Für C∞-Funktionen ϕ : Rn → Rm definieren wir

ϕ∗(fdxi1 ∧ · · · ∧ dxik) := (f ◦ ϕ)d(xi1 ◦ ϕ) ∧ · · · ∧ d(xik ◦ ϕ)

und setzen dies linear zu einem Homomorphismus ϕ∗ : Ak(Rm)→ Ak(Rn) fort. Dabei ist

dg =
n∑
i=1

∂g

∂xi
dxi ∈ A1(Rn)

für eine C∞-Funktion g : Rn → R, d.h. g ∈ A0(Rn).

(a) Sei X eine Riemannsche Fläche, (Ui, ϕi)i∈I ein komplexer Atlas und ϕij = ϕj ◦ϕ−1i die
Kartenwechselabbildungen. Seien ωi ∈ Ak(ϕi(Ui)) k-Formen (für k ≤ 2).

Zeigen Sie: ω = (ωi)i ist genau dann eine k-Form auf X, wenn für alle i und j gilt:
ωi = ϕ∗ijωj auf ϕj(Ui ∩ Uj).

(b) Sei f : X → Y eine Abbildung Riemannscher Flächen und ω = (ωi)i eine k-Form auf Y
(k ≤ 2) für einen komplexen Atlas (Ui, ϕi) auf Y . Sei (Vj , ψj) ein komplexer Atlas von
X und seien fij := ϕi ◦ f ◦ ψ−1j : ψj(f

−1(Ui) ∩ Vj)→ ϕi(Ui) ⊆ C.

Zeigen Sie: f∗ω := (f∗ijωi)i,j ist eine k-Form auf X.

(c) Sei γ : [0, 1]→ R2 ein Weg und ω eine 1-Form auf R2.

Zeigen Sie:
∫
γ
ω =

∫ 1

0
γ∗ω.

(d) Sei ϕ : R2 → R2 ein Diffeomorphismus und γ : [0, 1]→ R2 ein Weg.

Zeigen Sie:
∫
ϕ◦γ

ω =

∫
γ
ϕ∗ω.

Folgern Sie, dass das Wegintegral auf einer Riemannschen Fläche X wohldefiniert ist.

(e) Sei D ⊆ R2 ein beschränktes Gebiet, ϕ : R2 → R2 ein orientierungserhaltender Diffeo-
morphismus, d.h. det Jac(ϕ) > 0, und ω ∈ A2(R2).

Zeigen Sie:
∫
D
ϕ∗ω =

∫
ϕ(D)

ω.



Aufgabe 2 (4 Punkte)

(a) Sei T der komplexe Torus, durch verklebte Karten wie in Beispiel 2.8 gegeben.

Zeigen Sie: die 1-Form dz liefert nach Verkleben eine wohldefinierte 1-Form ω auf T .

(b) Sei Λ := 〈1, τ〉 ⊂ C ein Gitter und π : C → X := C/Λ die Projektion. Sei weiterhin
λ ∈ Λ ein Gitterpunkt und γ : [0, 1]→ C/Λ, γ(t) = π(tλ) eine Schleife.

Berechnen Sie
∫
γ

dz und
∫
X

dz ∧ dz.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei f : D′ → C eine meromorphe Funktion auf einem Gebiet D′ ⊆ C. Zu einem Punkt
z0 ∈ D′ sei Res(fdz, z0) das Residuum um z0, d.h. der −1-Laurentkoeffizient.

(a) Sei D ⊆ C ein beschränktes Gebiet, so dass D ⊂ D′ ist, ∂D stückweise C1 ist und keine
Null- oder Polstellen von f enthält.

Zeigen Sie:
1

2πi

∫
∂D

fdz =
∑
z0∈D

Res(fdz, z0).

Folgern Sie, dass das Residuum Res(ω, p) einer meromorphen Differentialform ω um
einen Punkt p auf einer Riemannschen Fläche X wohldefiniert ist.

(b) Sei ω eine meromorphe Differentialform auf einer kompakten Riemannschen Fläche X.

Zeigen Sie: Die Summe der Residuen von ω ist 0.

(c) Sei f 6= 0 nun eine meromorphe Funktion auf X.

Zeigen Sie:
∑
p∈X

ordp(f) = 0.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst: Res(dff , p) = ordp(f).

Abgabe bis Beginn der Übung um 14:00 am Mittwoch, den 13. Dezember.


