Ubungen zur Vorlesung Algebraische Geometrie I

Ubungsblatt 8
Dozent: Prof. Dr. A. Kiironya Ubungen: F. Gobler

Ubung 1 (Priisenz)

Ein Vektorbiindel vom Rang r (oder Geradenbiindel im Fall r = 1) iiber einer algebrai-
schen Varietdt X ist eine algebraische Varietdt [’ zusammen mit einem Morphismus
m: F - X, so dass eine Uberdeckung X = U;; U; durch Zariski offene Teilmengen
existiert mit:

(a) Fiir jedes i € I gibt es einen Isomorphismus v; : 7~1(U;) - U; x A" mit der
Eigenschaft, dass mot;!: U; x A" - U; die Projektion auf die erste Komponente
ist.

(b) Fir alle 7,5 € I existiert eine offene affine Teilmenge U c U; n Uj, auf der die
Ubergangsfunktionen w;l ot : Ux A" — U x A" gegeben ist durch (z,v —
(z, Aij(x)v), wobel A;; eine (7 xr) Matrix ist, deren Eintrége regulére Funktio-
nen auf U sind.

Zeige, dass zu gegeben Matrizen wie in (b) mit der Eigenschaft, dass A;; die Identitét
ist und dass Aj;A;; = A, ein Vektorbiindel existiert, dessen Ubergangsmatrizen genau

die {AU }i,je[ sind.

Ubung 2 (Prisenz)
Sei Y eine abgeschlossene Teilmenge einer Prévarietdt X, aufgefasst als geringter
Raum mit der Strukturgarbe

Oy (U) ={¢:U - K |fiir alle a € U gibt es eine offene Umgebung V von a in X
und ¢ € Ox (V) mit p = auf UnV'}

fiir alle offenen Teilmengen U c Y. Zeige, dass fiir alle offenen affinen Teilmengen
U c X der geringte Raum U nY (als offene Teilmenge des oben definierte geringten
Raumes Y') isomorph zur affinen Varietdt U nY ist.

Ubung 3 (Abgabe)
Zeige:

(a) Jeder Morphismus f : Al ~ {0} - P! kann zu einem Morphismus A! - P!
fortgesetzt werden.

(b) Nicht jeder Morphismus f: A2\ {0} - P! kann zu einem Morphismus A? — [P
fortgesetzt werden.

(¢) Jeder Morphismus f: P! - Al ist konstant.

Ubung 4 (Abgabe)



(a) Zeige, dass jeder Isomorphismus f : P! - P! von der Form f(z) = %2 fijr
gewisse a, b, c,d € K ist, wobei x eine affine Koordinate auf A c P! sei.

(b) Zeige, dass zu drei verschiedenen Punkten aq,as,as € P! und drei verschiedenen
Punkten by, by, b3 € P! ein eindeutiger Isomorphismus f : P! — P! mit f(a;) = b;
fiir ¢ = 1,2, 3 existiert.

Ubung 5 (Abgabe)
Zeige

(a) Jede Prévarietét ist noethersch als topologischer Raum.

(b) Ist X = Xju---uX,, eine irreduzible Zerlegung einer Préivarietdt X, so ist die
lokale Dimension codimx{a} von X bei einem Punkt a € X gegeben durch

codimy{a} = max{dim X; | a € X} .

(c) (a) wire falsch, hiitten wir eine Privarietét als geringten Raum definiert, der
eine beliebige (nicht notwendigerweise endliche) offene Uberdeckung durch affine
Varietéten hat.



