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Ubung 1 (4 Punkte)
Seien X,Y C A" affine Varietditen und A = V(z; — y1,..., Ty — yn) C A?". Zeigen
Sie:
e: XNY - (X xY)NA
z— (x,7)

ist ein Isomorphismus.

Ubung 2 (4 Punkte)
Sei ¢ : R — S ein Homomorphismus von Ringen, X = SpecR, Y = SpecS als
topologische Rdume. Beweisen Sie:

(a) Ist P < S ein Primideal, so ist es auch ¢~!(P) C R. Daher ist

Y - X
P o=H(P)

eine wohldefinierte Funktion.

b) Fiir f € R ist (¢*) 1(X;) = , insbesondere ist ¢* stetig beziiglich der
¥ \ f ©(f) ¥
Zariski-Topologie (siehe Ubung 4).
(c) Fir Ia R gilt (")~ (V(I)) = V((¢(1)))-
(d) Ist J < S, so gilt p*(V(J)) = V(e ' (J)).
(e) Ist ¢ surjektiv, so ist ¢* ein Homéomorphismus zwischen Y und V' (ker ¢) C X.
f) Spec R und Spec(R/Nil(R)) sind homéomorph, wobei Nil(R) die Menge der
( g
nilpotenten Elemente von R bezeichne.
(g) Ist o injektiv, so ist p*(Y) C X dicht.
(h) ¢*(Y) C X ist dicht genau dann, wenn ker ¢ C Nil(R).
(i) Fiir einen Homomorphismus von Ringen ¢ : S — T gilt (¢ o )* = p* o 9™

Ubung 3 (4 Punkte)
Sei X ein beliebiger topologischer Raum, A, B C X Teilmengen. Zeigen Sie die fol-
genden Aussagen:

(a) int(A) = {z € X | es existiert U C X offen mit x € U C A}



(b) A={z € X |fiir alle U C X offen mit x € U gilt UN A # &}

(c) Aist offen genau dann, wenn A = int(A) und A ist abgeschlossen genau dann,
wenn A = A. Zeigen Sie weiterhin: X \int(A) = X ~ Aund X\ A = int(X \A).

(d) Es gilt int(A) Nint(B) =int(AN B) und AUB = AU B.
(e)
ﬂ int(A,) D int <ﬂ Aa> = int <ﬂ int(Aa)> : U int(A,) C int (U Aa> :

acl a€el acl acl a€el

(f) Die Inklusion A C B impliziert int(A) C int(B) und A C B.

Prisenzaufgaben Die folgenden Aufgaben sind zur eigenen Ubung gedacht und wer-
den nicht abgegeben oder korrigiert.

Ubung 4
Sei R ein RIng, X := Spec R als topologischer Raum und f,g € R. Man definiert

Xy :=Spec R\ V(f).
Zeigen Sie die folgenden Aussagen

(a) Die Teilmengen Xy C X sind offen in der Zariski-Topologie.

(b) Die Kollektion {X; | f € R} ist eine Basis der Zariski-Topologie auf Spec R
(das heiit, dass jede offene Menge als Vereinigung von Mengen der Form X
geschrieben werden kann).

Zusatzaufgaben Die folgenden Aufgaben sind zur eigenen Ubung gedacht und werden
nicht abgegeben oder korrigiert.

Ubung 5
Enthscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.



(a) Eine endliche Vereinigung nirgends dichter Teilmengen ist nirgends dicht.
(b) Jeder endliche Schnitt dichter Teilmengen ist dicht.

(c) Sei X ein irreduzibler noetherscher topologischer Raum, U C X eine nichtleere
offene Teilmenge. Ist B C U dicht, so ist B C X dicht.

(d) Das Bild einer irreduziblen Untervarietdt von A{ unter einer reguléren Abbil-
dung ist irreduzibel.

(e) Das Bild einer irreduziblen Untervarietdt von A{ unter einer reguléren Abbil-
dung ist eine irreduzible Untervarietét des Zielraums.

Ubung 6
Seien X, Y affine Varietdten. Wie ist das Verhéltnis der Zariski-Topologie auf X x Y
und der Produkt Topologie?

Ubung 7
Sei X ein beliebiger topologischer Raum. Zeigen Sie, dass X genau dann Hausdorffsch
ist, wenn A(X) C X x X eine abgeschlossene Teilmenge ist.

Dieses Blatt kann bis spéatestens 14:00 Uhr am Montag, den 14.05., im SchlieSfach
ihrer jeweiligen Tutoren im 3. Stock, Robert-Mayer-Str. 6, abgegeben werden. Bitte
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