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Übung 1 (2+2+2 Punkte)

1. Sei r ∈ R beliebig. Zeigen Sie: für jedes ε > 0 gibt es ein q ∈ Q mit |r− q| < ε.
Man sagt: Q ist dicht in R.

2. Sei f : Q → R gegeben mit der Eigenschaft, dass f Cauchyfolgen auf Cauchy-
folgen abbildet. Man zeige, dass es dann eine stetige Funktion f̃ : R → R gibt
mit f̃(x) = f(x) für alle x ∈ Q.

3. Zeigen Sie, dass f̃ in Teilaufgabe 2 eindeutig bestimmt ist, das heißt sei
g : R → R eine weitere stetige Funktion mit g(x) = f(x) für alle x ∈ Q, so ist
f̃ = g.

Übung 2 (3+3 Punkte)

1. Sei a ∈ R mit a > 0. Für m/n ∈ Q mit m ∈ Z und n ∈ N setze man
am/n := n

√
am. Zeigen Sie, dass die Funktion f : Q → R, x 7→ ax Cauchyfolgen

auf Cauchyfolgen abbildet. Folgern Sie mithilfe von Übung 1, dass es eine stetige
Funktion f̃ : R → R gibt mit f̃(x) = ax für x ∈ Q. Man schreibt für x ∈ R
beliebig ax := f̃(x).

2. Zeigen Sie: für a, b ∈ R mit a, b > 0 und x, y ∈ R gilt (ax)y = axy, axbx = (ab)x

und axay = ax+y.

Übung 3 (2+2 Punkte)

1. Benutzen Sie die Definition von Stetigkeit um zu zeigen, dass die Funktion
f : R→ R, x 7→ x2 stetig ist.

2. Man betrachte die Heavyside Funktion f : R→ R definiert durch

f(x) :=

{
0 x ≤ 0

1 x > 0 .

Zeigen Sie, dass f stetig in allen x ∈ Rr {0} ist und unstetig in x = 0 ist.
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