Ubungen zur Vorlesung Algebraische Geometrie I

Ubungsblatt 11
Dozent: Prof. Dr. A. Kiironya Ubungen: M. Nickel

Ubung 1 (Prisenz)

Sei F': Pm - PV die Grad d Veronese Einbettung (Konstruktion 7.27) mit N = (";d)—l.
In der Vorlesung wurde gezeigt, dass X = F(IP") eine projektive Varietét ist. Finde
explizite Gleichungen fiir X, das heifit Erzeuger eines homogenen Ideals I mit X =

V(I).

Ubung 2 (Abgabe)

Sei X c IP? die Grad 3 Veronese Einbettung von P!, das heifit das Bild des Morphismus
P! — P?, [ 21] = [Yo 1 y1 92t ys] = [0 wpan : woxd = 2],

Sei weiterhin a:=[0:0:1:0] € P2 und L = V(y2) c P3. Man betrachte die Projektion
f von a nach L (siehe Beispiel 7.6 (b)).

(a) Zeige, dass f ein Morphismus ist.
(b) Bestimme eine Gleichung der Kurve f(X) in L = P2
(c) Ist f: X — f(X) ein Isomorphismus?

Ubung 3 (Abgabe)

Sei f: X -»Y eine rationale Abbildung. Zeige, dass es dann eine beziiglich der Inklu-
sion maximale offene Menge U c X gibt, auf welcher die Abbildung ein Morphismus
ist.

Ubung 4 (Prisenz)

Sei X c P eine Quadrik, das heifit eine irreduzible Varietét, die die Nullstellenmen-
ge eines homogenen Polynoms vom Grad 2 ist. Zeige, dass X birational, aber im
Allgemeinen nicht isomorph, zu P?1 ist.

Ubung 5 (Priisenz)
Eine Varietdt Y ist rational, falls sie birational dquivalent zu P fiir ein gewisses n ist
(dquivalent dazu: K(Y) ist eine rein transzendente Erweiterung von K).

a) Jeder Kegelschnitt in P2 ist eine rationale Kurve.
g
(b) y? = 23 ist eine rationale Kurve.

(c) SeiY die Kurve gegeben durch 3%z = 22(x + z) in P2. Zeige, dass die Projektion
¢ vom Punkt P =[0:0:1] auf die Gerade z = 0 eine birationale Abbildung von
Y auf P! induziert. Insbesondere ist Y eine rationale Kurve.



Ubung 6 (Abgabe)

Eine birationale Selbstabbildung von P? heifit ebene Cremona-Transformation. Ein
Beispiel ist die sogenannte quadratische Transformation ¢ : P2 - P? gegeben durch
[ag : ay = as] ~ [aras : agas : agar ], wobei keine zwei Elemente von ag, ai, as verschwin-
den sollen.

(a) Zeige, dass ¢ birational und seine eigene Inverse ist.
(b) Finde offene Mengen U,V c P2 mit ¢ : U — V Isomorphismus.

(c) Finde die offenen Mengen, auf denen ¢ und ¢! definiert sind und beschreibe
die korrespondierenden Morphismen.

Ubung 7 (Abgabe)

Seien X,Y zwei Varietdten und seien P € X und ) € Y gegeben mit Ox p = Oy als
K-Algebren. Zeige, dass es dann offene Mengen P e U c X und Q € V c Y gibt und
einen Isomorphismus U - V', der P auf () abbildet.



