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Übung 1 (4 Punkte)
Sei R ein Ring und m ( R ein Ideal. R heißt lokal genau dann, wenn R genau ein
maximales Ideal besitzt. Beweisen Sie die Äquivalenz der folgenden Aussagen

• R ist ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m

• jedes Element von Rrm ist eine Einheit in R

• m ist ein maximales Ideal und jedes Element vom Typ 1 +m mit m ∈ m ist eine
Einheit in R.

Übung 2 (4 Punkte)
Sei RS die Lokalisierung eines Rings R an einer multiplikativ abgeschlossenen Teil-
menge S ⊂ R. Man zeige

(a) ein Ideal a ⊂ R wird zu einem echten Ideal aRS ( RS genau dann, wenn
S ∩ a = ∅

(b) für jedes Ideal b ⊂ RS gilt (b ∩R)RS = b

(c) ist p ⊂ R ein Primideal mit p∩S = ∅, so ist pRS ein Primideal mit pRS∩R = p

(d) für jedes Primideal q ⊂ RS gilt: p = q ∩ R ist ein Primideal in R mit pRS = q.
Insbesondere ist p ∩ S = ∅.

Übung 3 (4 Punkte)

(a) Sei R ein Ring, S ⊂ R multiplikativ abgeschlossen und i : R → RS, a 7→ a
1

die kanonische Abbildung. Mit SpecR werde die Menge der Primideal in R
bezeichnet. Zeigen Sie, dass i eine Bijektion

SpecRS ↔ {p ∈ SpecR | p ∩ S = ∅}, q 7→ q ∩R

induziert.

(b) Zeigen Sie: Ist R ein Ring und p ⊂ R ein Primideal, so gilt Rp := RRrp (siehe
Übung 6) ist ein lokaler Ring mit maximalem Ideal pRp.

Übung 4 (4 Punkte)
Sei R ein Ring und p ⊂ R ein Primideal. Man zeige, dass es einen kanonischen
Isomorphismus Q(R/p)

∼−→ Rp/pRp gibt, wobei Q(R/p) den Quotientenkörper von
R/p bezeichne.



Präsenzaufgaben Die folgenden Aufgaben sind zur eigenen Übung gedacht und wer-
den nicht abgegeben oder korrigiert.

Übung 5
Sei R ein Ring, S ⊂ R multiplikativ abgeschlossen und i : R → RS, a 7→ a

1
die

kanonische Abbildung. Man zeige

(a) ker i = {a ∈ R | as = 0 für ein s ∈ S}

(b) i(s) = s
1

ist eine Einheit in RS für alle s ∈ S

(c) RS 6= 0⇔ 0 /∈ S

(d) i ist bijektiv, falls S aus Einheiten in R besteht.

Übung 6
Sei R ein Ring und p ⊂ R ein Primideal. Zeigen Sie, dass R r p multiplikativ abge-
schlossen ist. Man nennt RRrp die Lokalisierung von R in p und schreibt dafür oft
Rp.

Übung 7
Sei R ein Ring und f ∈ R. Man zeige, dass S = {1, f, f 2, f 3, . . . } multiplikativ
abgeschlossen ist. In diesem Fall schreibt man oft Rf statt RS.

Zusatzaufgaben Die folgenden Aufgaben sind zur eigenen Übung gedacht und werden
nicht abgegeben oder korrigiert.

Übung 8
Zeigen Sie: X3 +X+1 ∈ F2[X] und X2 +1 ∈ F3[X] sind irreduzibel und F2[X]/(X3 +
X + 1) ∼= F8,F3[X]/(X2 + 1) ∼= F9. Berechnen Sie die Inversen zu X2 + 1 ∈ F8 und
X + 2 ∈ F9.

Übung 9
Zeigen Sie, dass es genau eine Derivation ∂j von K[x1, . . . , xn] gibt mit ∂jxj := δij.

Übung 10
Sei R ein Ring, f, g ∈ R und seien d, e ∈ N mit d ≥ 1. Zeigen Sie, dass dann ein
kanonisches kommutatives Diagramm

R Rf

Rfg (Rf )f−egd
∼=

existiert, wobei die untere horizontale Abbildung ein Isomorphismus ist.
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