
Übungen zur Vorlesung Algebra I
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Übung 1 (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Abbildung

v : K(X)→ Z

v(
f

g
)) 7→ deg(g)− deg(f)

eine diskrete Bewertung auf K(X) definiert. Diese Bewertung wird die Gradbewer-
tung genannt. Beschreiben Sie die Bewertung, welche aus der Gradbewertung durch
Vorschalten des K-Automorphismus von K(X), der durch X 7→ X−1 festgelegt wird,
entsteht. Finden Sie einen Hauptidealring in K, so dass die Gradbewertung eine zu
einem Primelement gehörige diskrete Bewertung ist.

Übung 2 (4 Punkte)
Sei R der Bewertungsring einer diskreten Bewertung v auf einem Körper K. Man
zeige, das für jedes x ∈ K gilt: x ∈ R oder 1/x ∈ R.

Übung 3 (4+4 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass folgende Polynome in Q[X] irreduzibel sind:

� 3X5 + 14X4 − 21X2 + 49X − 7

� X12 + 27X + 1002

� X4 + 1.

(b) Sei p ∈ Z eine Primzahl f =
∑2n+1

i=0 aiX
i ∈ Z[X] ein Polynom vom Grad 2n+ 1.

Angenommen p teilt nicht a2n+1 aber p | ai für alle i ≤ 2n und ausserdem p2 | ai
für alle i ≤ n wobei p - a0. Zeigen Sie, dass f dann irreduzibel in Q[X] ist.

Präsenzaufgaben Die folgenden Aufgaben sind zur eigenen Übung gedacht und wer-
den nicht abgegeben oder korrigiert.

Übung 4
Zeigen Sie mithilfe des Eisensteinkriteriums: Sei F ein Körper und K = F ((X)). Dann
ist T n −X ∈ K[T ] irreduzibel für alle n > 0.



Übung 5
Sei R der Bewertungsring einer diskreten Bewertung v auf dem Körper K. Zeigen Sie,
dass die Sequenz von abelschen Gruppen

0→ R
i→ K

v→ Z→ 0

mit der Inklusion i und der Bewertung v exakt ist. Überlegen Sie sich, wie sie die Be-
wertung v definieren können, wenn Sie nur den diskreten Bewertungsring als Unterring
R ⊂ K gegeben haben.

Zusatzaufgaben Die folgenden Aufgaben sind zur eigenen Übung gedacht und werden
nicht abgegeben oder korrigiert.

Übung 6 (Skalierungstrick)
Sei f =

∑d
i=0 aiT

i ∈ K[T ] und 0 6= λ ∈ K. Betrachten Sie

F = λdf(λ−1T ) =
d∑

i=0

λd−iaiT
i

und zeigen Sie

f irreduzibel in K[T ]⇔ F irreduzibel in K[T ].

Sei nun K ein Körper mit einer diskreten Bewertung und mit Bewertungsring R.
Überlegen Sie sich, dass man durch geeingete Wahl von λ erreichen kann, dass F ∈
R[T ]. Dann kann man versuchen das Eisenteinkriterium anzuwenden. Finden Sie ein
Beispiel hierfür.

Dieses Blatt kann bis spätestens 12:00 Uhr am Montag, den 11.01., im Schließfach
ihrer jeweiligen Tutoren im 3. Stock, Robert-Mayer-Str. 6, abgegeben werden. Bitte
denken Sie daran, Ihren Namen und Ihre Matrikelnummer mit anzugeben und alle
Blätter, zum Beispiel mit einem Schnellhefter, zusammen zu halten.


