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1 Euklidische Vektorriaume

Definition 1.1 V sei ein K—Vektorraum. B :V xV — K heifit ,,Bilinearform” auf V',
wenn fir alle v,w € V' die beiden Abbildungen

V- K:z— B(z,v) und yw~— B(w,y)
linear sind. B heifst ,,symmetrisch”, wenn B(x,y) = B(y,x) fir alle x,y € V.

Beispiele sind alle Abbildungen V xV : (z,y) — f(x)g(y), wenn f und g ,,Linearformen”
auf V' sind, d.h. lineare Abbildungen von V nach K. Klar: mit f = g erhélt man eine
symmetrische Bilinearform. Genau wie bei linearen Abbildungen zwischen Vektorrdumen
sind auch Bilinearformen eindeutig bestimmt durch ihre Werte a;; = B(e;, ;) auf einer
Basis {e;} von V. i durchlduft dabei je nach Dimension eine endliche oder unendliche
Indexmenge. Bei endlicher Dimension n fassen wir die a;; wie {iblich zu einer Matrix A €
K™™ zusammen, identifizieren y = y1e1 + ... + y,e, mit dem Spaltenvektor aus seinen
Koordinaten, z = xie; + ...Tne, mit dem Zeilenvektor 27 seiner Koordinaten, dann
schreibt sich die Bilinearform einfach als

B(z,y) = 2T Ay .

Umgekehrt definiert jede n x n—Matrix mit Koeffizienten im Koérper K in dieser Weise eine
Bilinearform auf K™. Symmetrisch ist diese Bilinearform genau dann, wenn die Matrix
A = AT erfiillt, also symmetrisch ist.

Der fiir uns vorerst wichtigste Spezialfall sind die ,,Skalarprodukte”:
Definition 1.2 Ein R-Vektorraum V heifst ,,euklidisch”, wenn er mit einem Skalarpro-
dukt {( , ) wversehen ist, das ist eine symmetrische Bilinearform auf V , die auflerdem

,,positiv definit” ist, d.h.
(x,z) > 0
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erfillt fir alle x € V aufer fir x = 0 (fir den Nullvektor ist wegen der Linearitit
(0,0) =0). Die (euklidische) ,,Lénge” von x € V ist dann definiert als die nicht-negative
Wurzel in

|zl == vz, z) .

Beispiele sind alle Vektorrdume R"™ mit dem ,,Standard—Skalarprodukt”

(T, y) == Ty + ...+ TpYn

wenn die z;,y; die Koordinaten beziiglich der Standard—Einheitsvektoren bezeichnen. Un-
endlichdimensionale euklidische Vektorrdume spielen in der (Funktional-)Analysis eine
wichtige Rolle: Sei etwa V' der Vektorraum R[¢] aller Polynome in der Variablen ¢, versehen
mit dem Skalarprodukt

(p,q) = /Olp(t)q(t)dt .

Wir werden uns in der Geometrie auf die endlichen Dimensionen beschrinken. Aus der
elementaren Trigonometrie in der Schule diirfte bekannt sein, dass man aus der Léngen—
auch eine Winkelmessung ableiten kann, und das ist fiir euklidische Vektorrdume allgemein
richtig:

Definition 1.3 Seien z,y # 0 im euklidischen Vektorraum V . Der Winkel a € [0, ]
zwischen x und y ist dann bestimmt durch

(z,9)

cos(@) = ——=— .
][ - [lyll

Insbesondere heiffen x,y ,,orthogonal”, geschrieben x 1 y, wenn (z,y) =0.

Diese Definition ist nur verniinftig, wenn der Quotient immer im Intervall [—1,+1] liegt.
In der Tat:

Satz 1.1 (Cauchy—Schwarz’sche Ungleichung) Fir alle x,y im euklidischen Vektor-
raum V' gilt

[z )| < el - [yl

Beweis. Fiir x = 0 ist die Ungleichung trivial. Sei also = # 0; man betrachte fiir t € R
0 < |tz =yl = (to —y.te —y) = || - 2t(x,y) + ||y[]*

und schreibe die rechte Seite um in

(st 28) "y (222"
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Dieser Ausdruck nimmt fiir ¢ = (z,y)/||z||* sein Minimum an, und zwar den Wert

(z,9)\? .
= (420) eistabo (o)< (lell - Iol)*. O

Nebenbei folgt daraus die wohlbekannte Dreiecksungleichung:
e +yll < flzf] +ly[|  firalle =,y eV,

denn
|z +y|> = (x+y, 2+ y) = ||z]]* + 2z, y) + ||y|[”

= (=l + 1lyID)* = 2(llll - 1yl = (=, 9) < (]l + llylD* -

Endlich—dimensionale euklidische Vektorrdume kann man im wesentlichen identifizieren
mit dem R"™, versehen mit dem Standard-Skalarprodukt. Dazu muss man sie mit einer
geeigneten Basis versehen:

Definition 1.4 B C V heifst ,,Orthonormalbasis” des euklidischen Vektorraums V', wenn
es sich um eine Basis von V' handelt mit der zusdtzlichen Eigenschaft

<bi, bj> = 51 fur alle bi, bj eB.

d;; bezeichnet hier wie iiblich das Kroneckersymbol; gemeint ist also, dass alle b; die Lénge
1 haben und paarweise orthogonal sind. Eine solche Orthonormalbasis hat den Charme,
dass vermoge der Bilinearitét

x:leb“y:Zy]b] = <~T,y>zzxzyz7

sich das Skalarprodukt beziiglich der Koordinaten wie das Standard—Skalarprodukt verhélt.
Kann man immer eine solche Orthonormalbasis finden? Dieses Problem wird im R"™ induk-
tiv durch das Orthogonalisierungsverfahren von GRAM — SCHMIDT gelost: Wenn man mit
einer beliebigen Basis cq,..., ¢, beginnt und ersetzt ¢; durch b, := Hc_llllcl , normiert also
den ersten Basisvektor auf die Lénge 1, dann ersetzt man ¢y durch ¢y — (co,b1)b; ; man
iiberzeuge sich, dass dieser Vektor senkrecht auf b; steht und mit b; und den cs,..., ¢,
immer noch eine Basis des R" bildet, dann normiert man ihn wieder auf Lange 1 und hat
so by erhalten. Hat man so (Induktionsannahme) bereits eine Basis by,...,bg_1,C, ..., Cy
mit orthonormalen bi,...,bx_1 erhalten, ersetzt man c; durch ¢, — >, {(ck, b;)b; (die
Summe ist die Projektion von ¢; auf den vorher schon behandelten Unterraum), normiert
diesen Vektor auf die Léange 1 und erhélt so by .

Aus der Elementargeometrie ist bekannt, wie wichtig Abbildungen sind, welche die euklidi-
sche Struktur (Léngen, Winkel) erhalten; man denke hier z.B. an Drehungen, Spiegelungen,
Translationen. Deswegen der folgende neue Begriff:



Definition 1.5 Fine lineare Abbildung f eines euklidischen Vektorraums V in sich heifst
,,orthogonale Transformation”, wenn das zugehérige Skalarprodukt invariant unter f ist,
d.h. wenn fiir alle x,y € V

(f(x), f(y)) = (z,y)

gilt. Ist V = R"™ mit dem Standardskalarprodukt versehen und wird f beziiglich der Stan-
dardbasis durch die Matriz A € R™™ beschrieben, dann heifit die Matriz A ,,orthogonal”.

Klar: Mit dem Skalarprodukt bleiben automatisch auch alle Léngen und Winkel unter f
invariant. (In §3 werden wir sehen, dass umgekehrt aus ||f(z)|| = ||z||Vx € V bereits die
Linearitét und erst recht die Orthogonalitét von f folgen.) Ferner ist f injektiv (warum?),
und Orthonormalbasen endlich—-dimensionaler V' werden auf Orthonormalbasen abgebildet.
In diesem Fall ist f also auch umkehrbar, orthogonale Matrizen also invertierbar. Woran
erkennt man orthogonale Matrizen?

Satz 1.2 A € R™™" ist genau dann orthogonal, wenn AT A = E die Einheitsmatrix ist.

Beweis (samt einigen niitzlichen Ergénzungen). Bekanntlich sind die Spalten von A die
f—Bilder der Einheitsvektoren, bilden also eine neue Orthonormalbasis a4, ..., a, , erfiillen
darum (a;,a;) = ¢;; fiir alle 4, j. Man lese nun einfach dieses Standard-Skalarprodukt als
das Matrixprodukt des Zeilenvektors a] mit dem Spaltenvektor a;, dann hat man genau
die Aussage ATA = E des Satzes. Umgekehrt: Wenn die lineare Abbildung f durch eine
Matrix A mit ATA = E gegeben ist, dann gilt fiir beliebige Spaltenvektoren x,y und das
Standard—Skalarprodukt

(Ay, Az) = (Ay)" Az = y" A" Az = y" Fx = (y,2) ,

A ist also orthogonal.

Die Eigenschaft lisst sich also auch als A7 = A~! formulieren; da A~! ebenfalls eine
orthogonale Transformation beschreibt, sind nicht nur die Spalten, sondern auch die Zeilen
von A eine Orthonormalbasis des R™. Wegen det(A) = det(AT) folgt daraus auflerdem
det(A) =+1. O

(Einzige) Beispiele in Dimension 2 sind Drehungen und Spiegelungen

(cos(a) —sin(a)> . (Cos(a) sin(a) >

sin(a)  cos(«) sin(a)  — cos(a)

mit Determinante 1 bzw. —1; man iiberzeuge sich davon, dass im ersten Fall o den Dreh-
winkel angibt und im zweiten Fall a/2 den Winkel der Spiegelungsgeraden zur ersten
Koordinatenachse.

(Reelle) Eigenwerte von orthogonalen Matrizen kénnen nur £1 sein (warum?). Im R? haben
Drehungen keine Figenwerte, ausgenommen wenn « € Zm, Spiegelungen immer die zwei
Eigenwerte &=1. Anders im R?: Weil kubische reelle Polynome immer eine Nullstelle haben,
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muss eine orthogonale Matrix A dort immer einen Eigenvektor d; besitzen. Normalisiert
man diesen Eigenvektor auf Lénge 1 und ergénzt ihn nach Gram—Schmidt zu einer neuen
Orthonormalbasis di, ds,ds € R?, so operiert A auf dem von ds, ds erzeugten und zu d;
orthogonalen 2-dimensionalen euklidischen Raum wie oben als Spiegelung oder Drehung.
In dieser neuen Basis schreibt sich A also in Késtchenform, z.B. als

-1 0 0
A= 10 cos(a) —sin(a)| ,
0 sin(a) cos(a)

wenn d; Eigenvektor zum Eigenwert —1 ist und A auf dem dazu orthogonalen 2-dimensio-
nalen Raum als Drehung operiert. A ist also eine Drehung um die von d; erzeugte Achse,
kombiniert mit einer Spiegelung an einer dazu senkrechten Ebene.

Da das Produkt zweier orthogonaler Matrizen wieder orthogonale Matrix ist, ebenso die
Inversen orthogonaler Matrizen, ist das ein guter Moment fiir eine Erinnerung an den
Gruppenbegriff. Eine ,,Gruppe” G ist eine Menge G mit einer bindren Verkniipfung

GxG—G:(a,b)—a-b,

welche den folgenden Axiomen geniigt:

(a-b)-c=a-(b-c) firalle a,b,c € G (Assoziativgesetz)

dee G,sodass a-e=aVae G (Existenz des neutralen Elements)

Vae GIa?teG,sodass a-a ! =e (Existenz des Inversen)

Man kann daraus ableiten, dass e und a~! eindeutig bestimmt sind und jeweils auch e-a = a
bzw. a=!-a = e erfiillen. Wenn auflerdem

a-b=>b-aVa,be G (Kommutativgesetz)

richtig ist, heifit G eine ,,kommutative” oder ,,abelsche Gruppe”. In diesem Fall wird die
Verkniipfung oft als ,,Addition” und mit ,,+” bezeichnet, das zu a inverse Element mit
,,—a” und das neutrale Element mit ,,0”. Bei multiplikativ geschriebenen Gruppen wird e
oft als ,,1”7 geschrieben und der Multiplikationspunkt weggelassen.

Vertraute Beispiele kommutativer Gruppen sind alle Kérper K oder K—Vektorrdaume oder
Polynomringe K [x] mit der Addition als Verkniipfung, aber auch die Menge Z der ganzen
Zahlen oder (multiplikativ geschrieben!) die multiplikativen Gruppen K* (Koérper ohne 0)
der Korper. Typische nicht—-kommutative Gruppen bilden die Bijektionen von {1,2,...,n}
auf sich, also die Permutationsgruppen S,, fiir n > 2, oder ebenso fiir n > 1 die multipli-
kativen Gruppen GL(n, K) aller invertierbaren n x n—Matrizen mit Koeffizienten in K .

Der Begriftf ,,Untergruppe” ist eigentlich selbsterklarend. Ineinander geschachtelte addi-
tive Gruppen sind zB. C D R D Q D Z, Untergruppe von GL(n,K) ist z.B. die
,,spezielle lineare Gruppe” SL(n, K) der Matrizen mit Determinante 1. Eine weitere
interessante Untergruppe haben wir hier kennengelernt, die ,,orthogonale Gruppe” O,
der orthogonalen Matrizen in GL(n,R), die widerum die ,,spezielle orthogonale Grup-
pe” SO, := O, N SL(n,R) als Untergruppe enthélt, im Fall n = 2 also die (hier sogar
kommutative) Drehgruppe.



Zu jeder Untergruppe U der Gruppe G gehort eine Aquivalenzrelation auf G
a~b = ab'eU < aclb,

durch die G in Aquivalenzklassen aufgeteilt wird, den ,,Rechtsrestklassen” Ub. Ein Bei-
spiel aus der linearen Algebra kommt hier in den Sinn: Fiir Untervektorrdume U von
Vektorrdumen V' bilden die Restklassen U + b (hier natiirlich additiv geschrieben) selbst
wieder einen Vektorraum, den , Faktorraum” V/U . Bei Gruppen ist die Situation kom-
plizierter: Die Menge G/U aller Restklassen Ub ist genau dann wieder eine Gruppe — mit
der naheliegenden Verkniipfung Ub - Uc := Ubc —, wenn jede Rechtsrestklasse gleichzeitig
Linksrestklasse ist, d.h. wenn fiir alle b € G

Ub=0bU oder, anders gesagt, wenn b 'Ub=1U

gilt. In diesem Fall heilt U ,,Normalteiler” in G . Klar, dass Untergruppen abelscher Grup-
pen immer Normalteiler sind. Ein anderes Beispiel ist SL(2, K) C GL(2, K), dagegen ist
O, kein Normalteiler in GL(2,R) .

2 Affine und euklidische Punktriume

Definition 2.1 Fin ,affiner Punktraum” A(R™) ist als Punktmenge {Punkte} = R",
affine Unterrdume sind von der Form U = P + L, wobei P € R™ Punkt auf U ist und
L Untervektorraum des R™. Anders gesagt sind affine Unterrdume also additive Restklas-
sen von Untergruppen L C (R™,+). U und U heiflen ,,parallel”, wenn sie zu Untervek-
torraumen L = L' gehoren (oder allgemeiner L C L' bzw. L D L' ). Insbesondere: U ist
eine ,,Gerade” in A = A(R"), wenn dim L =1, ,,Ebene” fir dim L = 2, ,, Hyperebene”
fir dimL =n—1.

Soweit kann man affine Rdume fiir beliebige Korper anstelle von R einfiihren, nicht aber
,Strecken” PQ = P+ {2(Q — P) | x € [0,1]} = {2Q +yP | 7,y > 0,2 +y = 1}
(fir P # Q), ,,Halbgeraden” oder ,,konvere Mengen”. Der R"™ beherbergt auflerdem eine
zusétzliche Struktur:

Definition 2.2 Der ,euklidische Punktraum” E(R") ist als Punktraum identisch mit
A(R"™), zusdtzlich aber mit Lingen— und Winkelmessung: Wir fassen den R™ auf als eu-
klidischen Vektorraum, also mit Skalarprodukt (, ), euklidischem Abstand

d(P,Q) = [|Q - Pl :== V(Q—-P.Q—P),
Orthogonalitdt von Unterrdumen

ULlLU & (uu)y=0Vuel,u el



wo L und L' die zu U und U’ gehirigen Unter(vektor)rdume sind, Winkel

1P =Qll- |k = Q

Z(PQR) = Z(P—-Q,R— Q) := arccos (
(natiirlich nur fir P # Q # R ).

Anwendungen in der Elementargeometrie: 1. Winkel zwischen Diagonalen des Wiirfels.
ZweckméBigerweise verwendet man hier das Standard-Skalarprodukt und legt sich den
Wiirfel in eine komfortable Lage mit Ecken (+1,+1,+1). Die Diagonalen verbinden ge-
geniiberliegende Ecken e und —e (0 ist der Mittelpunkt). Der Winkel a zwischen irgend
zwei Diagonalen erfiillt also

B (e, e B +1 B il
el - [le'|] V33 3

2. Entsprechend: Winkel zwischen den Diagonalen des vierdimensionalen Wiirfels. Hier
hat man 16 Eckpunkte (£1,41,£1,+1), die acht inneren Diagonalen — die sich also in
0 schneiden — verbinden jeweils e mit —e, dabei sind alle ||e|| = 2. Die Berechnung des
Schnittwinkels fiithrt bis aufs Vorzeichen auf zwei typische Moglichkeiten

cos(a)

(e,ey =((1,1,1,1),(1,1,1,—-1)) =2 oder {(1,1,1,1),(1,1,—1,-1)) =0.

Die Winkel zwischen den Diagonalen sind also 7/2 (wenn cos = 0) oder 7/3 (wenn

cos = =+3 ).

3. Der Satz vom Hohenschnittpunkt im Dreieck. Der Schnittpunkt H der Hohenlinien h,
und h, sei 0.B.d.A. der Nullpunkt 0, dann sind

(A, B—-C) = 0 =(C,A-B).
Mit Bilinearitdt und Symmetrie folgt daraus
(A,B) =(B,C) =(C,A), alsoauch (B,A—-C)=0,

und das heifit: H liegt auch auf der Hohenlinie hy, .

4. Der Hohensatz im rechtwinkligen Dreieck ABC mit Hypotenuse AB : Sei 0 der Fu3punkt
der Hohe auf der Hypotenuse. Die Hohe habe die Linge h, dann ist also h? = ||C|]? und

AlLCL1lB < (AC)=0=(BC).
Da das Dreieck in C' einen rechten Winkel hat, haben wir auflerdem

(A-C,B—C)=0, also (A,B)+]|C|?=0.



A
B

Abbildung 1: Hohenschnittpunkt
C

0
A q
Abbildung 2: Héhensatz

Als Vektoren zeigen A und B in entgegengesetzte Richtungen und haben die Léngen p
bzw. ¢ (Hypotenusenabschnitte). Dann ist die letzte Gleichung die gewohnte Form des
Hohensatzes h? = pq.

Dieser Beweis ist strenggenommen eine Mogelpackung: Der Hohensatz ist dquivalent zum
Satz des Pythagoras, und bei einer elementargeometrischen Interpretation des Standard-—
Skalarprodukts steckt man den Pythagoras bereits in die Definition hinein!

Satz 2.1 FEine Gerade in der euklidischen Ebene E(R?) bzw. eine Ebene im euklidischen
Raum E(R3?) mit Standard-Skalarprodukt ( , ) wird stets beschrieben durch eine lineare
Gleichung {(a,x) = d mit einem a € R? bzw. R®, a # 0.0.B.d.A. darf man ||a|| = 1
annehmen, dann heifit die Gleichung ,,HESSEsche Normalform” der Geraden— bzw. Ebe-
nengleichung. In der Hesseschen Normalform bedeutet |d| den Abstand zum Nullpunkt, und
fiir alle Q € R? bzw. R3 ist |{a,Q) — d| der Abstand von Q zur Geraden bzw. zur Ebene.

Beweis. (a,x) = 0 beschreibt die Parallele durch den Nullpunkt, darum steht a senkrecht
auf der Geraden g bzw. der Ebene. Der Punkt P auf g mit dem kiirzesten Abstand zu 0



Abbildung 3: Hesse’sche Normalform

ist aber +da, denn jeder andere Punkt auf g ist von der Form P+ x mit (a,z) =0, also
1P+ 2| = d*l|al|* + [|2]|* & 2d(a, 2) = d* + ||=[]* > d”

mit ,,=" nur fiir x =0, also ist |d| der Abstand zu 0 (fiir Ebenen geht’s genauso).
Fiir jedes Q ist (a,x) = (a, Q) die Gleichung der Parallelen zu (a,z) = d durch den Punkt
@, darum ist (a, Q) — d die Differenz der beiden Abstinde zum Nullpunkt. O

3 Bewegungsgruppen und Abbildungsgeometrie

Problem: Welche Bijektionen f : E(R") — E(R") erhalten euklidische Léngen und
Winkel? Klar: alle Translationen

t=t,: P—»P+v (veR").

Diese bilden eine kommutative Gruppe 7', isomorph zur additiven Gruppe R" (Beliebte
Motivation zur Einfithrung von Vektoren in der Linearen Algebra).

Definition 3.1 Die Lingen—erhaltenden Bijektionen f : E := E(R™) — E(R") nennen
wir ,,euklidische Bewegungen”. Beziiglich Hintereinanderausfithrung bilden sie offenbar ei-
ne Gruppe AwtE D T .

Zur Beschreibung der Gesamtheit aller euklidischen Bewegungen empfiehlt sich der Be-
griffsapparat der Gruppentheorie: Die Gruppe G heifit ,,direktes Produkt” der Gruppen U
und N, geschrieben G = U x N, wenn die Verkniipfung in G komponentenweise aus den
Verkniipfungen in U und N ergibt. Beide kann man als Untergruppen von G ansehen —
bestehend aus den Elementen (u, 1) bzw. (1,n) —, die sogar

— elementweise miteinander kommutieren,

—UNN = {e} erfiillen

—sowie UN = G; jedes g € GG besitzt also eine eindeutige Darstellung als Produkt un
mit v € U und n € N .



Verzichtet man nun auf die erste dieser drei Eigenschaften und verlangt nur, dass N ein
Normalteiler von G ist, also unu™! € N erfiillt fiir alle w € U,n € N, dann nennt man G
ein ,,semidirektes Produkt” von U und N und schreibt es als U x N .

Satz 3.1 AutE ist das semidirekte Produkt O, X T aus dem Normalteiler T und der
orthogonalen Gruppe O,, des euklidischen Vektorraums R™ (mit Standard—Skalarprodukt).

Beweis. 1. Aut E enthélt auler T' auch noch O,, als Untergruppe, denn alle M € O,, C
GL,R erfilllen [|[M(v)|| = ||v||, also

d(M(P), M(Q)) = [[M(P) = M(Q)|| = [[M(P = Q)|| = ||P = Q]

fiir alle Punktepaare P, (). Anschaulich beschreibt O, die Untergruppe der Bewegungen
mit Fixpunkt 0.

2. AwE C O,, - T: Sei f eine euklidische Bewegung mit f(P) = 0 und wéhle dazu die
Translation ¢ = t_p mit ¢t ! = tp : 0 = P, dann wird g := fot ! : R" — R" eine
Vektorraum-Bijektion mit ||g(u)|| = ||u|| fiir alle w € R™. Daraus folgt bereits

3. g: R" — R”" erfiillt auch (g(u),g(v)) = (u,v) und die Linearitét, also g € O, .
Grund: Das Skalarprodukt ist durch die euklidischen Léngen bereits eindeutig bestimmt,
denn (nachrechnen!)

2(u,v) = [Ju+|[* = [Jull* = []o[]* = [lg(u+v)II* = [lg)I]* = [lg@)II* = 2g(w), g(v)) =

g fithrt jede Orthonormalbasis vy, ...,v, des R™ in eine Orthonormalbasis {iber. Fehlt
nur noch die Linearitdt: Fiir eine Orthonormalbasis sind die Koordinaten & € R von
x =Y &u; bestimmt durch & = (x,v;), also ist

g(z) = (g9(x),g())g(v:) mit (g(x),g(v))) = (w,v0;) =& =

g linear.

4. Dass O, N T = {id} ist, sicht man an der Wirkung auf den Nullpunkt. Also sind in
der Zerlegung f = got € AutE die Translation ¢t und die orthogonale Abbildung g
eindeutig bestimmt, als Menge ist darum AutE = O,, x T'; aber Vorsicht: Es gilt nicht
git1gats = g1gotits, es handelt sich also nicht um ein direktes Produkt von Gruppen.

5. Immerhin ist die Untergruppe T aber ein Normalteiler von Aut E, und das bedeutet

fTf =T furalle fe AutE.
Begriindung: Sei t' : P+ P + ¢’ fiir alle P, dann ist fiir alle ¢ € O,, und alle Punkte @
gt'g (@) = gt'(97(Q)) = 9(¢7(Q) +v) = Q + g(v) ,

somit auch gt'g~! wieder eine Translation, nur eben um g(v’) , nicht um v’ . Da sich jedes
f als gt schreiben lésst mit g € O,,, t € T' und T" kommutativ ist, gilt

ftf =gttt g =gtlg €T,
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also haben wir die Normalteilereigenschaft f7'f~' = T und zusammen mit den anderen
Punkten des Beweises die Behauptung des Satzes. O

Aus §1 wissen wir noch:

M € Oy Drehung, wenn M = ( Cosp TSIy ) € SO,
singp  cosp
(Eigenwerte e, e~ € C),
. [ cosp  sing
M € O, Spiegelung, wenn M = ( Sing —coso ) € 02\S0,

(Eigenwerte +1,—1).

Definition. f € AutE, E = E(R?) heiBt Drehung, wenn t € T und g € SO, existieren
mit f =tgt~!, m.a.W. wenn man verméoge einer Translation ¢ den Nullpunkt des Koordi-
natensystems so legen kann, dass f € SO, . Entsprechend heifit f Spiegelung, wenn t € T
und g € 0,\SO, so existieren, dass f = tgt~!.

Satz 3.2 In der euklidischen Ebene wird Aut E von Spiegelungen erzeugt, genauer: jedes
f € AutE ist Produkt von héchsten drei Spiegelungen — sogar von hochstens zwei, wenn
f orientierungserhaltend ist.

f
S v e,
0 f{0) 0

Abbildung 4: Dreispiegelungssatz

Beweis. f wird eindeutig bestimmt durch seine Wirkung auf 0 und ein Orthonormalsystem.
Rezept: Man spiegele die Ebene zunéchst an der Mittelsenkrechten von 0 und f(0), dann
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wird das so abgebildete Orthonormalsystem ey, e, durch eine oder zwei Spiegelungen an
Geraden durch f(0) in f(ey), f(eqa) tibergefithrt. O

Wichtige Bemerkung. Hintereinanderausfithrung zweier Spiegelungen an zwei Geraden
durch den Punkt A mit Schnittwinkel « ergibt eine Drehung mit Fixpunkt A und Dreh-
winkel 2« . Spiegelung an zwei parallelen Geraden mit Abstand d gibt eine Translation um
einen Vektor v orthogonal zu den beiden Geraden und mit Lange 2d .

—+

Abbildung 5:

Satz 3.3 FEbene Bewegungen f zerfallen in die folgenden Typen:

a) Identitdt

b) Translationen

¢) Drehungen

d) Spiegelungen an Geraden

e) Gleitspiegelungen (d.h. Kombination von einer Spiegelung an einer Geraden g und einer
Translation um einen Vektor v # 0 parallel zu g )

Abbildung 6: Gleitspiegelung

Beweis. Klar, dass diese Klassen von Bewegungen disjunkt sind. Die Klassifikation ldsst
sich nach Fixelementen folgendermafien durchfiihren.

f lasst alle Punkte fest < a)

f ldsst nur die Punkte einer Geraden fest < d)

f liasst die Geraden einer Parallelenschar fest, hat aber keine Fixpunkte < b)

f hat genau einen Fixpunkt < ¢)

f fithrt genau eine Gerade in sich iiber, hat aber keine Fixpunkte < e)
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Abbildung 7:

Dass diese Aquivalenzen gelten, siecht man ein, wenn man bedenkt, dass Parallelitét, Or-
thogonalitdt und Absténde unter f erhalten bleiben. O

Bleibt zu zeigen, dass mindestens einer dieser Félle eintritt. Dazu verwenden wir Satz 3.2 :
f ist Produkt von 0 Spiegelungen = a)

f ist Produkt von 1 Spiegelung = d)

f ist Produkt von 2 Spiegelungen = b) oder ¢)

Bleibt der Fall, dass f Produkt von drei Spiegelungen ist, 0.B.d.A. an Geraden ohne ge-
meinsamen Punkt und nicht alle parallel zueinander. Dann kann man f als f = do s
schreiben, wo s Spiegelung an einer Geraden h ist, 6 Drehung um einen Punkt P ¢ h mit
Drehwinkel 2cc. Man kann zwei Geraden hy, ho konstruieren mit der Eigenschaft

S(hl) = hy , 5(h2) = h = f(hq) =h

(sie schneiden sich in einem Punkt @) € h, dem Fufipunkt des Lots von P auf h, und
schneiden beide die Gerade h unter dem Winkel av.) Wegen f(Q) # @ ist aber zu sehen,
dass f die Gerade h; nicht punktweise festlésst, genauer sogar keinen Fixpunkt auf h; hat.
Da f nicht orientierungserhaltend ist, kommt ,, Translation” nicht in Frage. Es bleibt also
nur die Gleitspiegelung. O

Warum ist das Studium von Abbildungen so wichtig? Ein erster Grund: Abbildungen und
ihre Invarianten sind wichtige Werkzeuge fiir den Beweis elementargeometrischer Sétze.
Ein kleines Beispiel dafiir ist der folgende

Satz 3.4 (FERMAT) FEinem spitzwinkligen Dreieck ABC' seien drei gleichseitige Drei-
ecke ABC', ACB', BCA' aufgesetzt. Dann schneiden sich die drei Verbindungsstrecken
AA", BB, CC" in einem Punkt F' unter dem Winkel 3 = 60° und ihre Lingen sind
gleich.
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Abbildung 8: Sétze von Fermat und Napoléon

Beweis. Sei F:= AA'N BB’ . Eine 7/3-Drehung um den Punkt C' bewirkt
B'+— A, B— A, BB~ AA,

also sind die Léngen gleich, aulerdem /B'FA=/AFB=7/3,und /B'FA=/B'CA

sind Peripheriewinkel eines Kreises iiber der Sehne AB’. Fiir den gleichen Kreis ist auch

/ZB'FC Peripheriewinkel iiber der Sehne B’C'. Alle Winkel bei F' sind somit 7/3, also
liegt £ auch auf CC’'. O

Eine kleine Folgerung daraus ist

Satz 3.5 (NAPOLEON) Die Mittelpunkte der drei aufgesetzten Dreiecke ACB', CBA’,
ABC" bilden ein gleichseitiges Dreieck.

Beweis. Mittelpunkte = Schwerpunkte = $(A+ C+ B') baw. :(C+ B+ A') bzw. 3(A+
B+ ") . Die Léangenquadrate der Verbindungsstrecken sind darum

%IIA— A= (B-B)I = (A=A +[[B- DB -2(A- A, B~ D))

NN =

etc., nach Satz 3.4 also unabhéngig von der Wahl der Verbindungsstrecke. O

Uber solche Beispiele hinaus haben Abbildungen und ihre Invarianten eine erhebliche syste-
matische Bedeutung fiir den Aufbau der Geometrie. FELIX KLEIN hat in seinem Erlanger
Programm sogar vorgeschlagen, Geometrie als die Wissenschaft von den Invarianten der
verschiedenen moglichen Abbildungsgruppen zu betreiben. Davon mehr im letzten Kapitel
der Vorlesung, einstweilen seien aber schon mal einige andere wichtige Abbildungsgrup-
pen erwihnt, die auf dem R"™ operieren:

1) Die Gruppe R*O,, x T' der zentrischen Streckungen auf E | in der R* zu lesen ist als die
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Matrizengruppe, welche aus den reellen Vielfachen # 0 der Einheitsmatrix besteht. Diese
Matrizen kommutieren natiirlich mit allen orthogonalen Matrizen und bewirken geome-
trisch Expansionen bzw. Kontraktionen der Ebene mit Zentrum (Fixpunkt) 0, lassen auch
alle Winkel fest; wichtig fiir alle Strahlensatz—Argumente!

2) Volumenerhaltende Abbildungen entstehen, wenn man O,, durch SL,R ersetzt. Beispiele
dafiir sind Scherungen, welche eine n — 1-dimensionale Hyperebene punktweise festlassen,
ihre Parallelen aber (in sich) parallel verschieben. Man mache sich an Hand der geometri-
schen Wirkung einer Elementarmatrix klar, wie das zustande kommt. Man kann zeigen,
dass alle volumenerhaltenden Abbildungen durch euklidische Bewegungen und Scherungen

erzeugt werden konnen.

Abbildung 9: Scherung

3) Affine Abbildungen entstehen, wenn man in der euklidischen Bewegungsgruppe den Fak-
tor O,, durch GL,R ersetzt. Unter dieser Gruppe bleiben Langen, Winkel und Volumina
nicht erhalten, wohl aber Parallelitit und Streckenverhéltnisse auf parallelen Geraden.
Es gibt sogar Anwendungen geometrischer Abbildungen, welche nicht bijektiv sind. Die

Abbildung 10: Grund— und Aufriss; Kavalierprojektion

darstellende Geometrie befasst sich mit Projektionen rdumlicher Gebilde auf Ebenen,
z.B. in Grund- und Aufriss (senkrechte Projektionen auf zwei Koordinatenebenen) oder
schrigen Parallelprojektionen wie der Kavalierperspektive, charakterisiert durch Mafistab-
verkiirzung in bestimmten Richtungen. Fotografie und perspektivische Zeichnungen liefern
die anschaulichsten Bilder, mathematisch beschrieben durch die Zentralprojektion. Davon
wird noch in §7 iiber Projektive Geometrie die Rede sein.

4 Bilinearformen und Hauptachsentransformation

Zuriick zu den Bilinearformen aus §1: Es sind bilineare Abbildungen [, | : V xV — K
von Vektorrdaumen V' in ihren Grundkorper K. Wenn ay,...,a, Basis von V ist und
» eindeutig bestimmt, und

.....
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zwar — wenn wir x € V' als Spaltenvektor xia; + ...+ x,a, mit korrespondierender Zeile
2T = (z1,...,x,) schreiben — in der Form

[z,y] = 2" By.

Die Bilinearform ist symmetrisch, wenn |x,y] = [y,z]| fir alle z,y € V ist. Symmetrie
liegt genau dann vor, wenn die Matrix B = BT symmetrisch ist.

Voraussetzungen: Von nun an werden wir hier meistens K = R, V = R" voraussetzen
und annehmen, dass [, | symmetrische Bilinearform ist. Auflerdem sei mit (, ) das eu-
klidische Skalarprodukt in Standardform bezeichnet. Was haben B und das Skalarprodukt
miteinander zu tun?

Satz 4.1 a) Zu [, ] existiert eine lineare Abbildung ¢ : V — V mit

[2,y] = (z,0(y) = (p(x),y) Vr,yeV.

Ein ¢ € EndV mit (z,¢(y)) = (e(x),y) heifit ,,selbstadjungiert”.
b) Umgekehrt definiert jede selbstadjungierte Abbildung ¢ € End V' durch [z,y] := (x, p(y))
eine symmetrische Bilinearform.

Beweis mit ¢(y) := By und {p(x),y) = (Bx)Ty =2"BTy. O

Der néchste Satz ist unter den Namen Hauptachsentransformation bekannt (wird im néchsten
Kapitel erklart, warum) oder als Spektralsatz (wegen seiner Anwendungen in Funktional-
analysis und Quantenmechanik, aber , das ist ein weites Feld, Luise”).

Satz 4.2 a) Zu jedem selbstadjungierten o € EndV  gibt es eine Orthonormalbasis von V
aus Figenvektoren von o . Insbesondere ist ¢ diagonalisierbar.

b) Zu jeder symmetrischen Bilinearform [, | auf V' gibt es eine Orthonormalbasis a;
(i=1,...,n) von V mit [a;,a;] =0Vi#j.

c) Jede symmetrische reelle Matriz in R"*™ ist diagonalisierbar und hat reelle Figenwerte.

Beweis. a) = b), denn Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten A # p sind orthogonal:
p(a) =Xa und p(b) =pub =

pa,b) = (a, p(b)) = (p(a), b) = Ma,b) = (a,b) =0.

Zu jedem einzelnen Eigenraum liefert eine beliebige Basis eine Darstellung von ¢ durch
eine Diagonalmatrix, also kann man auch eine Orthonormalbasis nehmen.

b) = ¢): Wechsel der Orthonormalbasis des R™ heifit Ubergang von y € R zu Cy mit
einem C € O, . Bekanntlich ist CT = C'~! | also kénnen wir mit [z, y] = 27 By die Aussage
b) umformulieren in: Es existiert eine Diagonalmatrix D und ein C' € O,, mit

(Cx)"BCy = 27CT"BCy = 2" Dy
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fir D = C~!'BC, also sind D und B dhnlich.

Der Beweis von a) ist klar fiir n = 1 und ebenso fiir B = 0 (Nullmatrix, also [, ] =0). Hat
man einen Eigenvektor v von ¢ gefunden, dann ist [, | auch symmetrische Bilinearform
auf dem Orthogonalraum

vt = {z € R"| (v,z) =0}

der Dimension n — 1. Es geniigt also, fiir ¢ einen Eigenvektor zu finden und dann In-
duktion iiber die Dimension anzuwenden. Dazu lassen wir fiir einen Augenblick die reelle
symmetrische Matrix B auf dem C™ anstelle des R™ operieren; dann wissen wir immerhin,
dass ein (einstweilen leider) komplexer Eigenwert A\ = £ + in existiert (Fundamentalsatz
der Algebra). Es geniigt dann, n = 0 zu zeigen. Sei = + iy, z,y € R", ein zu A gehoriger
Eigenvektor, also

B(x +iy) = (§ +in)(z + iy) = o — ny + i(nz + §y)
bzw.
Br =&x—ny und By =nz+ &y,
folglich
0= (z, By) — (Bx,y) = n(|[z|[* + [[y|*)
und somit 7 =0, A = & reell.

5 Quadratische Formen. Kegelschnitte

Definition 5.1 und viele Bemerkungen. Fine ,,Quadrik” ist die Nullstellenmenge aller
r:=(x1,...,2,)" € R" mit der Eigenschaft

p(z) = Zaiﬁi%‘ + Zbﬂz‘ +c¢c=0.

i i=1

Der R™ wird also als affiner Punktraum betrachtet (wird in §7 verallgemeinert werden)
und ldsst sich fiir viele Fragen durch K™ ersetzen. fiir allgemeinere Polynome entsteht eine
,,algebraische Hyperfliche”, Objekt der ,,algebraischen Geometrie”. O.B.d.A. darf man fir
alle Indizes i, j voraussetzen, dass a;; = aj; ist, also

p(z) = 2TAzx + bz + ¢

schreiben mit einem Spaltenvektor b € R™ und einer symmetrischen Matriz A € R™*™.
Ferner setzen wir A # 0 voraus, da man sonst eine affine Hyperebene erhielte. Der Haupt-
bestandteil von p ist also die ,,quadratische Form” [z, z| , welche zu der durch A definierten

symmetrischen Bilinearform [, | gehort. Vermdge einer Hauptachsentransformation (Satz
4.2) durch eine orthogonale Matriz M diirfen wir darum annehmen, dass A eine Diagonal-
matric [y, ..., ap, —Qpit,- .. —Apiq, 0,...,0] ist; Schreibweise: In der eckigen Klammer
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stehen die Diagonalelemente der Matriz, auflerhalb der Diagonalen stehen in der Matriz
nur Nullen. Man darf also voraussetzen, dass das quadratische Polynom von der Form

p+q

= iaix? — Zaix? + Zb@-xi + c
1

p+1

ist, dabet alle a; > 0. Die Gestalt dieser Koeffizienten a;, b;,c hdngt sehr vom gewdhlten
Koordinatensystem ab (was wir gleich ausnutzen werden, um p noch weiter zu vereinfachen,
nicht aber die Anzahlen p und q ; das sagt der ,, Tragheitssatz” von SYLVESTER, den wir hier
nicht beweisen). Fir i < p+q erreicht man sogar b; = 0 durch eine geeignete Translation,

elementarer: durch ,,quadratische Ergdnzung”, fir a; > 0 probiere man x; = &; — QZZ
0

Gewisse Entartungsfille werden wir kiinftig ausschliefen, namlich

1) wenn p(z) =0 keine Lésung hat, z.B. fiir 22 +¢y*+1=0,

2) wenn p(z) = 0 nur einen Losungspunkt hat wie z.B. 22 + y* = 0, oder

3) wenn p(x) = li(x) - lo(z) fiir zwei lineare Polynome [y, ly. Dann heifit die Quadrik
reduzibel und ist Vereinigung der beiden affinen Hyperebenen [;(x) =0,7=1,2.

Léasst man iiber die euklidischen Bewegungen hinaus auch noch affine Transformationen
zu, nadmlich

ja_ fir i<p+q baw. ij% fir j>pta.b#0,

xT; =

so werden alle Koeffizienten der Gleichung p(xz) = 0 zu 0 oder 1. fiir p+¢q <n,ein b; #0,
kann man durch Translation auch noch ¢ = 0 erreichen, sonst — via Multiplikation der
Gleichung mit 1/¢ — immerhin noch ¢ = 1. Bleiben fiir n = 2, also in der euklidischen
Ebene, noch die folgenden Fille iibrig.

1. ,,Ellipse” z—z + Z—; = 1, affines Bild des Kreises 22 +9% =1.

2. ,,Hyperbel” “Z—; — ¥ =1, affin normierbar auf 2% —y? =1.

3. Im Fall p+¢=1<n =2 oben erhiilt man die ,,Parabel” 22 =y .

Es handelt sich um die sogenannten ,,Kegelschnitte”’; sie entstehen durch Schnitte des
Kreiskegels K : z7 + 3 = 23 mit einer Ebene E C R?. Dabei kann E N K entartet
sein — wenn 0 € E — oder aber genau eine Kurve der oben genannten Arten ergeben. In
der hier gefundenen Normierung ist die y—Achse Symmetrieachse der Parabel und beide
Koordinatenachsen Symmetrieachsen von Ellipse und Hyperbel, daher der Name ,, Haupt-
achsentransformation” fiir das wichtigste Werkzeug dieser Normierung.

Kegelschnitte treten in der Natur auf als Bahnkurven von Himmelskérpern (1. KEP-
LERsches Gesetz) und haben viele geometrisch oder sogar technisch interessante Eigen-
schaften (z.B. Parabolspiegel). Wihlt man die Zeichenebene senkrecht zur Schnittebene
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Ellipse
Parabel

Hyperbel mit "Asymptoten”

Abbildung 11: Kegelschnitte

K

Abbildung 12: Kegel

E | so sicht man im Aufriss, dass es genau zwei Kugeln (die DANDELINschen Kugeln) gibt,
welche K in einer Kreislinie x; und die Ebene E in je einem ,,Brennpunkt’ F) bzw. F
beriihren; bei der Parabel ist es nur eine Kugel und nur ein Punkt F'. Dann gelten u.a. die
folgenden Sétze.

Satz 5.1 Die Differenz der Abstinde |PFy|—|PFy| ist fiir jeden Hyperbelpunkt P dieselbe.
Satz 5.2 Die Summe der Abstinde |PFy|+ |PFy| ist fir jeden Ellipsenpunkt P dieselbe.

Man nutzt dabei jeweils aus, dass |PF;| = Distanz von P zum jeweiligen Beriihrkreis x;
ist und dass die fragliche Differenz bzw. Summe gerade die Distanz von k1 zu ko ist. O

Satz 5.3 fiir alle Hyperbel- bzw. Ellipsenpunkte werden die Winkel zwischen den beiden
Geraden F\P und Fy P von der Tangente und der Normale durch P halbiert. O
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Abbildung 13: Dandelin’sche Kugeln

Satz 5.4 Zur Parabel gibt es eine ,,Leitlinie” [ mit der Eigenschaft, dass fiir alle Parabel-
punkte P die Entfernungen zu l und zu F gleich sind. O

Auch zu Satz 5.3 gibt es ein Analogon fiir die Parabel: Lichtstrahlen, die parallel zur
Symmetrieachse in die Parabel einfallen, werden von der Parabel in den Brennpunkt F
gespiegelt.

6 Der Dualraum

Erinnerung. V sei ein K—Vektorraum. Eine ,,Linearform” f :V — K ist eine lineare
Abbildung in den Grundkérper. Mit Wahl einer Basis vy,...,v, von V und der Basis 1
von K lésst sich f schreiben als

T

f(ac):f(xlvl+...+xnvn):xlf(vl)+...+xnf(vn):Zaixi:(al,...,an) o,
i T,

wenn die a; := f(v;) bezeichnen und wir x mit dem Spaltenvektor (zi,...,z,)? seiner

Koordinaten beziiglich der gewéhlten Basis identifizieren. Offensichtlich ist der

Satz 6.1 Die Linearformen auf V bilden beziiglich punktweiser Addition und Multiplika-
tion mit Skalaren einen K—Vektorraum V*. Wenn dimV =n < oo, kann man ihn durch
Basiswahl in V' mit dem Vektorraum K™ der 1-zeiligen und n—spaltigen Matrizen iden-
tifizieren. Insbesondere ist

dimV* = dimV = V=V,
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Der Isomorphismus hdngt allerdings von der Basiswahl ab. O

Definition 6.1 V* heifit der ,,Dualraum” zu V', die Linearformen vf := (0,...,0,1,0,...,0) :
vj — 0;; bilden die zu den v; ,,duale Basis”.

Bemerkung. Klar, dass dann auch V** =2 V ist. Dieser Isomorphismus lésst sich aber
sogar basisunabhéngig wihlen (,,kanonisch”), ndmlich so: Jedes = € V definiert eine
lineare Abbildung — ein Element von V** — vermoge der Auswertungsabbildung

r: VI=-K : fw f(x).

Fiir alle x betrachtet, ergibt sich dadurch eine Abbildung V' — V**  von der man leicht
zeigen kann, dass sie linear und injektiv ist. Surjektiv ist sie leider nur bei endlicher Di-
mension!

Fiir endlichdimensionale euklidische Vektorrdume liefert auch das Skalarprodukt eine Iden-
tifikation von V' mit V*  namlich jedes y € V' ergibt eine lineare Abbildung

(y, ) » x> (y,r) €R,

und zwar genau eine, denn (y;, ) = (y2, ) < Y1 = Yo ; warum wohl?

Satz 6.2 Sei F':V — W eine lineare Abbildung von K—Vektorrdumen. Dann wird durch
f — foF eine lineare Abbildung F* : W* — V* definiert, die zu F ,adjungierte
Abbildung” mit den Figenschaften

— (FoG)*=G*o F* fiir alle linearen Abbildungen G :U — V', und mit

— F* =F, wenn dimV < oo .

Wird zu den Basen B,C wvon V bzw. W die entsprechende duale Basis von V* und W*
gewdhlt, und wenn M =g Mc(F') die Matriz von F in diesen Basen ist, dann wird F* in
den dualen Basen durch M dargestellt.

Beweisvon (FoG)* = G*oF* einfach durch Nachrechnen — oder bei geeigneter Basiswahl
mit Hilfe von (MN)T = NTMT | denn bei Verwendung der dualen Basis fiir V* und W*
schreibt sich wie oben f € W* als f(z) = (ay,...,an)r = a’z, d.h. mit = F(y) = My
wird

F(f)ly) = f(Fy) =a"My=(M"a)'y =
f— F*(f) wird beschrieben durch a — MTa. Ebenso folgt F** =F. O

Definition 6.2 Sei U Untervektorraum des K —Vektorraums V . Dann sei
U ={feV"| flo)=0VvelU}

(manchmal auch etwas irrefihrend mit UL bezeichnet).
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Satz 6.3 Sei V ein K—Vektorraum der Dimension n . Fir alle Untervektorriume U,U" C
V' sind Uy, U] Untervektorrdiume von V* mit

1. dimUy=n—dimU
Up=UCV*=V
(U+U")o=UsNU
(UNU)y=Uy+Uj

S

UcU & UyDUj.

Beweis. 5) ist evident. 1) folgt z.B. durch geschickte Basiswahl: Man ergéinze eine Basis

€1,...,¢e von U durch e,,q,...,e, zu einer Basis von V', dann bilden ey ,,..., e} eine
Basis von Uy .
2) Entsprechend ist dann e, ..., e, wiederum eine Basis von Uy .

3) und 4) : Ubungsaufgabe. O

Durch Vertauschen von Vektorraum und Dualraum folgt darum eine wichtige ,,Meta—
Aussage”, namlich das ,, Dualititsprinzip der linearen Algebra”

Satz 6.4 Aus jedem Satz iiber endlichdimensionale K—Vektorrdume, der mit ,,+”7 , ,,C”
und ,,N” und Dimensionen formuliert ist, folgt ein weiterer Satz durch Vertauschung von
4+ und ,,N7", von ,,C”7 und ,,D7 und Ubergang zu den jeweiligen Codimensionen. O

7 Projektive Geometrie

Definition 7.1 Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n+ 1. Auf V\{0} sei durch
r~y & dre KT x=ry

eine Aquivalenzrelation definiert. Die Menge der Aquivalenzklassen [x] = K*x bildet

]
die Punktmenge des n—-dimensionalen projektiven Raumes P"(K) = P(V). Geraden im
P"(K) sind die Mengen

g = {l]eP(V) | 2 G\{0}},

wenn G ein 2-dimensionaler (!) Untervektorraum von V ist. Entsprechend bestehen pro-
jektive Unterrdume der Dimension m aus den Punkten [x] mit © € U, x # 0, fir die U
ein Untervektorraum in V von Dimension m + 1 1ist.

22



A

/ X=X} Xp)
Abbildung 14: Affiner Unterraum eines projektiven Raums

Veranschaulichung. Sei A = A(K™) der n-dimensionale affine Raum, eingebettet in
den K™ vermoge
(X1, xn) = (Lixg, .o xy) .

Dann besitzt jeder Punkt von A genau einen Reprisentanten in P, und alle [zg, z1,...,2,] €
P liegen in A, wenn sie nur xy # 0 erfiillen, denn dann sind sie ebenso reprisentiert von
(1, %, ceey i—z) . Was zu A neu hinzukommt, sind jene [x] mit zo = 0, die Punkte am ,, Ho-
rizont” von A, auch ,,Fernpunkte” oder ,,unendlich ferne Punkte” genannt — von A aus
gesehen. Wir werden noch sehen, dass die neuen Punkte die Rolle von Schnittpunkten der
bisherigen affinen Parallelen {ibernehmen. Parallelen gibt es ndmlich nicht mehr in dieser

neuen Geometrie:

Satz 7.1 1) Zu je zwei Punkten A # B € P"(K) gibt es genau eine Verbindungsgerade
AVB=gCP,dh mit Acg, Beg.
2) Zwei Geraden g # h C P?(K) der projektiven Ebene haben genau einen Schnittpunkt.

Beweis. 1) Seien {(a), (b) die beiden eindimensionalen Unterriume des K" | die — nach
Entfernung des Nullvektors — die Punkte A, B ergeben. Wegen A # B sind a und b
linear unabhéingig, also ist (a,b) ein zweidimensionaler Unterraum des K™t (leider die
gleiche Notation wie das Skalarprodukt, zu dumm), und zwar der einzige, welcher a und b
enthilt. Er definiert also eine eindeutig bestimmte Verbindungsgerade von A und B.

2) G und H seien die beiden 2-dimensionalen Unterrdume des K?, welche die Geraden g
und h definieren.

g#h=G#H = G+H=K®= dm(GNH)=dimG+dimH —dimK’ =1 =

G N H definiert genau einen Punkt in P?(K), natiirlich in g und h gelegen. O

Satz 7.2 Zu jeder projektiven Hyperebene H C P"(K) , also mit dim H =n — 1, bildet
A :=P"(K)\H einen affinen Raum der Dimension n .
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Beweis am einfachsten durch einen geschickten Koordinatenwechsel: H wird durch eine
homogene lineare Gleichung

ap To
n

ai z1
E wri=a'r=0, a= , , T = , e K"t
5 : :

Qnp, Tn

definiert, a # 0. Man wihle also einfach eine lineare Abbildung K™™' — K"l : 2
Mz =1y, y*' = (yo,y1,...), mit a® als erster Zeile von M . Dann wird H durch y, = 0
definiert, auf P"\H darf man also wie oben die Normierung yo = 1 vornehmen.

Definition 7.2 Die x; in [xg,...,z,]| heiflen ,,homogene Koordinaten”. Sie sind nur bis
auf gemeinsame Vielfache eindeutig durch den Punkt [x] bestimmt. Jedes M € GL,,11(K)
definiert eine ,,projektive lineare Abbildung”. Diese hat genau dann die gleiche Wirkung
wie M’ € GLyy1(K), wenn M = rM' ist mit einem r € K*. Die Gruppe GL,;1(K)
modulo dem Normalteiler der skalaren Vielfachen der Einheitsmatrix besitzt eine wohldefi-

nierte Gruppenstruktur und wird darum als ,,projektive lineare Gruppe” PGL,,1(K) fir
P"(K) bezeichnet.

Satz 7.3 Die Wirkung einer projektiven linearen Abbildung auf den affinen Unterrdumen

kann als Kombination einer affinen Abbildung mit einer Zentralprojektion beschrieben wer-
den.

A

A
Abbildung 15: Zwei affine Unterrdume im P”

Beweis. M bildet den affinen Teilraum A in einen anderen affinen Teilraum M (A) ab.
Will man die Auswirkung auf A selbst studieren, muss man dann alle Représentanten in
M (A) durch Reprisentanten in A ersetzen (soweit moglich, s.u.); geometrisch ist das eine
Zentralprojektion mit Zentrum 0 von M(A) auf A. O

Vorsicht: Die Zentralprojektion ist keine Abbildung im {iiblichen Sinn, denn es gibt i.a.
Punkte in M(A), welche von A aus gesehen am Horizont liegen, die also bei der Zen-
tralprojektion keinen Bildpunkt haben, und ebenso kann es Punkte in A geben, die kein
Urbild in M (A) haben, weil sie fiir M(A) zu den Fernpunkten gehoren.
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Satz 7.4 Zentralprojektionen lassen selbst fiir K = R i.a. weder Ldngen noch Winkel
noch Ldangenverhdltnisse fest, wohl aber das ,,Doppelverhéltnis”

P P3| [ PP
[PLPy| [Py
von vier Punkten Py, ..., P, auf einer Geraden.

Abbildung 16: Invarianz des Doppelverhéltnisses

In der Formulierung tun wir stillschweigend so, als wire K = R und sowohl die Punkte
wie die Bildpunkte auf dem affinen Teil einer Geraden gelegen, den wir dann in der {iblichen
Weise mit einer euklidischen Metrik versehen konnen. Beides lédsst sich vermeiden, indem
man etwa den Horizont so legt, dass kein P; und keines seiner Bilder unendlich ferner Punkt
wird, und die Langen mag man ersetzen, indem man den affinen Teil der Geraden mit K
identifiziert und die Léngen einfach durch Differenzen in K .

Fiir den Beweis beschranken wir und auf den Fall K = R und nehmen an, dass die
vier Punkte auf (dem endlichen Teil) einer Geraden g liegen, der das Zentrum 0 der Zen-
tralprojektion natiirlich nicht enthélt. Mit o;; sei der Winkel ZP,0F; bezeichnet, mit ~;
der Winkel Z0P;F;, also der Winkel zwischen der Gerade g und dem Projektionsstrahl
0F;. Léangen und Winkel sind also gemeint in einer euklidischen Ebene, welche 0 und g
enthiilt; in diesem Sinne sei auch ¢; := [0F;|. Wir wenden jetzt auf alle Dreiecke 0P;P;
den Sinussatz der Elementargeometrie an und erhalten z.B.

|\PLPs| cs |\PLPyl

sin(agz)  sin(yy)  sin(a)  sin(y)

In ihrem Quotient kiirzt sich sin(;) weg; macht man dasselbe fiir P, anstelle von P; und
bildet das Doppelverhiltnis, kiirzen sich auch noch cs3, ¢, weg, das Doppelverhéltnis wird
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zu
sin(aiz)  sin(ogs)

sin(agy)  sin(agy)
héngt darum nur noch von den Richtungen der Projektionsstrahlen, nicht mehr von der La-

ge von g ab. Klar, dass dann die Bildpunkte auf der Geraden h das gleiche Doppelverhéltnis
besitzen. O

Exkurs in die geometrische Axiomatik. Man kann affine Ebenen axiomatisch beschrei-
ben durch Vorgabe einer Punktmenge P, einer Menge G von nichtleeren Geraden g C P
und einer |, Inzidenzrelation” P € g, welche die folgenden Axiome erfiillt.

1) Verbindungsaxiom: Zu je zwei P # @ € P gibt es genau ein PV Q =: g € G mit
PQeg.

2A) Vge G, VP € P gibt es genau ein h € G mit P € h und h =g oder hNg=10,
kurz h||g geschrieben (,,parallel’ zu g).

3) Reichhaltigkeitsaxiom: Es gibt vier Punkte ,,in allgemeiner Lage”, d.h. so dass keine
drei unter ihnen auf einer Geraden liegen (,,kollinear” sind).

Man iiberlege sich, dass schon auf Grund dieser Axiome die Parallelitiit eine Aquivalenz-
relation auf der Geradenmenge definiert.

Um stattdessen projektive Ebenen zu beschreiben, ersetzen wir einfach nur das Paralle-
lenaxiom 2A) durch

2P) Vg # h € G gibt es genau einen Schnittpunkt P € gNh.

Man beachte: 1), 2P) und 3) sind fiir alle P?(K) erfiillt. 1) und 2P) sind in folgendem
Sinne dual zueinander.

Satz 7.5 Was man aus dem Aziomensystem 1), 2P), 3) fir Punkte, Geraden und Inzi-
denz € beweisen kann, bleibt giiltig, wenn man diese Begriffe jeweils ersetzt durch Geraden,
Punkte und Inzidenz > . Bei dieser Ersetzung werden die Begriffe ,, Verbindungsgerade”
und ,,Schnittpunkt” vertauscht.

Dies gilt nicht nur fir die aziomatischen projektiven Ebenen, sondern ebenso fiir alle pro-
jektiven Ebenen P2(K) iiber Korpern.

Der Beweis des ersten Teils folgt direkt aus der Formulierung der Axiome, der zweite
Teil ist unmittelbare Konsequenz des Dualitétsprinzips der Linearen Algebra (Satz 6.4).
Man beachte dazu, dass Punkte der projektiven Ebene im wesentlichen 1-dimensionale
Unterrdume von K?, Geraden im wesentlichen 2-dimensionale Unterrdume sind. O

Das néchste Kapitel wird den Nutzen dieses Dualitétssatzes verdeutlichen, zunéchst soll
der Zusammenhang zwischen projektiver und affiner Geometrie aber noch an zwei Punkten
erldutert werden.

Satz 7.6 a) Entfernt man aus der projektiven Ebene P eine Gerade u, so entsteht eine
affine Ebene. In dieser sind zwei Geraden g und h parallel, wenn sie thren Schnittpunkt in
einem Punkt P € u hatten.

26



b) Gegeben eine affine Ebene A . Zu jeder Aquivalenzklasse [h] paralleler Geraden (also der
Parallelenschar von h ) definiert man sich einen neuen ,,unendlich fernen” Punkt [h] sowie

eine neue Gerade H := {[h] | h € G} . Dann bilden
PU{[h] | he G} die Punktmenge und GU{H} die Geradenmenge

einer projektiven Ebene.
Der Beweis ergibt sich direkt durch Vergleich der Axiomensysteme. O

Satz 7.7 Die Kegelschnitte Ellipse, Parabel, Hyperbel sind affine Teilkurven der gleichen
projektiven Kurve im P?*(R) . Sie entstehen durch Zentralprojektion auseinander.

K

AEH

APar

K

AHyp

Abbildung 17: Drei affine Teilrdiume des P?

Zum Beweis kann man zunéchst an die geometrische Einsicht appellieren: Der Kegel

72 + 23 = 23 im R3 ist durch eine homogene Gleichung definiert und liefert darum eine
wohldefinierte Punktmenge im P?(R) (Ubungsaufgabe!), genauer eine projektive Quadrik.
Affine Teilkurven dieser Quadrik sind einfach Schnitte mit affinen Ebenen, die man auf ver-
schiedene Weise in den P? legen kann, d.h. indem man zweidimensionale affine Unterrdume
im R? auszeichnet, welche allerdings den Nullpunkt nicht enthalten diirfen. Mit anderen
Worten hat man den Kegel zu schneiden mit Ebenen, die nicht durch 0 gehen, und genau
das liefert bekanntlich alle Kegelschnitte. Diese verschiedenen affinen Teilkurven gehen —
genau wie verschiede affine Ebenen im P? — auseinander hervor durch Zentralprojektion
mit Zentrum 0. Dabei werden die verschiedenen Versionen der Kegelschnitte ineinander

iibergefiihrt. O

Rechnerisch sieht man sofort, dass die affine Ebene mit x5 = 1 auf einen Kreis fithrt und
jene mit x; = 1 auf eine Hyperbel. Wie erhélt man die Parabel?
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Es ist ganz aufschlussreich, sich zu iiberlegen, welche Punkte der projektiven Quadrik
fiir die jeweils gewihlte affine Ebene ,;im unendlichen” liegen. Die beiden Asymptoten
Ty = +x3 der Hyperbel z32 — 23 = 1 werden zu Tangenten in den beiden Horizontpunkten
(0,£1,1), wie man etwa in der anderen affinen Ebene z3 = 1 sieht, in der die Quadrik
den Kreis z? + 22 = 1 darstellt: Hier sind sie die Tangenten zo = +1.

8 Die Sitze von Desargues und Pappos

Satz 8.1 (,,Grofer Satz von DESARGUES”) Im P%(K) seien zwei Dreiecke ABC', A'B'C’
in ,,perspektiver Lage” gegeben, d.h. die Geraden AA', BB', CC" haben einen gemeinsa-
men Schnittpunkt P . Dann sind die drei Schnittpunkte L .= ABNA'B', M .= ACNA'C’
und N := BC N B'C' kollinear.

Abbildung 18: Grofler Satz von Desargues

Beweis 1 . Man wihle eine Horizontgerade u so aus, dass alle Punkte im endlichen A C
P?(K) liegen, lese das Bild als Grundriss einer Dreickspyramide mit Spitze P, die von
zweil Ebenen E und E’ in zwei Dreiecken geschnitten wird. E N E’ ist eine Gerade und
muss die drei Schnittpunkte M, L, N enthalten.

Beweis 2 . Die Aussage des Satzes ist invariant gegen Projektivititen, d.h. inzidenzerhal-
tenden Abbildungen P? — P? | das sind insbesondere die schon besprochenen projektiv—
linearen Abbildungen. Wir kénnen eine Horizontgerade u also als Verbindungsgerade von
M und L wihlen; fir A :=P?(K)\ u bedeutet das AC||A'C" und AB||A'B’. Zu zeigen
bleibt (BV C)N (B'VC') =N € u, in A also BC||B'C". Diese Aussage folgt z.B. aus
den Strahlensétzen oder vektoriell. O

Folgerung. Legt man das Perspektiv—Zentrum P ins Unendliche, so ergibt sich im Affinen
der ,,kleine Satz von DESARGUES”: Wenn AA’||BB'||CC", dann sind die drei Schnittpunk-
te L:=ABNA'B", M :=ACNAC" und N := BC N B'C' kollinear.
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Abbildung 19: Beweis 2

Abbildung 20: Kleiner Satz des Desargues

Dualisierung des grofien Desargues vermoge Satz 7.5 ergibt die folgende Umkehrung.

Satz 8.2 Gegeben eine Gerade z , darauf drei Punkte, in denen sich jeweils die Geraden
a,a’ bzw. b,b bzw. ¢, treffen. Dann treffen sich die drei Verbindungsgeraden

(anb)V(dNt) , (anc)Vvidnd) , (bneVv ' Nd)

i einem Punkt. O

Satz 8.3 ( PAPPOS ) Auf den Geraden g # ¢ des P*(K) seien zwei Punktetripel ABC
bzw. A'B'C" gelegen. Dann sind die drei Schnittpunkte

AB'NAB , BC'NnB'C , AC'nAC
kollinear.

Beweis. Sei u die Verbindungsgerade der beiden Schnittpunkte AB'NA’B und BC'NB'C'.
Entfernen wir u aus der projektiven Ebene, bleibt eine affine Ebene A iibrig, in der
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Abbildung 21: Satz des Pappos

AB'||A’B, BC'||B'C' ist; zu zeigen ist dann AC’||A’C'. Wenn in A die beiden Geraden
parallel sind, ist der Satz dann der kleine Satz des Pappos, leicht zu beweisen durch Trans-
lation langs der Richtung von ¢ bzw. ¢'. Setzen wir also voraus, dass g N ¢ € A liegt
und identifizieren diesen Schnittpunkt mit dem Nullpunkt 0 des K2, A und C’ mit den
beiden Basisvektoren v,w € K?. Genauso identifizieren wir B mit tv und B’ mit sw,
dabei t,s € K und # 0, 1. Die Voraussetzung AB'||A'B, A’ € ¢’ ist dann dquivalent zu
A" = tsw und die Voraussetzung BC'||B'C', C' € g bedeutet C = stv. Wegen st = ts
folgt daraus mit C' — A" = st(A — C") die gewunschte Parallelitdat. O

Wie wir noch sehen werden, ist die unscheinbare Eigenschaft ,, Kommutativitat” tatséchlich
ein Schliissel zum Satz von Pappos. Der Satz des Desargues hingegen bleibt auch dann
giiltig, wenn K nur ein ,,Schiefkorper” ist, in dem die Kommutativitat der Multiplikation
nicht notwendig richtig ist; Beispiel dafiir sind die HAMILTONschen Quaternionen.
Zunéchst aber noch zwei Ergénzungen zum Satz des Pappos. Die erste ist seine Dualisierung
vermoge des Satzes 7.5, die zweite eine Verallgemeinerung auf Kegelschnitte, die wir hier
allerdings nicht beweisen werden — man erinnere sich daran, dass zwei sich schneidende
Geraden eigentlich ein entarteter Kegelschnitt sind.

P hegt auf einer unendlich fernen Geraden

Abbildung 22: Satz von Brianchon
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Satz 8.4 ( BRIANCHON ) Gegeben zwei Punkte P, P’ € P*(K) und zwei Geradenbiischel
a,b,c bzw. a',b',c durch P bzw. P'. Dann verlaufen die drei Verbindungsgeraden

l:i=(anb)Vv(dnb) , m:=(and)Vv(dne , n:=(0BN)V ¥ Nc)

durch einen Punkt. O

Satz 8.5 ( PASCAL ) Die Aussage des Satzes von PAPPOS gilt ebenso fiir je sechs Punkte
A A, B,B',C,C" auf einem Kegelschnitt. O

Abbildung 23: Satz von Pappos—Pascal

9 Axiomatik und Koordinateneinfiihrung: ein Bericht

Die ,,Grundlagen der Geometrie” behandeln das Problem, ein Axiomensystem fiir die
Geometrie zu finden, aus dem sich alle geometrischen Aussagen ableiten lassen. Insbeson-
dere mochte man daran erkennen kénnen, dass man sich in der vertrauten Geometrie z.B.
des A%(K) befindet. M.a.W. sollte die Existenz und das genaue Aussehen eines Koordina-
tenkorpers aus den Axiomen der Geometrie folgen. Was lésst sich z.B. aus den Axiomen 1),
3), 2A) bzw. 2P) (vgl §7) fiir die Ebene herleiten? Beispiele einiger Aussagen fiir endliche
Ebenen:

Satz 9.1 1) Alle Geraden besitzen gleich viele Punkte (n im affinen, n+ 1 im projektiven
Fall. n heifit in beiden Fdallen die ,,Ordnung” der Ebene).

2) Jeder Punkt inzidiert mit n + 1 Geraden.

3) Die affine Ebene besteht aus n?, die projektive aus n® +n+ 1 Punkten.

4) Im A? besteht jede Parallelenschar aus n Geraden.
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Bemerkungen. a) Die endlichen Ebenen lésen ein Problem der Kombinatorik, ndmlich
die Konstruktion von 2 — (s, k, 1)—,,Blockplinen”, d.h. von s—elementigen Mengen E mit
einem System von k—elementigen Untermengen g C F, den ,,Blicken” (hier: Geraden),
welche der folgenden Eigenschaft geniigen: Je 2 Elemente P # () € E liegen in genau
einem Block ¢ C E. Hier wire also s =n?, k=n bzw. s=n>+n+1, k=n+1.
Andere Anwendungen sind z.B. die Konstruktion ,,orthogonaler lateinischer Quadrate”
oder die Konstruktion irrtumskorrigierender Codes.

b) fiir welche n € N gibt es also Ebenen der Ordnung n ? Jedenfalls fiir Primzahlpotenzen
n = p°, weil zu jedem solchen p° ein endlicher Korper F mit genau p® Elementen existiert,
bis auf Isomorphie sogar genau einer! ( < Algebra). Gibt es also Ebenen anderer Ordnung
n # Primzahlpotenz? Bis heute ist keine bekannt, und man vermutet, dass es keine gibt,
aber bewiesen ist das bisher nur fiir spezielle Klassen natiirlicher Zahlen. Die Ordnungen
n = 6 und 10 treten jedenfalls nicht auf, aber insbesondere fiir 10 ist das extrem schwer
zu beweisen.

Problem: Aus den bisherigen Axiomen gelingt es nicht, einen Koordinatenkorper K zu er-
schlieBen, fiir den z.B. £ = A%(K) wiire.

Grund: In einer solchen Ebene wiirden die Sétze von DESARGUES und PAPPOS gelten,
und diese kann man aus den bisherigen Axiomen nicht ableiten. Es gibt ndmlich Model-
le fiir diese Axiomensysteme, in denen DESARGUES und PAPPOS nicht richtig sind (die
MourToN-Ebene), und es ist darum kein Wunder, wenn DESARGUES und PAPPOS bei
der Konstruktion von Koordinaten eine wesentliche Rolle spielen. Wir wollen im folgenden
einige wenige wichtige Schritte dieser Konstruktion nachvollziehen.

1. Akt: Wie stellt man die additive Gruppe (K, +) des Korpers aus der Geometrie der
affinen Ebene A her? Die Gruppe sollte isomorph zur Gruppe der Translationen von A
in einer Richtung werden, d.h. einer Bewegungsgruppe, welche die Geraden einer Paral-
lelenschar fixiert. Auf jeder dieser Geraden sollte eine Bijektion { Punkte } <+ K
existieren, 0.B.d.A. dabei die 0 jeweils auf einer Geraden gq, welche die Parallelenschar
schneidet.

& & gt 8
Abbildung 24: Kleiner Desargues: Translationsgruppe
Man bezeichne zunéchst die Punktmenge einer Geraden h; der Parallelenschar mit K,
ziehe fiir jedes s € K dann eine Parallele g, zu gy durch den richtigen Punkt auf Ay,

um eine Bijektion per Schnitt mit g mit den Punktmengen aller anderen Geraden der
Parallelenschar herzustellen. Eine wohldefinierte Addition (s,t) — s+t ergibt sich durch
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das in der Zeichnung skizzierte Verfahren: Sei (go N h1) V (g N he) =: a, wihle dazu die
Parallele a’ durch g,Nh; und schneide a’Nhy , dann miisste der Schnitt auf g, liegen. Diese
Konstruktion bestimmt gs,; eindeutig nach Axiom 2A), ist aber nur dann wohldefiniert,
wenn sie nicht von der Auswahl von hy abhéngt. Testet man die Konstruktion an einer
dritten Parallelen hs||hs||h1, so sieht man, dass sie genau dann auf die gleiche Parallele
von ¢ fiihrt, wenn der kleine Satz von DESARGUES richtig ist.

2.Akt: Wie fiihrt man eine Multiplikation auf K ein? Man zeichne zwei Koordinatenachsen
aus, benutze die gefundene Bijektion auf beiden mit 0 im Schnittpunkt der beiden Achsen
und einem Element # 0 aus K, das die Rolle der 1 iibernehmen soll. Dann muss die
Konstruktion der Multiplikation (s,t) — st wie in der Skizze vorgenommen werden, die
durch den Strahlensatz nahegelegt wird.

0o K
=/

Abbildung 25: Grofler Desargues: Existenz der Multiplikation

Diese Konstruktion darf aber nicht von der Auswahl der Achsen abhidngen. Wie das Bild
nahelegt, tut sie das genau dann nicht, wenn der grofle Satz von DESARGUES fiir die
fragliche Geometrie richtig ist.

3. Akt: Ist die so konstruierte Multiplikation kommutativ? Offenbar dann, wenn in dieser
Konstruktion die Umkehrung der Konstruktions-Reihenfolge das Resultat nicht verdndert,
wenn also im néchsten Bild g||¢’ wird.

Abbildung 26: Pappos: Kommutativitéit der Multiplikation
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Nach Konstruktion ist A||h’ und k||k", also ist g||¢’ genau dann richtig, wenn in unsere
Geometrie der Satz von PAPPOS stimmt — was z.B. iiber echten Schiefkérpern wie den
HAMILTONschen Quaternionen nicht der Fall ist.

Diese drei Akte sind freilich nur Streiflichter auf dem sehr langen Weg von geometrisch—
axiomatischen Forderungen zur Konstruktion geeigneter Koordinatenbereiche. Immerhin
zeigen sie die interessante Wechselwirkung zwischen nichttrivialen geometrischen und star-
ken algebraischen Eigenschaften.

Merkwiirdigerweise ist geometrische Axiomatik in héheren Dimensionen wieder einfacher.
Man erinnere sich an den ersten Beweis des groflen Satzes von DESARGUES, der sich aus ei-
nem einfachen Projektionsargument ergab, weil die affine Ebene A als Teil einer rdumlichen
Geometrie aufgefasst werden konnte — was eben nicht immer der Fall ist.

Die hier beschriebenen Konstruktionen machen deutlich, warum die Satze von DESARGUES
und PAPPOS manchmal Schlieffungssdtze genannt werden. fithrt man die Konstruktionen
Schritt fiir Schritt durch, so kommt es am Ende immer darauf an, dass sich eine bestimmte
Figur wieder schliefit, indem z.B. eine am Ende konstruierte Parallele einen bereits zuvor
konstruierten Punkt trifft.

10 Nochmal Gruppen und Geometrien

Definition 10.1 und Bemerkungen. Eine ,,Projektivitit” ist eine Bijektion eines P"(K)
auf sich, die projektive Unterrdume auf projektive Unterrdume gleicher Dimension abbildet
und Inzidenzen erhdlt. Die Projektivititen bilden eine Gruppe, enthalten insbesondere die
schon erwdhnte ,,projektive lineare Gruppe” PGL,11(K) := GL,+1/K*E,11. Manchmal
enthdlt die PGLy,11(K) bereits alle Projektivititen, aber nicht immer: Sie konnen z.B. mit
echten Kérperautomorphismen wie der komplexen Konjugation auf K = C kombiniert
werden.

Wir beschréanken uns im folgenden auf die PGL, 1 (K).

Auf affinen Unterrdumen operiert sie nicht ,,wohldefiniert”, sondern als ,,gebrochen—lineare
Abbildung”. Sei etwa K = R und M € GL,;1(R) besitze die Zeilen mg,my,...,,m,,
dann operiert sie auf P"(R) D A"(R) vermoge

o mox 1 1

T mix 1 mix/moz
Me=M| =" = M| T = . ,

T myx Ty M/ mox

also nicht wohldefiniert auf den Punkten des A", in denen mox = 0 ist; diese werden auf
den Horizont abgebildet, das Phanomen haben wir schon bei der Zentralprojektion gesehen.
Wie vermeidet man dieses Problem? Man beschrinkt sich auf die ,,richtige” Untergruppe,
indem wir nur noch solche M zulassen, welche mgx = 0 nur auf der ,,unendlich fernen
Hyperebene” zy = 0 zulassen.
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Satz 10.1 (Affine Geometrie) Sei [U] C P"(K) eine n — 1-dimensionale Hyperebene
und A,(K) := {M € PGL,1(K) | M[U] = [U]} die ,,affine Gruppe” zu A™(K) =
P*(K)\[U]. Dann gilt

a) A (K) = GL,(K) x K™, wobei K™ der Normalteiler der Translationen auf A" <> K"
und GL,, die affinen Transformationen mit Fizpunkt O sind.

b) Invariant unter A, (K) bleiben Streckenverhiltnisse auf Geraden: Werden die Geraden
jeweils mit K parametrisiert, dann ist fiir drei Punkte zq, 29, z3 jeweils il:zi unabhdngig
von der Parametrisierung und invariant unter der affinen Gruppe.

Beweis. [U] sei 0.B.d:A. durch zy = 0 definiert, A"(K) wird dann also reprisentiert durch
alle

1 * 0 ... 0
I
_ = A (K) = . . mod K*E,,1 p =
T
10 0 )
by
= . M e GL,(K) , by,...,bp, e K ) =
: M
bn
Vg
10 ... 0 1 0 ... 0
0 by by
= _ M € GL,(K) } x . : c K"
. M : En b
0 b, n
operiert auf A™(K) vermoge
! Z1 x1 T+ by
— M : bzw. : > :
xTL ITL -/L‘n xn + bn

Klar, dass beide Faktoren Untergruppen sind, als Schnitt nur die Einheitsmatrix haben
(also das Einselement) und zusammen die ganze Gruppe erzeugen. Fehlt nur der Nach-
weis, dass der zweite Faktor ein Normalteiler ist. Das ergibt sich daraus, dass er Kern des
Gruppenhomomorphismus

An(K) — GL,(K) . — M
bn
ist. b) ist einfach nachzurechnen.

Ganz analog kann man verfahren, wenn man die affine Gruppe noch weiter einschrankt:
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Satz 10.2 (Euklidische Geometrie) Sei nun K = R und fir die (auf dem R™™ aqus-
geartete) Bilinearform (z,y) = 141 + ... + Ty Se€i

Eu(n) =AwtE={M € A,(R) C PGL,1(R) | (M(z), M(y)) = (x,y), M[U] = [U]} .

Dann ist Eu(n) = O,, x R™ mit der iblichen orthogonalen Gruppe und dem Normalteiler
T =R" der Translationen.

Satz 10.3 (Elliptische Geometrie) Sei K =R, n+1=3 und (z,y) = xoyo + x1y1 +
Toyo das Standard—Skalarprodukt. Dann st

EIl(2) = {M € PGLy(R) | (M(x), M(y)) = (x,4)} = O/ £ Es = PO

die Bewegungsgruppe der Einheitssphdre mit identifizierten Antipodenpunkten.

Geraden in dieser Geometrie sind Grofikreise auf der Kugel, natirlich unter der gleichen
Antipodenidentifikation. Die ibliche sphérische Geometrie ist eine 2-fache Uberlagerung
der elliptischen Geometrie.

Abbildung 27: Elliptische Ebene

Satz 10.4 (Hyperbolische Geometrie, Klein—Beltrami—Modell) Im R? sei die Bi-
linearform [x,y] = —xoyo + x1y1 + 22y2 gegeben (dabei [x,x] =0 auf einem Kegel, < 0 in
den beiden Komponenten seines Innern, > 0 auflen). Das Kegelinnere ergibt im P?(R) die
,,hyperbolische Ebene” H , reprisentiert durch die Punkte mit 1o =1 und z? + 23 < 1,
also dem Inneren des Einheitskreises, festgelassen durch die , hyperbolische Bewegungs-
gruppe”

Hyp (2) = AutH = {M € PGL3(R) | [Mz, My| = [x,y]} .

Geraden sind dafiir die Geradenabschnitte im Einheitskreis.

Das Parallelenaxiom gilt in dieser Geometrie nicht! Zur Einfiithrung einer hyperbolischen
Metrik bedenke man, dass das Doppelverhéltnis von vier Punkten invariant ist und dass
die hyperbolische Bewegungsgruppe die Kreislinie in sich iiberfiihrt. Es bietet sich also an,
die durch zwei Punkte z1, 29 € H definierte Gerade bis zu ihren Schnittpunkten zp, z3 mit
der Kreislinie zu verlangern und als Abstand

1 Z1 — 20 . Z9 — 20
og :
21— k3 k22— %3
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Abbildung 28: Hyperbolische Ebene, Klein—Beltrami-Modell

zu definieren mit irgendeiner verniinftigen Parametrisierung der Geraden durch reelle Zah-
len, z.B. mit Hilfe euklidischer Absténde. Den Logarithmus nimmt man, damit der Abstand
beim Aneinandersetzen von Strecken additiv wird, denn die Doppelverhéltnisse multipli-
zieren sich (ausprobieren!).

Es gibt noch ein anderes Modell fiir die hyperbolischen Ebenen, das auf POINCARE zuriick-
geht, welches ebenfalls die Kreisscheibe benutzt (oder als Alternative die obere Halbebene,
manchmal noch praktischer), in dem sich auch die Winkel bequem definieren lassen. Da es
sich weniger direkt aus der projektiven Geometrie ergibt und einige Erfahrung im Umgang
mit gebrochen—linearen Transformationen auf den komplexen Zahlen erfordert, sei es hier
ausgespart.
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