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Diophantische Approximationen

Teilweise basiert dieses Skriptum auf meiner gleichnamigen vierstiindigen Vorlesung vom
Winter 1995/96, damals freundlicherweise ausgearbeitet von zwei sehr fleifligen Studenten,
ROGER und MARC FISCHLIN, inzwischen arrivierte Mathematiker/Informatiker.
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1 Zwei Probleme aus der Astronomie

1.1 Huygens und das Planetarium

Huygens hatte 1682 ein automatisches Planetarium zu konstruieren. In einem Jahr mit 365
Tagen bewegt sich die Erde um einen Winkel 359°45'40”30" um die Sonne, Saturn um
einen Winkel 12°13'34”18"” . Ins Dezimalsystem umgerechnet, stehen die Winkelgeschwin-
digkeiten in einem Verhéiltnis
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das durch eine Zahnradiibersetzung in einem mechanischen Getriebe dargestellt werden

muss. Man koénnte hier ein Zahnradverhéltnis 2%1 = % nehmen, handelt sich damit aber
einem Fehler von 0,025, also 2,5% ein. Gibt es ein besseres Zahlenverhiltnis, ohne dass

man die Zahnrader unverhéltnisméfig kompliziert macht? In der Tat gibt
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ein viel genaueres Resultat — mit kleinerem Z&hler und Nenner. Wie hat Huygens dieses
gefunden?



1.2 Kalender

Die Umlaufzeit der Erde um die Sonne und die Drehung der Erde um ihre Achse sind
schlecht aufeinander abgestimmt: Das Sonnenjahr besteht aus 365 Tagen, 5 Stunden, 48
Minuten und 45,8 Sekunden, also etwa 365+ % Tagen. Eine erste Approximation besteht
also darin, dass man das Kalenderjahr immer mit 365 Tagen ausstattet; so wurde im alten
Agypten gerechnet. Damit nimmt man aber in Kauf, dass sich innerhalb von, sagen wir,
40 Jahren das Hochwasser des Nils — lebenswichtig fiir die Landwirtschaft — um bereits
10 Tage im Kalender verschiebt. In der Tat wurde der Zeitpunkt der Niliiberschwemmung
von den Astronomen immer neu bestimmt, und diese Angaben sind heute fiir Historiker

ein sehr wichtiges Datierungsinstrument.

Der néchste Schritt war eine Verbesserung des Kalenders, die durch Julius Caesar Gesetz
wurde: die Approximation des Sonnenjahrs durch 365 —i—% . Der Julianische Kalender tragt
dem Rechnung dadurch, dass alle vier Jahre ein weiterer Tag eingefiigt wird. Nun ist
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ein Unterschied, der in 100 Jahren auch schon wieder fast einen Tag ausmacht, der also
bis zum Jahr 1582 (Papst Gregor XIII) durch eine Verschiebung von Jahreszeiten deutlich

spiirbar wurde. Wir werden sehen, dass 124 eine wesentlich bessere Approximation an -

801 1730
ist als 1/4. Mit
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lautet nun das Rezept des immer noch gebréuchlichen Gregorianischen Kalenders, inner-
halb von 400 Jahren dreimal den Schalttag wegfallen zu lassen, ndmlich in den Jahren mit
einer Jahreszahl = 100, 200 oder 300 mod 400. In 10.000 Jahren macht man damit einen

Fehler von 3 Tagen.

1.3 Der mathematische Hintergrund

besteht darin, reelle Zahlen moglichst gut durch rationale Zahlen mit beschréinkten Nennern
oder gar Nennern spezieller Bauart zu approximieren.

o Wie prézisiert man ,,gut approximieren”?
e Wie stellt man gut approximierende rationale Zahlen effektiv her?

e Was sagt die Qualitat der Approximierbarkeit iiber die Natur der Zahl aus?



2 Der Approximationssatz von Kronecker

Zu a € R bezeichne [a] die grofite ganze Zahl < a (GauBklammer) und (a) := a — [q]
den gebrochenen Anteil von a .

Satz 2.1 (KRONECKER) Sei a € R. Dann gilt die folgende Alternative:

e {(na) | n € N} ist genau dann endlich, wenn a € Q.

e {(na) | n € N} ist genau dann dicht im Intervall [0,1], wenn a ¢ Q. M.a.W.:
Dann gibt es fir jedes v € R und jedes € > 0 ganze Zahlen n € N, m € Z mit
lna —m—r|<e.

Beweis. Wenn a € Q, dann ist a = £ mit teilerfremden ¢,m € Z, m # 0, und dann gilt

n=n"modm & n—n'=km,k€Z & na—n'a€Z & (na) = (na),

die gebrochenen Anteile (na) durchlaufen also genau |m| verschiedene Werte. Wenn sie
andererseits nur endlich viele verschiedene Werte durchlaufen, gibt es n # n’ € N mit
na —n'a = (n—n'Ja € Z, also ist a rational.

Insbesondere heiffit das umgekehrt: Wenn a irrational ist, sind die gebrochenen Anteile
(na) alle paarweise verschieden, besitzen daher in dem kompakten Intervall [0,1] einen
Haufungspunkt. Nach dem Cauchy—Kriterium gibt es also zu jedem e > 0 Vielfache n"a #
n'a mit [(n"a) — (n'a)| < €. Sei 0.B.d.A. n” > n’, dann heifit das: Es gibt ein m € Z
und ein k := n" —n' mit |ka — m| < ¢. Die aufeinander folgenden Vielfachen von ka
haben somit die Eigenschaft |((n+1)ka)— (nka)| < e, ihre gebrochenen Anteile also einen
Abstand < e. Da man ¢ beliebig klein wéhlen darf, liegt {(na) | n € N} also dicht im
Einheitsintervall. O

Anwendung. Wann beschreibt eine Billardkugel auf einem rechteckigen Billardtisch ei-
ne periodische Bahn? Dazu macht man natiirlich einige vereinfachende Annahmen. Die
Kugel bewege sich vollig reibungsfrei, also ungebremst auf unbestimmte Zeit, dazu auf
genau geradlinigen Bahnen, wird ferner bei jedem Anstoflen an die Bande exakt reflek-
tiert (Einfallswinkel = Ausfallswinkel) und treffe niemals auf einen Eckpunkt des Tischs.
Zur Vereinfachung der Rechnung nehmen wir an, dass der Tisch quadratisch ist, dass zwei
Tischseiten von den Koordinatenachsen des R? gebildet werden und dass die Eckpunkte

in
1 1 11

(0,0), 0), (0,

& 2 &%)

liegen. Der Anfangsweg der Kugel sei durch die Geradengleichung y = yo+max beschrieben.
Dann hat das Problem eine einfache Losung:

Folgerung 2.1 Die Billardkugel beschreibt genau dann eine periodische Bahn, wenn m
eine rationale Zahl ist. Andernfalls verlduft die Bahn der Kugel dicht auf dem Tisch.
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Zum Beweis denke man sich den R? mit einem quadratischen Gitter der Maschengréfie
1/2 iiberzogen, gebildet durch die Geraden = = k,y = j, k,j € %Z. Der Billardtisch
ist dabei eine der Gittermaschen. Anstelle einer Reflexion der Kugelbahn an der Bande
spiegele man nun lieber die Masche selbst an der berandenden Geraden; dabei verlauft
die gespiegelte Kugelbahn genau auf der alten Geraden. Periodizitét liegt offenbar genau
dann vor, wenn die Gerade y = yy + maz durch einen nichttriviale ganzzahlige Translation
(x,y) = (r +v,y+pu), v,u € Z, in sich iibergefithrt wird. Das ist gerade fir m = p/v
erfiillt.

Wenn andererseits m ¢ Q ist, wissen wir nach dem Kroneckerschen Satz, dass die (km)
fir £ € N dicht im Einheitsintervall liegen. Zu jedem Punkt (z,y) des Billardtischs gibt
es daher Punkte

(2 + kyyo + mle + k) = (@ + k,yo+ma + [mk] + (mk))

auf der Geraden, die bis auf Translation um eine Vektor aus Z? beliebig nahe an (z,y)
liegen, wenn man k so wahlt, dass (mk) hinreichend dicht an y — yo — max — [mk| liegt. O

Das gleiche Argument hat noch eine andere geometrische Interpretation, wenn man keine
Reflexionen, sondern nur die Translationen aus Z? betrachtet. Ebenso wie man R/Z , des-

sen Elemente vom Intervall [0, 1] reprisentiert werden, vermége x +— €™ mit dem Ein-
heitskreis identifizieren kann, so das kann man Einheitsquadrat ansehen als Repriasentantenmenge
von R?/Z?, wenn man gegeniiberliegende Seiten identifiziert. Topologisch entsteht dabei

ein Torus (Fahrradschlauch, Schwimmring), und das Resultat der Folgerung kann man fiir

den Torus so interpretieren, dass eine Gerade im R? je nach der arithmetischen Natur

ihrer Steigung entweder eine endliche (periodische, kreuzungsfreie) Kurve auf dem Torus
definiert oder eine immer noch kreuzungsfreie, aber auf dem Torus dicht liegende Kurve
unendlicher Léange wird.

Es gibt auch eine héherdimensionale Version des Kroneckerschen Satzes. Man darf hier
allerdings nicht erwarten, dass fiir beliebige irrationale a,b die gebrochenen Anteile der
Vielfachen, also die ({na), (nb)) dicht im Einheitsquadrat [0,1]? liegen: Fiir a = b liegen
sie nur auf der Diagonalen x = y dicht, man braucht also offenbar schérfere Vorausset-
zungen. Hier ist der Satz in zwei Versionen:

Satz 2.2 Seien n € N und 1,a4,...,a, € R linear unabhdingig iber Q. Dann liegt die
Menge { ((may),...{(ma,)) | m e N} dicht in [0,1]".

Satz 2.3 Seien k € N, by,..., b € R linear unabhdingig tiber Q. Dann gibt es fiir alle
(1,...,2x) ERF, T >0, >0 ganze Zahlen py,...,pr und reelle t > T mit

’tbj—pj—il?j’<€ fz’iralle ]:Lak

Beweise. a) Satz 2.3 = Satz 2.2 : Wéhle n+1 =k, b, = 1, 0.B.d.A. alle a; = b; =
(b;) €]0,1] fir y=1,...,k—1=n, x,41 = 0. Dann folgt aus Satz 2.3 die Existenz von
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geniigend grofien t € R und p; € Z mit
lt—ppl <e,m:=py, alle |ta; —p; —z;|<e firalle j<n

fiir beliebige (z1,...,7,) € R™. Dann ist aber auch durch geeignete m = p, € N die
Ungleichung

ima; — p; — x| = |[(m — t)a; +ta; — p; — x| < |m —t||ay] + [ta; — p; — ;5] < (laj| +1)e

erfiilllbar, also liegt { ({(may),...(ma,)) | m € N} dicht in [0,1]".

b) Satz 2.2 = Satz 2.3 : Sei wieder k:=n+1, by,...,b; linear unabhéngig iiber Q. Wir
setzen 0.B.d.A. b > 0 voraus (warum geht das?). Dann sind

b b,
ap = . :

= a s
linear unabhéngig iiber Q, nach Satz 2.2 also { ((may),...{(ma,)) | m € N} dicht in

[0,1]™. Dies bleibt richtig, wenn man nur m > M =: Tb; zuldsst, da man dann nur
endlich viele m aufler Acht lisst. Fiir alle € > 0 und alle (z1,...,x,) € R" gibt es also
Py, 0 €Z und me N, m> M, diefiralle j=1,...,n

b;
W%—%—%Wzmi—ﬁ—%’<5

erfiillen. Mit ¢’ := m/by, ist also [t'b; — p} — 25| < ¢ fiir alle j < n, dazu t' = m/b, >
M/by =T und [t'by —m — 0| = 0 < ¢ erfillt fir p, := m und z, = z,41 = 0. Satz
2.3 ist also giiltig fiir alle (xq,...,2,,0) € R"™. Mit der gleichen Schlussweise kann man
t">T und pf,...,p., € Z finden, welche

t"b; —p — 0] <e firalle j=0,....,n und [t"b, —py— x| <¢

fiir beliebige xp = x,.1 erfiilllen. Addition der beiden Ungleichungstypen zeigt, dass mit
ti=t'+t" und p; = pj +pj fiir alle (zy,...,23) € RF

[th; — p; — x| < 2¢ fiir alle j=1...,k

erfiillt ist.

c¢) Beweis von Satz 2.3 nach HARALD BOHR : 1. Sei e(z) := €™ . Es gilt

N Y A et —1 . .
lim — e'“dt = lim : =0firceR,c#0 und =1flrc=0.
T—o0 0 T—00 cal

Wenn also alle ¢, reell und paarweise verschieden sind, kann man die Koeffizienten d,, einer
Funktion

r . 1 1 ’ —cyl
X(t) = Z dyecyzt durch d, = 711_{20 f/o X(t)e vit gt
v=1



bestimmen. Dies wird nun auf die Funktion F'(¢) := 1+ Z?Zl e(bjt —z;), F: R — C
bzw. ihren Absolutbetrag ®(t) := |F(t)| und deren Potenzen angewandt werden. Da die
Werte der Funktion e alle auf dem Einheitskreis in C liegen, gilt offenbar ®(¢) < k+ 1,
und das Gleichheitszeichen tritt genau dann auf, wenn alle Argumente b;t —x; ganzzahlig
sind. Genauso iiberlegt man sich: ®(¢) liegt um so naher an k + 1, je néher alle b;jt — z;
an ganzzahligen Werten liegen. Satz 2.3 ist also dquivalent zu der Aussage iiber den Limes

superior fiir ¢t — oo o
lim &(t) = k+1,

und diese werden wir jetzt beweisen.

2. Dazu werden wir nicht nur /' und &, sondern auch deren Potenzen betrachten. F' ist
von der Bauart ¥ (y1,...,yx) =1+ y1 + ...+ yx, also wird

VP (Y1, k) :Zanl _____ neYrt e yR® mit Zam ,,,,, ne =P, 1) = (B+1)7,

und die Anzahl der Koeffizienten a,, ., > 0 ist < (p+ 1)'“, wie man durch Induktion
iiber k einsieht: Klar fiir £ = 1 nach dem binomischen Satz, und fiir den Induktionsschritt
benutze man ihn nochmals in der Form

p

D _

Ayt = <l>(1+y1+...yk_1)lyi L
=0

3. Nunist FP(t) = (1 +e(bit —x1) + ... +e(bpt — )P =¢P(...,e(bjt —x;),...) =

= Z Qpy,.., nke(nlblt — iy + n2b2t —NoZo + ...+ nkbkt — leaik) =

Die Faktoren von t in den Exponenten, also die 2m(n1b; + ...+ ngbi) , sind alle paarweise
verschieden, weil die b; linear unabhéngig {iber Q sind. Sie konnen also die Rolle der ¢, aus
Abschnitt 1. des Beweises iibernehmen; die zugehorigen Koeffizienten d, dieser Funktion
x sind dann von der Form

denn fiir reelle z ist stets |e(z)| =1.

4. Angenommen, die Aussage des Satzes wire falsch, also lim ®(¢) < k + 1, dann giibe es
ein A < k+1 und ein ¢y so, dass |F(t)| < A fur alle ¢ > ¢y, wére, somit auch |FP(t)] < \P.
Daraus folgt aber

—1 (7 1T
limf/o [F(8)Pdt < lim T/o Ndt = N =

1 [T , —1 ("
d| = [lim = / F(t)pec"“dt‘ < lim / |F(t)[Pdt
0 0
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zusammen also a, ,, = |d,| < N fiir alle (ny,...,n;). Fiir die Summe der Koeffizienten

hat man somit
k+1

Zam ..... m=(k+1P < (p+ DN = .

und das steht fiir groffe p im Widerspruch zu A < k+1. 0O

.....

P < (p+1)F,

Anwendung. k Planeten bewegen sich auf kreisformigen Bahnen einer festen Ebene im
Raum um die Sonne mit Winkelgeschwindigkeiten 27by,...27b; . Zum Zeitpunkt ¢t = 0
sollen sie sich in den Winkelpositionen 27y, ..., 27y, befinden, zum Zeitpunkt ¢ also in
den Winkelpositionen 27 (y;+b1t), ..., 27 (yr+bxt) . Nun sagt Satz 2.3: Wenn die by, ..., by
linear unabhingig iiber Q sind, wird zu einem geeigneten Zeitpunkt ¢t > T jedes k-tupel
(x1,...,7) von Winkelpositionen beliebig genau erreicht.

Die Zahlentheorie liefert auch noch schone Beispiele fiir reelle Zahlen b, , welche iiber Q
linear unabhéngig sind: Man nehme b; := logp; fiir paarweise verschiedene Primzahlen.
Gébe es dann eine nichttriviale lineare Relation 710 + ... + ryby = 0 mit rationalen r;,
dann auch (Multiplikation mit dem Hauptnenner) eine mit ganzzahligen Koeffizienten n; .
Das hiele aber pi*-...-pi* =1 im Widerspruch zur Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung.

3 Der Approximationssatz von Dirichlet

Satz 3.1 Seien a, Q@ € R, Q > 1. Dann gibt es p,q € Z mit
1 D 1 1
1<¢<@Q und |ag—p|<—= ,dh |Ja—=] < — < =
| Q q‘ Q@ ~ ¢

Beweis. Sei zundchst () € N . Mindestens zwei der ) + 1 Zahlen

07 17 <CL>, <2CL>, ) <(Q—1)CL> S [071]
liegen dann in einem der @) Intervalle [%, %“[, u=0,...,Q —2 und |

Q-1
Q Y
DIrICHLETsche Schubfachschluss), d.h. es gibt 71 # 19, 51,82 € Z mit 0

1] (das ist der
r; < @ und

1 1
ra) — (rea)| < —, d.h. |ria—s; — (ra—s9)| < —.
[(r1a) = (r2a)] 0 | ( )| 0
|11 — 1o =: ¢ tut’s also mit p = +(s; — s2). Wenn @ € N, verwende man den gleichen
Beweis mit @’ := [Q] + 1. Es ergibt sich dabei ein ¢ mit 1 < ¢ < @ also ¢ < [Q] < @,
und wegen @' > @ ist dabei sogar é < é, die Behauptung ist also nicht nur fiir @',
sondern erst recht fiir ) richtig.

Folgerung 3.1 Sei a € R irrational. Dann existieren unendlich viele teilerfremde Paare

(p,q) €Z*,q>1, mit ,
q q



Beweis. Satz 3.1 ist erst recht richtig fiir teilerfremde Paare (p,q). Gébe es nur endlich
viele Losungen, so hétte auch |ag—p| < é nur endlich viele Losungen, allerdings alle # 0,
weil a ¢ Q. Die Losungen hétten also ein Minimum > 0, darum gébe es ein Qg , fiir das

lag — p| < & unlosbar wire im Widerspruch zum Satz. O
Fir a = § € Q hat |a — 2] < -+ nur endlich viele Losungen, denn fiir E# 5 (beide

q
gekiirzt) ist

U P uq — pv 1 1

2 -2 = [
vooq vq lvgl — q

Da |v| durch a bereits festliegt, ergibt sich genauer dadurch sogar ein Irrationalitétskriterium:

fir ¢> |v|.

Folgerung 3.2 Fiir jedes 0 < <1 gilt: a € R ist genau dann irrational, wenn
p _1-
la—=] < |¢7°
q
unendlich viele teilerfremde Paare p,q € Z als Losung besitzt.

Um die Qualitdt der Approximation durch rationale Zahlen zu prézisieren, konnen wir
folgenden Begriff einfiihren.

Definition 3.1 a € R heifst ,,approximierbar von Ordnung k” durch rationale Zahlen,
wenn eine Konstante ¢ = c(a) ezistiert, so dass die Ungleichung

q q

unendlich viele (gekiirzte) rationale Losungen p/q besitzt.

In diesem Sinne kann man also sagen, dass rationale a nicht von Ordnung k > 1 approxi-
mierbar sind, Irrationalzahlen jedoch mindestens von Ordnung 2. Aus dem Dirichletschen
Satz folgt auBlerdem eine quantitative Version des Kroneckerschen Satzes.

Satz 3.2 Sei a € R rrational, x € R, N € N. Dann gibt es n € N, n > N, m € Z
mit

Beweis. Wihle nach Folgerung 3.1 eine teilerfremde Losung (p, ¢) € Z% mit ¢ > 2N von
| ga — p| < %, dazu Q € Z mit |qr — Q| < % Dazu gibt es u,v € Z mit QQ = vp — uq,
0.B.d.A. mit |v] < 3¢, folglich

o =1 FQ-grl< ol 4 <t gts=1
va —u—x)| =|qav — pv —qr| < -+ =< - = ==
q q p q p 9 g 2 q 9
— — : 1 3
Setzt man nun n:=q+v, m:=p+u, dann wird N < 53¢ <n < 5q und
1 1 2 3
lna—m—z| < |va—u—z|+]|ga—p < -+-=-<—-. O
qa g q n



4 Liouville-Zahlen

Vorbemerkung iiber algebraische Zahlen: Dabei handelt es sich um komplexe Zahlen a,
welche einer algebraischen Gleichung P(a) = 0 geniigen, wo P(z) € Q[z] ein Polynom
mit rationalen Koeffizienten ist. Natiirlich gibt es fiir jedes a viele solcher Polynome: Mit
je zwei solchen Polynomen P, hat auch die Summe P + @ € Qlz] die Eigenschaft
(P + Q)(a) = 0, und fir ein beliebiges ¢ € Qz] auch das Produkt Pg. Wenn eine
Untermenge eines kommutativen Rings diese Eigenschaften hat, nennt man die Untermenge
ein Ideal. Hier kommt hinzu, dass im Polynomring iiber einem Ko&rper eine Division mit
Rest existiert. Man nehme nun im Ideal aller Polynome mit der Eigenschaft Q(a) =0 ein
Polynom kleinsten Grades P fiir jedes andere Polynom ) im Ideal schreibe man

Q =0bP+r mit gradr <grad P, aber offenbar r(a) = Q(a)— (bP)(a) =0,

also gehort auch r zum Ideal dazu. Wegen der Annahme iiber den Grad geht das nur, wenn
r das Nullpolynom ist. Daraus folgt:

Alle Polynome in Q[x] mit Nullstelle a sind Vielfache des Polynoms P .

Man kann es natiirlich so normieren, dass der fithrende Koeffizient 1 wird, dann heift
es das trreduzible Polynom zu a, und sein Grad heifit der Grad der algebraischen Zahl a .
(Natiirlich kann man P in Q[x] nicht in ein Produkt pg nicht—konstanter Polynome zerlegen,
warum?) Insbesondere: Wenn a den Grad 1 hat, ist @ € Q, im Fall von Grad 2 heift a eine
quadratische Irrationalzahl etc. Ein erstes Ergebnis dariiber, dass sich algebraische Zahlen
durch rationale nicht beliebig gut approximieren lassen, stammt von LIOUVILLE aus dem
Jahr 1844.

Satz 4.1 Sei a € R algebraisch vom Grad d. Dann gibt es eine Konstante ¢ = c¢(a), so
dass fiir alle g#a, p,q€EZ, q>0

P C
]a——] > E

Die Approzimationsordnung von a ist also nicht grofier als d .

Beweis. Sei P das irreduzible Polynom zu a, nun aber durch Multiplikation mit dem
Hauptnenner der Koeffizienten so normiert, dass P € Z[x] mit teilerfremden Koeffizienten
und fithrendem Koeffizienten > 0 ist. Taylorentwicklung um den Punkt a ergibt

d

1 i p p
=3 ;P -af = 1P < 1,
= v q c q

wenn man |5 —af < 1 annimmt (darf man natiirlich), etwa mit dem Faktor ﬁ =

Zle %]P(i)(a)\. 0.B.d.A. darf man aulerdem P(g) # 0 annehmen, andernfalls wére
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d=1 und a= § . Da P ganzzahlige Koeffizienten hat, gilt aber nun

1
q

Py s P g
!P(q)! > = |a q\ >

Inzwischen gibt es zu diesem Thema weit bessere Resultate (s.u.), damals war es aber der
Schliissel dazu, dass man die Existenz transzendenter Zahlen einsehen konnte, das sind
reelle oder komplexe nicht—algebraische Zahlen, die also keiner algebraischen Gleichung
geniigen. Heutzutage haben wir es leichter: Man kann mit CANTORs Diagonalverfahren
zeigen, dass alle algebraischen Zahlen eine abzéhlbare Menge bilden, R aber iiberabzéhlbar
ist, in einem mengentheoretischen Sinn sind ,,die meisten” Zahlen darum transzendent —
sogar die reellen unter ihnen. Abzéhlbarkeitsargumente gab es aber erst viel spéter.

Folgerung 4.1 Zu a € R\ Q und jedem d € N existiere eine rationale Zahl

1
- p,q€Z,q>0, sodass ]a—g| < =
q q q
Dann ist a transzendent. Mit anderen Worten: Wenn die Approzimationsordnung von a
beliebig grofs ist, ist a transzendent.

Solche Zahlen, die sich extrem gut durch rationale approximieren lassen, heiflen Liouville—
Zahlen. Zum Beweis iiberlege man sich zunéchst, dass aus der Bedingung ,.fiir alle d ” folgt,
dass sogar jeweils unendlich viele Losungen p,q € Z existieren miissen: Man vergroflere
einfach d, bis es der alte Bruch p/q nicht mehr tut. Genauso kann man ¢~¢ ersetzen durch
cq~? fiir beliebige positive Konstanten c¢. Die Voraussetzung a ¢ Q koénnte man iibrigens
auch ersetzen durch die Bedingung, dass a # § zu sein hat. Auch dann kann a nicht selbst
rational sein (Folgerung 3.2). Dann folgt die Aussage direkt aus Satz 4.1. O

Bleibt nur die Frage: Gibt es iiberhaupt solche Liouville-Zahlen?

Beispiel: Sei a 1= ) -, es27% dabei alle e, = 0 oder 1, unendlich viele davon = 1.
Man wéhle p/q z.B. als abbrechenden Bindrbruch, also mit

k
q:2k‘!’ p:2k!'2632_8! )
s=1
Dann wird -
p Ll (kt1)! 2
a=tl =1 e < 227 = o

s>k
Man sieht an der Konstruktion gleichzeitig, dass es sicher iiberabzéhlbar viele Liouville—
Zahlen gibt, da fiir die e; nahezu beliebige 0, 1-Folgen gewihlt werden konnen. Anderer-
seits lasst sich zeigen, dass in einem mafltheoretischen Sinn sehr wenig Liouville-Zahlen
existieren:
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Satz 4.2 Die Menge L aller Liouville-Zahlen besitzt das (Lebesque—)Maf 0 .

Beweis. 1. Es geniigt zu zeigen, dass die Liouville-Zahlen im Intervall [0, 1] eine Nullmenge
bilden, denn a ist Lioville-Zahl genau dann, wenn a + n, n € Z, eine Liouville-Zahl ist,
also entsteht L als abzéhlbare Vereinigung von Z-Translaten von L N[0, 1].

2. 7Zu jedem a € L und jedem d € N gibt es sogar beliebig grole ¢ € N und dazu p € Z
mit der Eigenschaft |a — 5\ < ¢~ ¢, siche den Beweis von Folgerung 4.1. Wir diirfen also
0.B.d.A. voraussetzen, dass d > D und ¢ > @ ist.

3. LN 0,1] liegt also fiir alle d > D in der Vereinigung der Intervalle

UU [E-o 2o

7>Q p=0

mit einer Gesamtlinge < Y _,2(¢ +1)¢* < 3> ¢ < Q% wenn wir die
iibliche Abschétzung der Reihe durch ein uneigentliches Integral verwenden.

4. Fiir d > 2 wird mit wachsendem @) die Gesamtlange dieser Intervalle demnach beliebig
klein, L ist somit eine Nullmenge. O

Der Liouvillesche Satz ist nur der Beginn einer lingeren Entwicklung gewesen, die gezeigt
hat, dass algebraische Zahlen nicht ,,allzu gut” durch rationale Zahlen approximierbar sind.
Nach Vorarbeiten von AXEL THUE (1908) und CARL LupwiG SIEGEL (1921) hat KrLAUS
FRIEDRICH ROTH (1955) ein kaum zu verbesserndes Resultat gezeigt:

Satz 4.3 Zu jeder algebraischen Zahl a und jedem &6 > 0 gibt es eine Konstante
¢ =c(a,d), so dass fir alle § +a,p,q€l, q>0

la-2| > —

Mit anderen Worten: algebraische Irrationalzahlen sind nicht von Ordnung k > 2 appro-
ximierbar.

,,Kaum zu verbessern” muss allerdings mit einer wichtigen Einschrinkung versehen wer-
den: Der Beweis von Roth erlaubt es nicht, die Konstante ¢ explizit zu bestimmen, sie ist
— so der Fachausdruck — ineffektiv. Das liegt u.a. an der Verwendung des Dirichletschen
Schubfachschlusses, aus dem man zwar die Existenz, nicht aber die genaue Lage eines Ele-
ments ablesen kann. Insofern wird aktuell immer noch an Verbesserungen gearbeitet, z.T.
fiir spezielle Klassen von Zahlen; man nimmt dabei schlechtere (d.h. groBere) Exponenten
des Nenners ¢ in Kauf, wenn man dafiir die Konstante effektiv berechnen kann.

Auch eine andere Schattenseite dieser Satze sei nicht verschwiegen: Als Transzendenzbe-
weise kann man sie nur anwenden auf Zahlen, die man extra zu diesem Zweck konstruiert
wie z.B. die Liouville-Zahlen. Fiir Zahlen, welche in der ,,Natur” vorkommen wie z.B. e
und 7, lassen sich Transzendenzbeweise nur mit anderen Mitteln fiithren.
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5 Der Kettenbruchformalismus

Seien zunéchst ag,...,a, Variablen, pg,qo,...,Pn, ¢, Polynome in ay,...,a, fir n € Ny
iiber einem beliebigem Grundkérper. Wir definieren die Polynome p;, ¢; rekursiv durch

Po i=ag, qo:=1 und fiir p}, = pr(as,...,ars1) und ¢, = qx(ay, ..., ae1) sei
P41 = oDy + G Qht1 °= Dy
Insbesondere gilt:

/ /
Po = Go, Py=a1, pi1=aear+1, pi=aax+1, py=apaias+ ag+ az

w=1 q¢=1 q=a, ¢ = as, g2 = araz +1
Dann heit [aq, ..., a,] := Dn (endlicher) Kettenbruch und ist eine rationale Funktion von
ag, a1, . ..,a, . Achtung: Die eckigen Klammern hier haben nichts zu tun mit Grenzen
abgeschlossener Intervalle, kgV oder Gaulklammern! Insbesondere gilt:
Po
do
b1 1
lag, a1] = — = ag + —
a1 ai
(a0, @ a]:@:a0a1a2+ao+a2:a+ Qs
0T T ajas + 1 O qas + 1
1
= o + aja o +
o Qoph 1+ ¢ 1
[a0>""an] :Z—:%:aﬁ'm
n n—1 gn—1(ai,....,an)
N 1
=a
0 . 1
a —
1 . 1
an

Die Werte P heilen Ndhrungsbriiche von &, die ay, die Teilnenner, die py heiflen Ndhe-
rungszahler und die g, Ndherungsnenner.

Lemma 5.1 Fir alle n > 2 gilt:

Pn = QpPn—1 + Pn—2, On = GnQn-1 1 Gn-2

Dn — Pn—1 Pn—2 . Qp,
dn dn—-1 Q4n—2 1

12
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Der Beweis erfolgt per Induktion iiber n. Fiir n = 2 gilt:

p2 = agaras + ag + az = az(apar + 1) + ag = azp1 + po

2 = araz + 1 = a2q1 + qo
Sei n > 2 und die Behauptung fiir n — 1 gezeigt:

Pro1 = GnPh_s + Pp_s, Tyt = Anly_o + Qs
Nach Definition gilt
Pn = QoPp_1 + €,
= ao(anPr_s + Pp_3) + @nlp_s + @3

= an(aop),_o + q),_5) + (aop),_5 + q,_3)
= UnPn—-1 + Pn—2

und
/
Qn = pnfl

= anPy_o + D3
= ApQn—1 + Gn—2

Die Aquivalenz zur Matrizenschreibweise ist offensichtlich. O

Setzen wir p_o:=¢_1 :=0 und p_; :=q_5:=1, gilt Lemma 5.1 auch fiir n =0,1:

R I R S A R R B

Lemma 5.2 Sei 1 <k <n und ry = [ag, Gky1, - - -, a,) . Dann gilt:
[ao a ] o [ao a, rk] - Pk—1Tk +pk72

yoc ey Un| — y ooy Uk—1, - .

Qk—1Tk + Qk—2

Beweis. Die zweite Gleichung erhélt man aus Lemma 5.1, indem man n als k und a,, als
rr wahlt. Die erste Gleichung beweisen wir per Induktion iiber k. Sei £ = 1. Dann ist:

n aopl 1+ 4. 1
[0’07"'7an]:p_: Opn} qn1:a0+ 7
Qn pnfl p771
Ap—1
1 1
—CLO+ :a0+—:[a0,r1]
(a1, ..., ap) 1

Sei k£ > 1 und die Behauptung gelte fiir £ — 1. Dann folgt nach Induktionsvoraussetzung:

1 n 1
=a
lai, ..., a,) 0 a1, ..., ak_1,7]

[ao,...,an]:a0+ :[ao,...,ak_l,rk] . g

13



Lemma 5.3 Fir alle n > —1 ist ¢pn—1— Pagn_1 = (—1)" .

Beweis durch Induktion iiber n > —1. Der Induktionsanfang fiir n = —1 ist trivial. Sei
n > 0. Da Addition eines Vielfachen einer Spalte zur einer anderen die Determinante nicht
dndert, gilt nach Lemma 5.1

det [p”-l p"} = det {pn-l pH} = —det [pH p”-l} = (~1)(-1)" ! = (-1)",
Gn—-1 Qn dn—-1 Gn—2 Gn—2 Q4n—1
—_——

= (=1)»~! nach Ind.Annahme

was zu zeigen war. O
Lemma 5.4 Fir alle n >0 gilt: pn_o@n — PnQn_2 = (_1>n71an '

Beweis. Nach Lemma 5.1 und Lemma 5.3 gilt:

det |:pn—2 pn:| =a, - det |:pn—2 pn—1:| — (_1)n—1an' 0

qn—2 Qn qn—2 Q4n—1
Aus der Kettenbruchdarstellung von P _ [ag, ..., a,] erhalten wir eine fiir den Quotienten
G !
qn—1
dn

Lemma 5.5 Fiir alle n > 1 gilt: = [an,...,a2,a1] .

qn—1
Der Beweis erfolgt per Induktion iiber n. Fiir n =1 ist
— =a1 = |1
do @

Sei n > 1. Dann gilt nach Induktionsvoraussetzung:

n nYn— n— 1 1
q :aq 1+4¢ 2:an+q =a, + :[an, ,’a,27a1] O
n—1 n—1 n—l [an-1,...,ai]
n—2

6 Kettenbruchentwicklung reeller Zahlen

Das folgende Lemma werden wir spéater in diesem Abschnitt zum Beweis brauchen, dafl
die Folge der Nidherungsbriiche gegen einen Grenzwert konvergiert.
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Lemma 6.1 Seien ag,aq,...,a, € R, alle a, > 0. Fir die daraus gebildeten Ketten-
briiche 1st:

@<p2 by D5 p3<p1
qo q2 q4 qs qs a1

Beweis. Nach Lemma 5.4 gilt:

Pn—2 & o (_1)n71an

4n—2 dn dn—24n

an

Dabei ist g = 1 und = [an,ap_1,...,a1] > 0 nach Lemma 5.5. Wegen a,, g, > 0 fiir

Gn—1
alle n folgt fiir die rechte Seite der Gleichung:

(1) 'ay <0 fiir gerade n > 2
Gn—2Gn > (0 fiir ungerade n

Mit Lemma 5.3 und

folgt daraus die Behauptung. O

Lemma 6.2 Sei ag € Z und fiir alle n € N seien die a,, € N . Dann gilt [ag, a1, ..., a,] €
Q. Sei umgekehrt 2 € Q, dann existieren n € No, ag € Z und ay,...,a, € N mit

U

_:[a07a17"'aan] )

v

wobei ag > 1 fir 2 >1.

Die erste Aussage ist offenbar richtig. Fiir die zweite Behauptung kénnen wir 0.B.d.A. an-
nehmen, dafl v € N und teilerfremd zu w ist. Beweis durch Induktion iiber v :

e Induktionsanfang v =1: Es gilt 2 =u € Z. Setze n := 0 und ag := u.
e Induktionsschluss: Es gibt ¢,7 € Z mit 1 <r < v und u = vg + r (Division mit
Rest). Somit:
u r

—=q+-=q+
(% (%

sle| =

Wegen 1 < r < v existiert nach Induktionsannahme eine Kettenbruchentwicklung
v
;:[al,...,an] s

alle ar € N . Nach §5 erhalten wir mit ay :=q € Z:

u
;:[ao,al,...,an] O

15



Definition 6.1 (Einfacher Kettenbruch, Ndherungsbruch, vollstindiger Quotient)
FEin (endlicher) einfacher Kettenbruch fir r € Q st

r=lag, a1, ...,a)

mit ag € Z, alle anderen a; € N . Wir nennen
pi
qi

den i-ten Ndherungsbruch, a; den i-ten Teilnenner und

= [ag, a1, ..., a;

Q1= [ai, Ait1y - 7an]

seinen i-ten vollstindigen Quotienten.

Nach Lemma 5.3 ist der i-te Naherungsbruch bi gekiirzt.

7

Lemma 6.3 1. Jedes r € Z hat genau zwei einfache Kettenbruchentwicklungen, ndamlich
r=1Ir] und [r—1,1] :7’—1—1—%.

2. Jedes v € Q\ Z hat genau zwei einfache Kettenbruchentwicklungen, namlich (mit
a, >2)

r=lag,ai,...,a, = lag,a1,...,a, —1,1]

Der Beweis der Gleichungen ist klar. Eindeutigkeitsaussage:

1. Sei r € Z mit einfacher Kettenbruchentwicklung r = |ag, a1, ...,a,], ag € Z, alle
anderen a, € N . somit
1
lay,...,ap)=ay + ————>1
[CLZJ CL3, e 7an]
Die Gleichheit
r=lag,a,...,a,) = ag+[ar,...,a,]""

gilt darum genau dann, wenn a; = 1 und n = 1.

2. Sei jetzt r =% mit (u,v) =1, v €N und v > 2: Dann ist

1
T = a9+
lai, ..., a,)

mit ag = [r] (diesmal ist’s die GauSklammer!), denn [ay,...,a,]”" € (0,1], und der Wert 1
wird nur fiir » € Z angenommen, darum ist ag eindeutig bestimmt. Es gilt [aq,...,a,] > 1.
Setze

v

ro= = lay,...,a,) >1
Uy

mit 0 < u; < vy . Wir fithren einen Induktionsbeweis iiber den Nenner v :
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e Induktionsanfang v = 1 < r; € Z, vgl. den schon bewiesenen ersten Teil des
Lemmas.

e Induktionsschluss: Sei die Aussage fiir alle Nenner kleiner v gezeigt.

U 1 Uy
r=-—=a+—=a+ —
v T1 (%1
Da wuy und vy teilerfremd sind, gilt v; = v, d.h. r; hat den Nenner u; < v und nach
Induktionsannahme hat r; nur die beiden einfachen Kettenbruchentwicklungen

ry=lay,...,a,] = [ay,a9,... a0, —1,1]

Einsetzen nach Lemma 5.2 liefert die Behauptung. O

Definition 6.2 (Kettenbruchentwicklung reeller Zahlen) Die Kettenbruchentwicklung
von r € R entsteht durch ein Verfahren analog zum euklidischen Algorithmus: Sei ro := 1.
Wir berechnen ag € Z als Gaufklammer von ro = r und ersetzen, wenn ag # 1, dieses
ro durch ry:= (ro)~' > 1, beide eindeutig bestimmt mit der Eigenschaft

1
ro = Qo + )

1

Wir iterieren diesen Prozess
1
= a; + bzw. 1= ,
Ti41 (7"@>
so dass
1
r= [aOaCLl?"'aai—l +_]

2

Wenn r; = a; € N ist, stoppen wir (was natirlich nur vorkommt, wenn r € Q 1ist).

Die Kettenbruchentwicklung hat dariiber hinaus eine geometrische Interpretation. Sei r =
% ¢ Q mit teilerfremden w,v € Z und v > 1. Der Gitterpunkt (v,u) € Z* ist (beziiglich

Z?) ein primitiver Gittervektor, d.h. einziger Gitterpunkt auf der Strecke (0, 0)(v, u) . Dem
i-ten Ndherungsbruch bi entspricht ebenso ein primitiver Gitterpunkt (q;,p;) € Z*. Nach

Lemma 5.3 ist '

det {qi qi—ll = (-1)

Di Pi-1
Aquivalent dazu ist die Aussage: Das Dreieck mit den Punkten 0, [qz] , [zi_l} enthélt
i i—1

keinen weiteren Gitterpunkt in Z?, denn die Vektoren [q’} und [Z’l} bilden eine
i i—1

17



Gitterbasis von Z?. Nach Lemma 6.1 liegt r = Pn wischen den aufeinander folgenden
an

Néherungsbriichen bi und b1 Wir beginnen die Kettenbruchentwicklung mit der grofiten
4; qi—1
ganzen Zahl kleiner als 7, also mit

Po _ o und beachten, dass
do

O=1<qg<gp<-<g )

und dass es keine anderen Gitterpunkte des Z? im Dreieck 0, []q;] , [}q;_l} gibt, wie man
i i—1

an der Determinanten—Bedingung sieht.

Abbildung 1: Der Kettenbruch [0,1,1,1,1,1]

Wir wollen diese geometrische Interpretation anhand des Beispiels r = % darstellen. Die

Kettenbruchentwicklung lautet:

1 1
r=0+5=04+——=0+—"—"—=[0111,2]=[0,1,1,1,1,1]
b 1+ < 1+ :
3 14+ -
1—|—§
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Die Néaherungsbriiche sind

Po—o D01 =1
do il

1 2
P2 _10,1,1) =~ P _10,1,1,1]=2
15 2 q3 3

3 5

und 24 =0,1,1,1,1] = 5,schhaﬂkh.9§::[05L1,L1,1]::g.ljm.Abbﬂdungzegmche
q4 ds

Niherungsbriiche in Form von Gitterpunkten des Z?2 .

Ein weiteres Beispiel ist r = 1% mit der Kettenbruchentwicklung
1 1 1
r:O+1—7:0+—1:0+—1: 0,3,2,2] =10,3,2,1,1]
° 3+ = 3+ ;
2
2
+1+%
und den Néherungsbriichen
1
Po_ B_03=2
4o 41 3
D2 2 D3 3
—=10,3,2| == —=10,3,2,1 = —
2 | | 7 q3 | | 10

Abbildung 2: Der Kettenbruch [0,3,2,1, 1]

und schlieBlich 24 = [0,3,2,1,1] = -
q4 17

an

n

Die Verbindungsgerade zwischen den Punkten 0 und [ } wird durch zwei Streckenziige

eingefasst, ndmlich



Innerhalb dieser Streckenziige liegen keine weiteren Gitterpunkte (Beweis?). Die Streckenziige
sind nach oben bzw. nach unten konvex (Beweis??).

Satz 6.1 1. Sei ag € Z und fir alle i > 1 sei a; € N. Fiir die Naiherungsbriiche
DPn

n

= lag, a1, ...,a,| existiert der Grenzwert:

lim 2o = acR\Q

n—oo qn

2. Fiir alle « € R\ Q ezistieren eindeutig bestimmte ag € Z und ai,as,... € N, so

dass fiir die Niherungsbriiche P _ lag, ay, ..., ap]
im — = a.
n—oo qn

Wir nennen den Grenzwert

lim [ag, a1, ..., a,| =: [ag,as,...]
n—oo

den einfachen Kettenbruch fir a € R\ Q. Entsprechend heif3t P lag,ai,...,a;] der
q;
i-te Néiherungsbruch, a; der i-te Teilnenner und oy := [a;, a;y1,...] der i-te vollstindige

Quotient. Der i-te Naherungsbruch liefert eine explizite Form des Dirichlet’schen Approxi-
mationssatzes 3.1 :

i 1
o — ]l < =
q; q;
Beweis. 1. Nach Lemma 6.1 gilt
PP P B B P
qo q2 ez s a3 a1

so dass die Folge der Naherungsbriiche mit geraden Indizies monoton wachsend und nach

oben beschréankt ist und somit der Grenzwert lim,, ., Pan - oxistiert. Analog folgt, dass der
Q2n
Pan+1

der Grenzwert lim,, existiert. Nach Lemma 5.4 gilt

q2n+1

Pn-1 N & o (_1>n

dn—1 dn dn—14n

und aus dn = AnQn—-1 + qn—2 fOIgt dn 2 qn—1 + 1> Gn—1, SO dass wir

lim (p"‘1 —@) =0
n—=00 \ gn—1 Qn
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erhalten. Folglich gilt:

. DPon . Pon+1
lim — = lim ——
N0 (on N0 (on+1
Sei o dieser Grenzwert, der zwischen Pring Prtt liegt. Wir erhalten eine effektives Ver-

qn qn+1
fahren fiir den Dirichlet’schen Approximationssatzes 3.1, denn es gilt:

1 1
<

< pr)
q?’L+ 1 Qn qn

’ Pn
a _ —
n

Es existieren unendlich viele gekiirzte £ mit |a — £| < qig und somit gilt o ¢ Q (denn
nach §3 gibt es fiir @ € Q nur endlich viele).
2. Sei a € R\ Q, aq:= [a] (GauBklammer) mit o = ag + 0%1 mit a7 > 1 (sonst wére
ap # [a] ) und «a; ¢ Q (sonst wire a € Q). Induktiv folgt, dass fiir alle k € N

a = lag,ay,...,ax 1,0 mit o ¢ Q und oy, > 1.

Betrachte den endlichen (weil nicht einfachen) Kettenbruch

a = [ag,a1,...,an, 0pi]

Pnoy _ Pt P Pno g Ijnﬂ

mit Naherungsbriichen —— = , — = «. Es gilt
dn—1 dn—1 qy qn ni1
4, — Tjn = _n : Z_)n+1 - ﬁn = — (pnq”tl — pn+1qn) .
qn+1 Qn+1
Nach Lemma 5.3 und Lemma 5.1 folgt
B —1)" —1)"
qna—pnz(_ o =Dt
Gnt1 TnOnt1 + qpq
Wir erhalten wegen a;,1; > 1
n 1 1
’oz _ Pl _ _ < = (1)
4n ‘Qn ( TnOns1 t Qn—l) } qn
Weil ¢, € N monoton wichst ( ¢n11 = @ni1qn + Gu_1 ), gilt somit lim,, Pn _ o
dn
Die Eindeutigkeit beweist man durch Induktion iiber n . Fiir den Induktionsanfang beach-
te, dass ap = [a] gilt. Im Induktionsschritt verwende, dass nach Annahme ag, ay, ..., a,_1

und «, > 1 eindeutig bestimmt sind, so dass auch a, = [a;,] eindeutig bestimmt ist. O

21



7 Optimale Approximation durch rationale Zahlen

1
Satz 7.1 (Legendre) Sei o € R, dazu p € Z und q € N teilerfremd mit ]&—1—7\ < 507
q q

Dann ist £ Ndéherungsbruch der Kettenbruchentwicklung von « .
q

9

Beweis. O.B.d.A. sei a # Pund a -2 = 6—2 mit e = +1 und 0 < 9 < % Es existiert
q q q

eine einfache Kettenbruchentwicklung von P =: [bo, b1, ... ,by_1] mit (=1)""! =€ (wegen

q
der Zweideutigkeit der Kettenbruchentwicklung ist [bo,...,b,—1] = [bo,...,bn—1 — 1, +1]

moglich) und Naherungsbriichen i Sei w € R so definiert, dass

WQn—1 + qn—2

ITPn—1 + Pn—2

erfiillt ist. Dies ist moglich, da x +— eine Bijektion RU{o0} — RU{o0} ist,

Tdn—1 + qn—2
wobei genau dann oo — o, wenn o = nol 2 ist, was wir ausgeschlossen haben. Mit
qn—1 q
Hilfe von Lemma 5.3 — und nachdem man sich einige Male verrechnet hat — erhélt man
24 p Pn-1 1 1 (—1)n1
- a——- = «a— - (Oéqn—l_pn—l) - :
q q qn—1 qn—1 gn—1 WQqn-1 + qn—2
n— 1 e
und ﬁ:ij:——QQ>2—1:1,
Wln—1 + qn—2 v qn—1
also hat w eine Kettenbruchentwicklung [b,, by+1,...], alle b; € N fiir j > n. Folglich ist
o = [bo, bl, ceey bnfl, [bn, bn+1 .. ]] = [bo, b17 Ce ,bnfl, bn, .. ]
eine einfache Kettenbruchentwicklung mit Naherungsbruch b p”_l, eindeutig be-
qn—1
stimmt nach Lemma 6.3 und Satz 6.1. O
Satz 7.2 (Lagrange 1770) Sei a € R\ Q mit Naherungsbriichen @, ]2, ... der Ket-
do 1

tenbruchentwicklung. Dann gilt:

1. |ago — pol > |y — p1| > |aga — pa| > ...

2. Fir n € N und 1 < q<gq, gilt: Wenn (q,p) # (qn,pn) und (q,p) # (Gn-1,Pn-1) »
28t

lag —p| > |agn-1 — pn-1|
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Beweis. Wegen « ¢ Q gilt fiir den n—ten vollstindigen Quotienten «,, > 1. Wir wissen
aus Lemma 5.2

PnQint1 + Pn—1

qnQin+1 + qn—1

o =

und erhalten durch Auflosen dieser Gleichung nach a1 mit Lemma 5.3

1 1
<
Qnt1Gn + qn—1 Gn + qn—1

|QQn _pn| =

Ganz entsprechend ist wegen ¢,_1a, + ¢n_2 = qn

1 1 1
aQp—1 — Pn—1| = > = )
| | AnGn—1 + gn—2 (an + 1)Qn—1 + gn—2 dn + dn—-1

und aus beiden Ungleichungen folgt die Behauptung 1.

Fiir Aussage 2 beachte, dass die Vektoren lq"} und {qn_l} eine Gitterbasis von Z? bilden.

n n—1

Daher existieren zu L(ﬂ Koeffizienten p,v € Z mit

HGn +VGn—1 = ¢
HPn + VPp—1 =P

Die Félle =0 oder v =0 koénnen wir ausschlieBen wegen (¢, p) # (qn,pn) und (p,q) #
(Gn-1,Pn-1) - Wegen ¢ < g, haben p und v verschiedene Vorzeichen, d.h. es gilt vu < 0
(sonst wére pg, + vg,—1 > q wegen g, qn—1 € N).

Die Zahlen ag,—p, und «ag,_1 —p,—1 haben verschiedene Vorzeichen, so dass p(ag, —pn)
und v(ag,_1 — pn_1) die gleichen Vorzeichen haben. Es folgt:

lag —p| = |p(agn — pa)l + V(a1 — Pa1)]
Wegen |u|, |v] > 1 erhalten wir die Behauptung von Aussage 2 :

lag —p| > |agn-1—ppa| O

Definition 7.1 FEine Zahl o € R\ Q heifit ,,schlecht approzimierbar” (durch rationale
Zahlen), wenn eine Konstante ¢ = c(a) > 0 existiert, so dass

fiir alle §EQ mit p €Z und g € N.

Wir werden im néchsten Paragraphen sehen, dass alle quadratischen Irrationalzahlen schlecht
approximierbar sind.
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Satz 7.3 Eine Zahl a € R\ Q ist genau dann schlecht approximierbar, wenn eine Kon-
stante K = K(a) mit a, < K existiert, d.h. wenn die Teilnenner der Kettenbruchent-
wicklung o = [ag, aq,...] beschrankt sind.

Beweis. Nach Satz 7.1 geniigt es, ¢ < % und die Naherungsbriiche Pn Jer Kettenbruchent-

wicklung von « zu betrachten. Die vollstiandigen Quotienten sind higr a; = lag, a1, ... >
1 und auflerdem sind alle 3; := ZiQ < 1. Wie im Beweis von Satz 7.2 ist
i—1
B 1
o = ul = Ont1Gn + Gn-1
und somit
Pn| 1 B 1
In P(nr+ Bur1)  @E([ant1, Gnya, o ]+ Bara)
Wegen [an,41,0ny9,-..] < api1+ 1 und 5,41 < 1 erhalten wir
Pn 1
“Tal T @)
Andererseits ist a1 > ape1 und By >0, d.h.
Pn 1
a— 2
dn 45 n+1
Wenn K («) existiert, wihle ¢ := KLH , so dass |a — Dn %
an an
Umgekehrt, wenn eine Schranke K («) nicht existiert, gibt es eine Teilfolge von (ay,)nen , die
gegen unendlich geht. Dann gibt es auch kein geeignetes c wegen | — % < 2 al . O
n n“Yn+

Fiir quadratische Irrationalzahlen existiert eine solche Konstante K = K(«). Das Pro-
blem fiir algebraisches o € R mit [Q(a) : Q] > 2 ist offen, ob alle a;, eine gemeinsame
obere Schranke K besitzen (dann ist die Kettenbruchentwicklung nicht periodisch, verglei-
che den néchsten §). Man vermutet, dass die Teilnenner dieser Kettenbruchentwicklungen
unbeschrénkt sind.

8 Periodische Kettenbriiche
und reell-quadratische Zahlkorper

Wir erinnern zunéchst an die reell-quadratischen Zahlkérper Q(\/E) Sei d>2,deN
quadratfrei. Dann ist

Q(Vd) = {r+sVd | rseQ}
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ein Korper, insbesondere ist das Inverse durch

1 = svd
r4+svd 12— s
gegeben (beachte, dass fiir 7,s # 0 gilt 7° —s?d # 0, da d nach Voraussetzung quadratfrei

ist). Der Grad der Kérpererweiterung [Q(v/d) : Q] ( = Dimension des Q-Vektorraums
Q(Vd)) ist 2.

Q(V/d) besitzt einen Ring ganzer Zahlen

O4 = Zlo] = {n+ma | n,m e N},
wobei

0 Vd wenn d = 2,3 mod 4 (3)
o %(14—\/3) wenn d=1mod4 .

Oy ist der grofte Unterring von Q(v/d) mit Oy N Q = Z und besteht aus allen Losungen
normierter quadratischer Gleichungen 24 bz 4+ ¢ =0 mit b,c € Z und = € Q(v/d). Die
Teilbarkeit in O, ist definiert wie in allen Ringen:

Bly <= J6€Oy mit y=94p

Man beachte aber, dass nicht immer die eindeutige Primfaktorzerlegung gegeben ist. Ein
Automorphismus von Oy (bzw. Q(v/d)) ist die Abbildung auf das algebraisch konjugierte
Element:

B=r+sVd — B =r—s/d

Die Teilbarkeitseigenschaft bleibt durch durch Ubergang auf die algebraisch konjugierten
Elemente erhalten, d.h. genau dann ist 8 | v, wenn 3’| 4'. Als Norm in Q(v/d) verwenden
wir:

Fiir Oy bedeutet dies (vergleiche (3)):

n? —dm? fir d=2,3 (mod 4)
n*+mn—m?- <L fir d=1 (mod 4)

N(n+ma) = {

Insbesondere gilt N(n 4+ ma) € Z. Die Einheitengruppe von Oy ist

O; = {fe0a| B|1}

Aus B |1 folgt N(B) = B8 | N(1) = 1. Fiir g € O ist dies dquivalent zu f" = £1
bzw. gleichbedeutend zu ' = £37!. Zum Beispiel ist 3 = % (1 + \/5) € Of mit N(f) =
—1.
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Lemma 81 pfe€0; <= N(p) ==l

Es besteht eine Bijektion zwischen O} und den Losungen der Pell’schen Gleichung (der
Name geht zuriick auf Eulers irrtiimliche Annahme, J. Pell habe sie zuerst behandelt).

Lemma 8.2 FEs besteht eine Bijektion zwischen O und den Lisungen (+x,+y) € Z* der
sogenannten Pell’schen Gleichung

2? —dy® = +1 fallsd=2,3 (mod 4)
2? —dy? = +4 fallsd=1 (mod 4).

Beweis. Fiir d # 1 (mod 4) folgt die Aussage unmittelbar aus Lemma 8.1, da N (n+ma) =
n? —dm?. Fiir d =1 (mod 4) beachte:

%(n%—mﬂ)é@d < n,m€Z und n=m (mod 2)
Einerseits ist
T4

N(%(n—km\/a))—l(nQ—de):il — nP-mid=+4

Andererseits erfiillen alle Losungen von n? — m?d = 44 auch n =m (mod 2). a

Definition 8.1 (periodischer, einfacher Kettenbruch) FEin einfacher Kettenbruch
lag,a1,...,a,,...] heifit ,,periodisch”, wenn es m € N und M € Ny gibt, so dass fir alle
n>M

pakm = A fir k=1,2,....
Wir verwenden dafiir die folgende Notation:
[ao, ary...,apr—1, éLM, éLM+1, Ce 7dM+m—1]

Der einfacher Kettenbruch [ag, ..., ay,,...] heifit reinperiodisch, wenn er als [ag, a1, . .., Qm_1]
geschrieben werden kann.

Wann hat eine Zahl « eine einfache, periodische Kettenbruchentwicklung? L. Euler hat
eine hinreichende Bedingung gegeben, nimlich o € Q(v/d)\Q fiir d > 2 quadratfrei, und
J.L. Lagrange hat spéter bewiesen, dass dieses Kriterium auch notwendig ist:

Lemma 8.3 (Euler 1737) Reinperiodische Kettenbriiche r = [ag, a1, . . ., Gm—1] sind reell-
quadratische Irrationalzahlen.
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Beweis. Nach Lemma 5.2 ist mit p,,, ¢, € Z

TPm—1 + Pm—2

r o= [a07d1’ s 7dm—1] -
Tdm—-1 + qm—2

Man erhélt quadratische Gleichungen fiir 7. Es ist r ¢ Q, weil r sonst eine endlichen Ket-
tenbruchentwicklung héatte. Somit gilt r € Q(\/E) mit (Diskriminante der quadratischen
Gleichung)

d = <Qm72 - pmfl)2 + 4Qm71pm72 )

gegebenenfalls nach Division durch quadratische Teiler. O

Satz 8.1 (Lagrange 1748) Genau dann hat o € R eine periodische Kettenbruchent-
wicklung

(@0, @1, .-y Qpr—1, N AN+ - - -y AMbm—1]

wenn « eine reell-quadratische Irrationalzahl ist.

Beweis. 1. Sei o = [ag, aq,...,ap_1,r] mit reinperiodischer Kettenbruchentwicklung fiir

7. Nach Lemma 8.3 ist r € Q(v/d) \ Q, dabei d > 2 quadratfrei,

o — TPM—1 + Pr—2 c Q(\/E)

Tqn—1 T qrp—2

und o ¢ Q (da a eine unendliche Kettenbruchentwicklung hat).
2. Sei a € Q(v/d) \ Q mit irreduzibler Gleichung
AOOC2+B()CY+CO =0 s

wobei Ag, By, Cy € Z teilerfremd sind. Die Zahl a hat die Kettenbruchentwicklung
lag, ay, ..., a,_1,q,] mit

Prn—10n + Pn—2
Gn—10p + Gn—2

o =

Dies liefert eine quadratische Gleichung fiir «, , ndmlich
AO (pnfloén + pn72)2 + BO (pnflgn + pan) (anlan + Qn72) + CYO (anlan + qn72)2 =0 )
gleichbedeutend mit A,a? + B,a, + C,, = 0, wobei

An = Aopi_l -+ BOpnfl%zfl + CoquL—l
By, = 2Aopn-1Pn—2 + Bo (Pn-19n-2 + pa-2qn-1) + 2Coqn-1qn—2
C = Aopi_5 + Bopn—atn-2 + Codp_5
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Nach §6, Beweis von Satz 6.1, wissen wir

(-1

0Qpn-1—Pn-1 = ——
" " AnQn—1 + gn—2

und daraus folgt

Pn-1 = QQn-1+

qn—1

mit |§] <1,da a, >1 und ¢,_o > 0, also

5\’ 5
An = AO (Qin + q ) + BO (Qin + q ) qn—1 + COQZfl
n—1 n—1

2

)
= g2, (Aoa® + By + Cy) +24008 + Byd + Ag—
~"~ - n—1

= 0 nach Voraussetzung

Auch B, und C,, sind unabhéngig von n beschrankt. Somit ist die Menge {a, | n € N}
endlich und die Kettenbruchentwicklung von « ist periodisch. O

9 Diophantische Approximationen
und diophantische Gleichungen

Eine Erinnerung an den Satz 4.3:

Satz 9.1 (Thue-Siegel-Roth) Sei « € RN Q, d:=[Q(a): Q] > 2 und x> 2. Dann
existiert ein b:=b(a, ) > 0, so dass die Ungleichung

b
p‘<

a__ —
q q"

nur endlich viele Losungen § € Q mit teilerfremden p,q € Z besitzt. Anders gesagt: Fir
irrationale algebraische o existiert eine Konstante ¢ := c(a, ) > 0 mit

fiir alle § €Q.
J. Liouville(1844) hat die Aussage fiir p > d gezeigt. A. Thue (1909) hat diese Schranke
zu 1> 1d+1, C.L. Siegel (1921) zu p > 2v/d und schlieBlich K.F. Roth (1955) zu p > 2

verbessert.
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Satz 9.2 (Thue 1908) Sei F(X,Y) = Z?:o a; XY bindre Form mit rationalen Ko-
effizienten, d.h. homogenes Polynom

FOX,\Y) = M. FP(X)Y),

mit mindestens drei paarweise linear unabhdngigen Linearfaktoren aus Q[X Y] (insbeson-
dere ist d > 3 ). Wenn m € Z \ {0}, dann hat die Thue-Gleichung F(x,y) = m (wenn
iiberhaupt) nur endlich viele Losungen (x,y) € Z*.

Bevor wir den Satz beweisen, zwei Voriiberlegungen:

o Warum d > 37 Sei F(X,Y) = X?—DY?. Die Gleichung F(X,Y) = +m (Pell’sche
Gleichung) hat unendlich viele Losungen (vergleiche Mini—Projekt in den Ubungen).

e Warum Zerfillung in Linearformen? Fiir d > 3 ist mit ag # 0

d d—1i d

1 X

WF(X’Y): E az<?> :a02d+a12d_1+"'+ad:(l0 | | (Z—Oéz)
i=0 , =1

mit a; € Q. Multiplikation mit Y liefert

F(X,Y) = ag ][ (X —a;Y)

=1

Fir ap = 0 gilt F(X,Y) =Y - Fi(X,Y), dabei Fi(X,Y) bindre Form vom Grad
d — 1. Wiederhole diese Zerlegung, bis der fithrende Koeffizient # 0 ist.

Stets gilt: F(X,Y) zerfillt in lineare homogene Polynome aus Q[X, Y] (gewisse dieser
Polynome kénnen X oder Y sein).

e Warum mindestens drei verschiedene Linearformen? Héatte F' nur zwei verschiedene
Linearformen, kénnte man z.B. unendlich viele Losungen von (X? — DY?)? = 1
finden.

Beweis des Thue’schen Satzes. Wie oben findet man stets eine Zerlegung
FX)Y) = a(mX +0Y)" (12X +02Y)% - - (1. X +0,Y)”

mit s > 3. Dabei sind (v,X 4 §;Y") paarweise linear unabhingig iiber Q fiir i = 1,...,s
und so normalisiert, dass 7; = 1 oder 7; = 0 und ¢; = 1, d.h. ¢; sind Nullstellen von F' (X, 1)
und J; € Q. Notwendig ist a € Q (sonst wire F(X,Y) ¢ Q[X,Y]).

Sei z := (z,y) € Z* eine Losung der Thue-Gleichung. Dann kann man die Faktoren von
I 0.B.d.A. so anordnen, dass

|Vs + 0sy| > |vs12 + 0s_1y| > ... > |yx + 01y| >0
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gilt. Mittelbildung in der vorletzten Ungleichung liefert

1) 1)
712 + 01y| + [y27 + Sy =0

Vs + 0sy| > ... > |yex + doy| > 5

Letzteres ist sogar > ¢y max{|z|, |y|} := c1]|z|| (Maximumsnorm) fiir eine Konstante ¢y,
die nicht von z und m , sondern nur von (7, d1), (72,d2) abhéngt. Diese beiden Zeilen sind
namlich linear unabhéngig nach Voraussetzung iiber die Linearfaktoren von F', es gibt also

eine Matrix
71 0 -
A = ,
[72 52]

NI | ket
Y Y2 02| |y Yo + 02y

Mit Hilfe der Maximumxnorm fiir die Matrix ergibt sich daraus

und fiir diese ist

=], [yl < [IAll - (Im@ + d1y| + |2z + d2y])

wie behauptet. Auf die anderen Linearfaktoren von F' ldsst sich die gleiche Schlussweise
anwenden. Produktbildung iiber alle diese Ungleichungen zeigt daher

[F(z,y)] = e Ina + oyl - ||zl

Dabei héngt ¢, von den 7;,0; und a, also von F' ab, aber nicht von (z,y). Fallunterschei-
dung;:

1. Sei 71,01 € Q. Wegen z,y € Z ist dann
Iz + 0yl >c3 > 0

(zum Beispiel mit % als Hauptnenner von vy, d; ). Weiter ist d > e;, denn
d=e +ey+---+e, mit s > 3. Folglich gilt

[Flz.y)] > ea- Iz, )l

Wegen c¢3 # 0 geht |F(z,y)| gegen unendlich fiir ||(z,y)|| — oo, d.h. es kann nur endlich
viele Losungen der Thue—Gleichung geben.

2. Bs gilt vy = 1 und 6; € Q mit Grad [ > 2. Fiir alle § > 0 gilt nach dem Satz von Roth
(den wir noch beweisen miissen)

> cy(61,6) - |y~

x
— +0p
Y

Damit folgt:

I+ 6yl > eq |y
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Dabei setzen wir y # 0 voraus. (Fiir y = 0 haben wir nur endlich viele Losungen.) Erst
recht ist

Iz + 1y > s [z 70

Damit ist
Fle.y)] > eo [l p)l[0) > g |(,y)|[ 2+

Um zu zeigen, dass F'(z,y) = m nur endlich viele Losungen hat, geniigt also der Nachweis,
dass dieser Exponent d — e(2+9) > 0 ist.

Mit —d; (Nullstelle von F(X,1) € Q[X]) sind auch alle £ > 2 Konjugierten von —d;
Nullstellen von F(X,1). Alle Konjugierten treten mit gleicher Multiplizitéit e; auf (man
zerlege F'(X, 1) in irreduzible Polynome, dann muss F(X,1) = f(X)® --- sein, wobei —d;
Nullstelle von f(X) ist ebenso wie die algebraisch konjugierten zu —d; ). Folglich gilt

d 2 l61 2 261.

Fiir [ = 2 ist d > 2e; wegen s > 3 (sonst gébe es nur zwei Linearfaktoren). In jedem Fall
gilt d > 2e; . Mit hinreichend kleinem ¢ > 0 folgt also

[F(X,Y)] = ¢ [I(z, )|

fiir e >0. O

Man hétte diesen Beweis bereits mit der Thue-Ungleichung fithren kénnen. Aus dem Satz
von Roth ergibt sich allerdings zum Beispiel der Beweis folgender stérkerer Aussage:

Satz 9.3 Sei F(X,Y) eine bindre Form vom Grad d > 3 mit rationalen Koeffizienten
ohne mehrfache Linearfaktoren (d.h. ey = ey =---=e3=1) und v < d—2. Dann gibt
es nur endlich viele z = (z,y) € Z* mit

0 < |F(z)] < |zl
Insbesondere: Sei G(X,Y) € C[X,Y] mit Gesamtgrad kleiner d — 2, so hat die Diophan-
tische Gleichung F(z) = G(z) nur endlich viele Losungen z € Z* mit F(z) #0.

10 Ho6hen. Index. Das Siegelsche Lemma

Wir definieren die Héhe eines Polynoms aus Z[Xi,..., X,,| als die Maximumsnorm des
Koeffizientenvektors:

31



Definition 10.1 Die ,,Hohe” von
P(X1,..., X)) =>C01y- oy Jm) XPP X2 - XIm € Z]Xy, ..., X,,] ist

|P| := max |C(j1, ..., Jm)]

und fir alle iq,...,1, € Ny sei:

1 Oirtizt - tim
-Pil ..... im = = . . : 7 7 - P<X17,Xm)
irligl. i OXPOXPE .. OX

Fiir ¢ = (i1,...,4mn) schreiben im folgenden kurz P; statt P,

7777 tm "

Lemma 10.1 Sei P € Z[Xy,...,X,,]. Dann gilt P, € Z[Xy,...,X,,] fir alle
i = (i1,...,im) € Ng'. Wenn degx, P <y, fir h=1,...,m ist, gilt

’Pi| < oritretetrm | |

Beweis. Sei P(X1,...,Xm)=3C(j1,...,jm) X' XJ* .- XJm  Dann gilt fiir alle
i = (i1, ... i) € NT

1 T2 Tm . . .
g\ (I Jm\ g s . iy i .
P= 33 S () () (et g

Jj1=072=0 Jm=0 _

-~

€Z

Vereinbarungsgemif sei (i)
abschitzung folgt aus (7h) <

i 20 <2 fiir h=1,...,m.

Definition 10.2 Sei P(Xy,...,X,) € Z[Xy,..., Xn], 71,...,7m € N und
(a1,...,q) € R™. Fiir P#0 heifst

IndP := min{Z—1—1—2—2—1—...—1—2ﬂ | Py i (g, .o ) # 0}
T T2 'm
der ,,Index” von P beziglich (oq,...,0n,T1,..., ). Fir P=0 sei Ind P :=oc0.
Insbesondere ist genau dann Ind P =0, wenn P(aq, ..., ) #0.

Lemma 10.2 Sei ry,...,7, € N und (aq,...,q,) € R™. Dann gilt:
1. IndP,>IndP -y &
h=1 "

2. Ind (P® + P®) > min {Ind PV, Ind P®}
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3. Ind (PW . P®) =Ind PV + Ind P?

Beweis. 1.) Sei T := P, und j = (j1,-..,Jm) mit Tj(oq,...,q,) # 0. Dann ist
Pi(on,...,an) # 0, da beide Polynome sich nur um einen konstanten Faktor unter-
scheiden. Nach Definition des Index gilt

11+ 7 19 + 9 tm + Im
1]1+2 Jz—l—...—l— ]_

> Ind P
(&1 T 'm
Man erhalt
Doz gdms pgp 2y
1 T2 T'm (&1 () T'm

Wiihle j so, dass & + 2 4. 422 —IndT =Ind P;.
2.) Sei 0.B.d.A. PM + P -0 und j so gewihlt, dass

Ind (PY + P?) = Z‘Z—h
—' Th

und (PW + PC ) (a1, ..., Q) # 0. Dann gilt

Pgl)(al,...,am) # 0 oder P-(Q)(ozl,...,ozm) # 0

J

und somit:
= ] (2) = jh

Ind P¢ — oder Ind P¥ < =

<3 D9

Es folgt die Behauptung.
3.) Es ist fiir alle j € N’

(PY . = > pPY.PP.Cli) . (4)

j=i+i’

mit Konstanten C(i,i") # 0. Wahle j so, dass

i ‘ = Ind (P - P®@)

h=1

und (PW - P(Q))j (ay,...,am) # 0. Folglich existieren i,7’ € NI* mit ¢ +4 = j und

Ind Pl-(l)(ozl, ce ) # 0 und Ind Pi(,2)(041, e Qy) # 0
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Damit gilt
m. .
mdP® <y 2 d  dp®<S
n < un n < Z .
und man erhélt
m . . m .
Ind PV + Ind PP < Y <Z—" + Z—h) = Y~ d (PO PO)

Umgekehrt seien ¢,7 € INJ* gegeben mit

3

. m .
Ind P = h und Ind P? = Z h )

r r
h=1 'l h=1 "

dabei P-(l)(al, cey Q) # 0 und PZ.(/Q)(ozl, .o, Qy) # 0. Unter den 7,7 mit dieser Eigen-

schaft wihle jeweils das lexikographisch erste aus. Fiir diese 7,4’ setze j := i + 7. Damit

gilt

(P(l) . P(Q)) (g, )
(1)] (2) (5)
=C(i,1) - P, (o, ... am) - Py (o, ooy i)

Sei niamlich C(i,7) - Pz(l) : Pg(,2) ein anderer Summand in (4), etwa mit i > 4, so muss
7' <pex i sein, da die Summen j sind. Daraus folgt

-Pg(/2)(0517"°705m) - O )

so dass der Summand 0 ist. Aus (5) folgt

Zj— > Ind (PV-P®) . O

h=1

Satz 10.1 (Das Siegelsche Lemma) Seien L;(z) = Z,ivzl ajpz fir j=1,..., M,z =

(z1,...,2n), Linearformen mit Koeffizienten aus Z. Sei N > M und |aj| < A fir
alle 1 < j < M und 1 < k < N. Dann ezistiert eine Lisung z € ZV \ {0} des
Gleichungssystems Ly(z) = Lo(z) = --- = Ly(z) =0 mit

2l < [(VA)=w| = Z ez

Beweis. Wegen N > M ist der Kern nichttrivial, d.h. es existieren Losungen z € QV\ {0} ;
wenn wir mit dem Hauptnenner multiplizieren, sogar in Z" \ {0} . Aus

M

Z+1 > (N-A)~m
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N—-—M

folgt N-A<(Z+1)" % | so dass
N-A-Z+1< N-AZ+1) < (Z+1)w
Fiir die (Z + 1)V Punkte z € Z¥ mit 0 < z, < 7 ist
—-B;-Z < Lj(z)<C;-Z fir j=1,....,.M

wobei C; die Summe der positiven aj, und —B; die Summe der negativen a;, bezeichne.
Damit gilt

Bi+C; < N-A |

da jeder Summand in L; absolut durch A beschrénkt ist. Alle L;(z) liegen in einem Intervall
der Linge maximal N - A - Z . Folglich haben alle Werte in Z N[0, Z]Y hochstens

(N-A-Z+ D" < (241N

Bildpunkte, also kann die Abbildung nach dem Schubfachprinzip nicht injektiv sein, d.h. es
existieren z(l),z@) eZV N [0, Z]N mit z £ 7z und

L; (z(l)) = L; (2(2)) fir j=1,....M

Somit gilt L; (zM —z®) = 0 fir j = 1,...,M. Damit erfiillt z := z(») —z® die
Ungleichung ||z|| < Z. O

11 Der Indexsatz

Eine Zahl a € Q heifit ganz-algebraisch, wenn das zugehdrige irreduzible, normierte Po-
lynom f(x) € Q[z] sogar aus Z[z] ist. Aquivalent: « erfiillt eine algebraische Gleichung

o+ a0+ tagat+ag = 0
mit ai,...,aq € Z. Fir alle 8 € Q mit irreduzibler, primitiver Gleichung
boBt+ b1+ b Btbg = 0,

d.h. mit by € N und teilerfremden by,...,bs € Z, ist o = byff ganz—algebraisch (multi-
pliziere mit 62—, so dass man ein irreduzibles, normiertes Polynom fiir o erhilt). Wenn fiir
ein 6 > 0 und g € Q mit teilerfremden p,q € Z gilt

B_E‘ < C'q_2_67
q

so ergibt es sich durch Multiplikation mit by € N

b
bof3 — %p < chy-q 2

und umgekehrt. Somit geniigt es, den Satz von Roth fiir ganz-algebraische « zu zeigen. Die
Konstante ¢ hdngt ohnehin nur von « und ¢ ab.
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Lemma 11.1 Sei o ganz-algebraisch mit irreduziblem, normiertem Polynom

QX)) = X+, X"+ +ag 1 X +ag € Z[X]

Fiir alle ¢ € N existieren agz), age), e ,ag) € Z mit
o = agé)osz + -+ agf_)loz + aff)

© — o
und |a; |§(|Q|+1> firi=1,...,d.

Beweis durch Induktion tiber ¢:

e Induktionsanfang: Fiir £ =0,...,d — 1 ist die Aussage trivial.
e Induktionsannahme: Die Aussage sei fiir £ — 1 anstelle von ¢ bereits bewiesen.
e Induktionsschluss: fiir ¢ > d gilt

Da a ganz—algebraisch ist, folgt

ot = —a0t —aa?t - —ay

und wir erhalten

of = gtV (—alofl*1 e — ad) + agfffl)adfl bt agffl)ag n a((f*l)a

= (ag*l) — alagéfl)) e Kt (ag*l) o ad,la(zfl)) o — adagefl)

Alle Koeffizienten sind ganzzahlig und wir kénnen mit der Induktionsannahme den
Absolutbetrag der Koeffizienten nach oben beschréinken durch

~—

424

(@Jr 1)H+ 1Q] - (@Jrl)H - (@Jr 1)4 . D
S &

2D

£—1
! el

Satz 11.1 Sei a ganz-algebraisch vom Grad d == [Q(a) : Q] > 2, € > 0 und n € N
sowie m > 16¢2log(4d) und r1,...,r, € N. Dann ezistiert ein Polynom
P(Xy,..., X)) € Z[Xq,..., X mit P#0 und folgenden Eigenschaften:

1. degy, P <y, P hat also hichstens N := (ry +1)...(ry, + 1) Koeffizienten.

2. Beziglich (o, ... ,a,r1,... 1) hat P den Index Ind P > %m(l —€).
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3. Es existiert eine Konstante B := B(a) mit |P] < Brtr2ttrm,

Beweis. Ansatz:

1 [ Tm
P(Xy,.. X)) = D> > Clneoo o jm)  XPTXP X

Jj1=072=0 Jm=0

mit N := (ry+1)(ra+1)---(r, + 1) ganzrationalen Koeffizienen C(ji,...,Jm) -
P erfiille folgende Gleichungen

P(a,a,...,a) = 0  firalle i= (iy,...,in) € N§' (6)

mit (S, &) ™ < < Mit einigem Aufwand an Kombinatorik oder Wahrscheinlich-
h=1 ry 2 2

keitsrechnung kann man nun zeigen, dass wegen der Voraussetzung m > 16¢~2log(4d) die
Anzahl der i—Vektoren mit dieser Eigenschaft hochstens

N

2d

werden kann. Die Idee dabei ist, dass man die Summanden iy, /r}, als unabhingige Zufalls-
variable mit Erwartungswert % auffasst; ihre Summe hat dann den Erwartungswert %,
und die Behauptung iiber die Héufigkeit des Abstands der Summe zum Erwartungswert
folgt dann aus einer Art Tschebyscheff-Ungleichung. Das Gleichungssystem (6) definiert
lineare Gleichungen fiir die C'(ji, ..., j,,) mit Koeffizienten in Z - o’ mit ¢ € Ny . Zerlege
alle of gem#f Lemma 11.1 in Z-Linearkombinationen von 1, a, o2, ..., a%!. Dann zerfillt
jede der einzelnen Gleichungen (6) in d lineare Gleichungen fir die C'(jy, ..., jn) mit Ko-
effizienten in Z, also insgesamt M < d - % = %N lineare Gleichungen fiir N Unbekannte
C(j1y -y Jm) -

Um eine nichttriviale und nicht zu grofie Losung des Gleichungssystems zu finden, wenden
wir das Siegelsche Lemma (Satz 10.1) an. Dazu bendtigen wir eine Schranke A fiir die Ab-
solutbetréige der Koeffizienten. Nach Lemma 10.1 ist konnen wir die Hohe der P; durch die
Hohe von P abschitzen, die Koeffizienten des Gleichungssystems (6) sind also beschrénkt
durch 2"F-*Fm . schreiben wir das Gleichungssystem in ein d-faches Gleichungssystem mit
Koeffizienten in Z um, multiplizieren sich diese Koeffizienten hochstens mit dem Faktor

€ 2m
2ri 4+ 1)(rg+ 1)+ (1 +1) - e ()5 < N . o-losld)

__ ¢
<|Q| + 1) (Lemma 11.1), wobei ¢ die Exponenten von « in den Pj(a, ..., «) durchliuft.
Letztlich erhélt man also eine Abschétzung

ri+ra+-+rm

A< 2 (la+1)] ,

das Siegelsche Lemma liefert also ganzzahlige Koeffizienten C'(jy, ..., j,) von P der Grofie

ritre++rm

CGs gl < (NAYFT = NA < (1 41)(ra41) . . (Fn 1) {2 : (@+ 1)}

Mit B := B(a) := [4 : (|Q_| + 1)] folgt daraus die Behauptung des Indexsatzes. O
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Satz 11.2 Seien die Voraussetzungen des Indexsatzes gegeben, P ebenso konstruiert,

0<d<1lmit0<e< %5, D=D(a) eR, %, c Z—m rationale Approximationen an «
mat
qi > D und o — Ph < qufa
dn
fir h=1,...,m. Ferner seien die r, so gewdhlt, dass

r-loggr < rp-logg < (14€)-rp-logg

fir h=1,...,m. Dann ist IndP >em  beziiglich (%, o f;—::,rl, . ,rm> ; insbeson-
dere gilt P(ﬂ,...,p—m> =0.
q1 qm

Beweis. Seien ji, ..., jm € Np mit th«_z <em, j=(j1,...,7n) und
T(Xl,...,Xm) = P](Xl,,Xm)

Zu zeigen ist T (l2 P

, , ) = (0. Nach Lemma 10.1 ist
q1 dm

7] < By

und ebenso

|T;] < (4B)ttrm fiir alle j .

Jedes Monom in Tj(a,...,«) hat also einen Absolutbetrag von hochstens
(4B) 1+ max (1, o[}t
Weiterhin ist die Anzahl der Monome héchstens
(ri+1) (ry+1) < 2nttrm
Folglich gilt fiir eine nur von « abhéngige Kontante c:
ITi(a,...,a)] < (8B-max{l,|al}) T Frm = gt tm

Gemif Indexsatz ist Ind P > (1 — €) beziiglich (a,...,a,7r1,...,7,). Somit gilt nach
Lemma 10.1 | ]
Ind7T > Em-(l—e)—em = —m- (1 — 3¢

2
Die Taylorentwicklung von 7" um (v, . .., «) ergibt
T1 Tm il Zm
h Pm P1 Pm
T _,...,— = CEEEY 7‘;‘7’%‘”(&7’0&)(__04) "'(_—@> ,
<ql qm) Z:O imzzo 1 N Gm
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wobei Tj(a,...,a) =0 fiir alle i mit — +--- + = 5(1 — 3¢) . Damit haben wir
™ T'm
R I S T
qQ dm i
Es wird hier nur noch iiber alle ¢ mit — + --- + — > 5(1 — 3¢) summiert. In diesen
1 T'm
verbleibenden Summanden ist
i ; rl:lil Tm
Gy = @ g
(2t
> q G ) (da 71 log g1 < 7y logqn)
rim( 1 —2e¢
> q (3-2) (da 2(1—3e) > 5 — 2¢)

Wegen 1 logq; > (1 + €)rp, log g, gilt ferner

=—2¢
) 1 1
qr--- zm > <| | q; ) > (qi”l...q:x)(z—%)(lﬂ) > (qgl...q;;n)z(l—@’e)

Die Anzahl der Summanden betrigt hochstens 2"1F*"™ 5o dass

m 1 Th

D1 —=(1—6¢)(2+6)
T(=—,..., 2cq 2! )
‘ (Q1 )‘ 1;[( "

Wegen 6 <1 und € < 15 ist
$(1—6e)(2+6) > 1+46—9¢ > 1+ 16
Fiir ¢} > (2¢)* =: D gilt folglich

5 Li602+9)

18
20qh Qthl 1< qgl

Daraus folgt

(22| < g
q1 dm

Andererseits ist T' € Z[X1,..., X,,] und degy, T <7}, deshalb

m N
(2 ) o
a1 Qm qy 4y

mit einem Zdhler N € Z . Aus dieser Gleichung und der letzten Ungleichung folgt N =0,

th(ﬂw.mq_o O
q1 dm
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12 Das,,Lemma von Roth” und der Beweis des Satzes

Definition 12.1 Seien ¢, ¢1,...,0r € R(Xy,..., X,n) rationale Funktionen in m Varia-
blen und fiir i = (i1, ...,4,) sei ein Differentialoperator

D; : o—

der ,,Ordnung” © =iy, + - +1i,,, definiert wie in Definition 10.1. A; bezeichne einen sol-
chen Differentialoperator der Ordnung < i—1. Fine ,,verallgemeinerte Wronski-Determi-
nante” von @1, ..., P ist

W = det(AZgoj), Z,j = 1,...,]{3

Fir m = 1 ist notwendigerweise Ay = Dy = id, Ay = Dy = %, o A = Dy =

ﬁ% das einzige Beispiel, fiir das W # 0 (sonst tritt ein Operator mehrfach auf, so
dass W =0).

Lemma 12.1 Seien ¢q,...,¢0r € R(Xy,...,X,,) linear unabhingig iber R. Dann exi-
stiert eine verallgemeinerte Wronski—Determinante W = W (py,...,¢x) 0.

Beweis durch Induktion iiber k. Der Induktionsanfang k£ = 1 ist trivial, weil nur der
Differentialoperator Dg = id in Frage kommt und W (y;) = 1 # 0 fiir nichttriviales ¢4
erfiillt.

Fiir den Induktionsschritt beachte man, dass aus der linearen Unabhéngigkeit der Funk-

tionen ¢q,,...,p, die lineare Unabhéngigkeit der Funktionen
1,2 Pk
$1 Y1

folgt; mehr noch: es gibt eine Variable X, so dass die partiellen Ableitungen

0 2 0 P
8ng01"“’an901

ebenfalls linear unabhéngig sind. Nach Induktionsannahme gibt es Differentialoperatoren
Ay, ..., Ay, die - angewandt auf die Funktionen ¢;/¢p; — eine Wronskideterminante # 0
ergeben. Im Induktionsschritt wende man auf die Funktionen 1, @5/, ... die Differential-
operatoren Dy und ainAlv ey %Ak,l an und iiberzeuge sich, dass eine nichtsingulére
Matrix entsteht. O

Satz 12.1 (,,Roths Lemma”) Seien 0 < e < 5 und m € N fest gewdhlt sowie

€ 2m71

w = w(e,m) = 24.-27™ (ﬁ)
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Seien r1,...,rm € N mit wry, > rpyq firalle h=1,....m—1 und (p1,q1),-- -, (Pm>qm)
teilerfremde Paare in Z* mit q, € N und ¢;" > ¢i*, ¢ > 2°™. Sei P(Xy,...,X,,) €
Z[Xy,...,Xn], P#0, degy, P <1, mit |P| < ¢ . Dann ist IndP < e beziiglich

(pl Pm )
— e, Ty T |
q1 qm

Der Beweis des Satzes von Thue—Siegel-Roth aus dem Indexsatz und Roths Lemma wird als
Widerspruchsbeweis gefiihrt. Wir nehmen also an, es gibe eine algebraische Irrationalzahl
a vom Grad d > 2, so dass fiir jedes 0 > 0 die Ungleichung

P 1

o — —‘ < W (7)

unendlich viele Losungen P € Q mit teilerfremden p,q € Z besitzt. O.B.d.A. diirfen wir
q

annchmen, dass alle ¢ > 0 sind, dass a ganzalgebraisch ist (vgl. den Anfang von Sec. 11)
und zwischen 0 und 1 liegt (durch Ubergang zu (o) = o — [a ), und dass ¢ < 1 gilt.

Wiéhle e e R mit 0 < e < % und m € N mit m > 16e 2log4d. Der Indexsatz besagt:

Fiir alle rq,...,7, € N gibt es ein Polynom P(Xi,...,X,,) € Z[X1,..., X,],
P # 0, so dass

° deth P<nr,

e Beziiglich (a,...,a,r1,...,7y) ist Ind P > (1 —¢)

e Es existiert eine Konstante B = B(a) mit |[P| < Bt +rm
Nach Satz 11.2 wissen wir:

Es existiert ein D = D(a) € R, so dass fiir die rationalen Approximationen

’q’—i, . Z—Z an a mit (7) und ¢} > D sowie rylogq < rylogqn, < (1+¢€)rilogq

der Index Ind P > em ist beziiglich <&, ey p—m, Ty ,rm> :
a1 dm

Esist 0 <e< 5, wi=w(e,m):=24-2"" (1_62)271%1 . Nach Roths Lemma gilt:

Wenn ¢;" > ¢i* und ¢ > 2% fiir alle h sowie m < ¢y, dann ist beziiglich
<’ﬂ .. B Tl,...,Tm> der Index Ind P <e.

Q’’ > qm’

Wihle 2 € Q, so dass (7) erfiillt ist und ¢’ > B™ (ein solches ¢, existiert, da es unendlich
viele Losungen von (7) gibt). Weiter sei ¢ > D := D(a) := (16 - max{1,a})* = 26 (vgl.
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Beweis von Satz 11.2). Wihle B > 23 so dass ¢ > 2°". Wihle weiterhin sukzessive
Losungen Z—j, ce Z—: € Q von (7), fiir welche

wlog gny1 > 2log gn
Insbesondere gilt dann ¢; < ¢» < ... < ¢, - Nach deren Wahl gilt:
¢ > B™ > 2% q2>D
fiir alle h. Wéhle die r, wie folgt: 1 € N sei so grof}, dass

erilogqr > logan,

Fir h=2,...,m sei

1
o [7“1 Og%} 1 ’
log gn

so dass r,logq, > r1logq, . Da logq, < logq,, < erqlogq, , gilt andererseits
rulogqn < rilogqr +logq, < (1+€)rilogq

Waéhle P nach dem Indexsatz passend zu « mit diesen rq,...,r, . Damit sind die Voraus-
setzungen des Satzes 11.2 erfiillt:

m < Britetrm < BN

Y

denn nach Konstruktion ist % < 1 und somit 7, < ry. Folglich ist

|P] < B™™ < g™

Nach dem Roth’schen Lemma ist damit
IndP < € < em

im Widerspruch zur Annahme Ind P > em. O

Der Satz von Roth ist nicht effektiv, d.h. es ist nicht moglich, eine obere Schranke fiir ¢
aus (7) abzuleiten, die nur von a und ¢ abhéngt. Grund: Schon die Wahl von ¢, ldsst sich
nicht nach oben einschréanken.

Die Anzahl der sehr guten Approximationen 2 mit (7) von o ldsst sich (schlecht, aber)
effektiv nach oben abschitzen, |{¢ € N | ¢ < B%}| ist allerdings sehr gro8. Durch

2

Gy > G = a2 G

werden [qi/ “] Nenner ausgeschlossen. Aufgabe: Diese Anzahl méglicher Nenner durch eine
GroBe zu beschrinken, welche nur von «, d, h abhéngt (16sbar!). Dies folgt aus Varianten

42



des Beweises nach Dyson, Esnault, Viehweg.

Beweis von Roths Lemma durch Induktion iiber m. Sei m = 1, also w = €. Dann ist

P(X) = (X—%) CM(X)  mit M(X) € Q[X].

Wiéhle ¢ so grof}, dass M (%) # 0, d.h. £ maximal. Damit geniigt es, zu zeigen, dass

/!
IndP = — < ¢
T1
Es ist ebenfalls folgende Zerlegung moglich:
1
P(X) = (X —p)"-R(X) mit R=— M.
q1
Das GauB’sche Lemma besagt, dass R(X) € Z[X]. Der fithrende Koeffizient von
(1 X — p1)t wird von ¢} geteilt, somit auch P(X) und damit

¢ < [P < g
Aus der Voraussetzung ¢¥ > 23" = 8 und w = € folgt ¢§ > 8, d.h. ¢ > 1. Wir erhalten

{0 < wry =er

Induktionsschritt: Sei das Roth’sche Lemma fiir 1,...,m—1 und alle zuléssigen € bewiesen.
Dann setzen wir

k
P(X1,.. . Xm) = Y @0i(Xe, o, Xoea) - 95(Xm) € Z[X1, . X]

j=1
wobel ¢1,..., ¢k € Q[X1,..., Xppoa], 2B . mit k =7, +1, und ¢; = X3 fiir j =
1,..., k. Wihle die Zerlegung so, dass £ minimal wird. Insbesondere ist £ <r,, + 1.
Behauptung: ¢q, ..., ¢, sind linear unabhéngig iiber R .

Begriindung: Andernfalls sei 0.B.d.A. ¢ = Zf;ll c;jpj - Ersetze ¢y, durch diese Linearkom-
bination, dann steht

k—1
P(X1s o Xm) = D (0 + cin)
j=1

im Widerspruch zur Minimalitdt von k.

Analog zeigt man, dass v, ...,y linear unabhéngig iiber R sind. Sei
-1
(Xon) ‘ ((1 — 1! aan_l%( )>z‘,j:1 ..... k
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dann ist U # 0 die (einzige) nichttriviale verallgemeinerte Wronski-Determinante. Nach
Lemma 12.1 gibt es Operatoren

1 oirtFim-1
/ .
A’L = T - " i i1 5 Z:17...,k
1 tper 0XyH - 0X,

mit Ordnungen 41 +---+1, <i—1<k—1<r,, so dass
V<X1a"'7X’m—1) = det (A;@])ZJ 7_é0

ist. Setze

k 1 it
W(Xy,..., X)) = det (Z(AQ%)- <<j = anlz/zT>>
,J

r=1

= det

e
G- axioit ;

. s

/[:7j

mit anderen Worten erfolgt die Zeilenindizierung nach Ableitung der ersten m—1 Variablen
und die Spaltenindizierung nach Ableitung der m-ten Variablen. Damit ergibt sich

0% W(X,....Xn) = V(X1 .. Xn1) - UXp) = V(X1 .o, Xnot) - US(Xo)

mit U, V* € Z[Xy,...,X,]. (Man multipliziere V' mit Nenner v und dividiere U durch
v. Nach dem Gaufl’schen Lemma folgt U*,V* € Z[X;,..., Xn].)

Behauptung: Beziiglich (%, ce z—:, Ti,... 77”m> gilt fiir den Index von W :

1
O = IndW < 6[662

Begriindung: Sei ¢ := Ind P beziiglich (Z—i, cee Z_::’ Tl ,rm> . Nach Konstruktion ist

W = det Pil ..... im—1,Jm ]m = ] —1 )
fiir den Zeilenindex iy, ..., 4,1 und Spaltenindex j5,, . Nach Lemma 10.2.1 folgt aus
WTh 2 Thel
i im-1  J—1
Ind P, i ijm = V—— = — —— —
1 T'm—1 'm
> ﬂ_ll+"'+im—1 J—1
T'm—1 T'm
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Aus Zm_l i, <i—1<k—1<r,, erhalten wir

v=1
ro_j-1

Ind PL'I ..... im 17jm 2 19_ B

Tm—1 T'm
> 9wt 1

T'm

¢ gt
Ind By, i 1jm = l(}_2_4_ T'm

Da W die Form

W = Z H By i1

77777

hat und nach Lemma 10.2 gilt
Ind (PY 4 P@) > min{Ind PV Ind PP}
Ind PV . P?) = Ind PV + Ind P® |

erhalten wir

k! Glieder

k
O = IndW > min {Zlndpil ,,,,, iml,j—l}
1

k
> -2+ Zmax{z? - =,0}
j=1

In der zweiten Zeile haben wir ausgenutzt, dass jedes F;, ;. ;-1 der Abschétzung
geniigt, insbesondere das Minimum. Ferner ist der Index eines Polynoms nie negativ, so
dass wir das Maximum mit 0 bilden kénnen. Es folgt:

k-1
Zmax{ﬂ— #,O} < O+ gihe® < ke’ (8)
i=0

Wir fithren eine Fallunterscheidung durch:

€2

1. Sei ¥ > % Aus Ungleichung (8) folgt %k (219 — E) < k- oder, dquivalent

Tm

dazu:

Wir erhalten 9 < %e2 < €.
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2. Sei ¥ < ’:} . Dann hat Ungleichung (8) die Form:

[9rm] ;
> (19 —~ —) < 1ké
i=0 T'm

Daraus erhilt man
%19([197"7”] +1) < ikez

Es folgt $0%r,, < 1ke®, wegen k <rp + 1, dh. k < 2r, , ist 9% < €.

Aus beiden Féllen folgt die Behauptung. O
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