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1. Einführung

• Formulierung und Motivation der BSD-Vermutung

• Zusammenfassung der bekannten Resultate: Gross-Zagier-Formel, Satz von Kolyvagin, Modularitätssatz,
Resultate von Bhargava und Shankar

2. Elliptische Kurven

• Definition, Weierstraß-Gleichung, j-Invariante und Klassifikation

• Elliptische Kurven über C: Realisierung als komplexer Torus via Weierstraß ℘-Funktion, grober Modulraum
SL2(Z) \H

• Beweisskizze des Satzes von Mordell-Weil: Reduktion auf den schwachen Satz von Mordell-Weil mit Hilfe
von Höhenfunktionen, Beweis des schwachen Satzes von Mordell-Weil über Endlichkeit der n-Selmergruppen

• L-Funktionen von elliptischen Kurven

Literatur: [Zha02, p. 4–14], [Dar04, §1.1, 1.2, 1.4]

7.11.2013, Frankfurt

3. Modulformen, Modulkurven

• Definition Modulformen

• Hecke-Operatoren auf S2(Γ0(N))

• Atkin-Lehner-Theorie, Neuformen

• L-Funktionen zu Spitzenformen

• Modulkurve X0(N) als Riemannsche Fläche, kanonisches Modell von X0(N) über Q, Hecke-Korrespondenzen
auf X0(N)

• Eichler-Shimura-Theorie, modulare Parametrisierung von elliptischen Kurven über Q (Modularitätssatz)

Literatur: [Dar04, §2.1-2.5], [GZ86, §1.1-1.2], [Zha02, p. 16–17]

4. Heegner-Punkte

• Theorie der komplexen Multiplikation ( [Dar04, §3.1], notwendige Resultate der globalen Klassenkörpertheorie
wiederholen)

• Heegner-Punkte auf X0(N): Definition, Klassifikation und modulare Interpretation ( [Dar04, §3.2], [GZ86,
§2.1])

• Heegner-Hypothese, Heegner-Systeme

Literatur: [Dar04, §3.1-3.5], [GZ86, §II.1], [Zha02, p. 22–25], [Gro84]
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21.11.2013, Frankfurt

5. Gross-Zagier-Formel und der Satz von Kolyvagin

• lokale und globale Höhenpaarung auf einer Kurve, Zusammenhang mit Néron-Tate-Höhen auf deren Jaco-
bischen Varietät ( [Gro86, §1-4])

• Formulierung der Gross-Zagier-Formel ( [GZ86, §I.6]) und des Satzes von Kolyvagin ( [Dar04, §3.8])

• Anwendung auf das Klassenzahlproblem von Gauß

• Kurze Skizze des Beweises der Gross-Zagier-Formel: Ausblick auf die kommenden Vorträge

Literatur: [Dar04, §3.7-3.8], [GZ86, §I.4-I.9], [Gro86, §1-4]

6. Berechnung der archimedischen lokalen Höhen

• Green-Funktionen für X0(N)

• Auswertung der Green-Funktionen an Heegner-Punkten

• Formel für die archimedischen lokalen Höhen

Literatur: [GZ86, §II.2-II.5]

5.12.2013, Darmstadt

7. Berechnung der nicht-archimedischen lokalen Höhen I

• Modell X von X0(N) über Z mit modularer Interpretation der S-wertigen Punkte (grobes Modulschema),
Unterschied zu feinem Modulschema erläutern

• Endomorphismenring der S-wertigen Punkte von X, wobei S = Spec(R) für R ein vollständiger lokaler
Ring mit algebraisch abgeschlossenem Restklassenkörper ( [GZ86, §III.2])

• Ring der Witt-Vektoren W mit algebraisch abgeschlossenem Restklassenkörper wie in [GZ86, §III.4]
einführen

• Interpretation der lokalen Höhenpaarung auf X0(N) als Schnittpaarung auf einem regulären Modell von
X0(N) über dem Ring der ganzen Zahlen in einem lokalen Körper ( [Gro86, §3])

• Schnittformel III.3.3 in [GZ86] folgern

Literatur: [GZ86, §III.1-III.3], [Gro86, §3]

8. Berechnung der nicht-archimedischen lokalen Höhen II

• Interpretation der lokalen Schnittpaarung von x und Tm(xσ) in der Schnittformel III.3.3 in [GZ86] als Kar-
dinalität von Homomorphismengruppen zwischen elliptischen Kurven über vollständigen lokalen Ringen
im Fall, dass die Divisoren von x und Tm(xσ) auf X0(N) disjunkt sind, mit Hilfe von Deformationstheorie
( [Con04, Theorem 5.1])

• Berechnung der Kardinalität der in [Con04, Theorem 5.1] auftretenden Homomorphismengruppen mittels
Studium von Ordnungen in Quaternionenalgebren: Nur Resultat vorstellen ( [Con04, §7]).

• Anpassungen im Fall, dass x und Tm(xσ) nicht disjunkt sind, kurz erläutern ( [Con04, §8] bzw. [GZ86,
§III.8])

• Summenformeln in [GZ86, §III.9] vorstellen (ohne Beweis)

Literatur: [Con04], [GZ86, §III.4-III.9]
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16.1.2013, Frankfurt

9. Rankin L-Reihen I

• Definition von Rankin L-Reihen LA(f, s) assoziiert zu einer Idealklasse A eines imaginär-quadratischen
Zahlkörpers und einer Neuform f ∈ S2(Γ0(N)) (im Seminar nur Gewicht 2 behandeln)

• Rankin L-Reihen als Petersson-Skalarprodukt von f und eines Produkts einer Theta-Reihe mit einer nicht-
holomorphen Eisenstein-Reihe ausdrücken ( [GZ86, §IV.1])

• Aussage von Proposition IV.2.4 in [GZ86] (ohne Beweis)

• Fourier-Entwicklungen ( [GZ86, §IV.3])

Literatur: [GZ86, §IV.1-IV.3]

10. Rankin L-Reihen II

• Funktionalgleichung für Rankin L-Reihen

• Formeln für LA(f, 1) und L′
A(f, 1)

• Modulform in den Formeln für LA(f, 1) und L′
A(f, 1) durch eine Spitzenform ersetzen ( [GZ86, §IV.6])

Literatur: [GZ86, §IV.4, IV.6]

23.1.2014, Darmstadt

11. Beweis der Gross-Zagier-Formel, Korollare und Anwendungen

• Folgerung der Gross-Zagier-Formel aus den zuvor bewiesenen Formeln für die lokalen Höhenpaarungen
und die speziellen Werte der Ableitungen von Rankin L-Reihen ( [GZ86, §V.1])

• Korollare aus der Gross-Zagier-Formel für das Verhalten der L-Reihen von Neuformen in S2(Γ0(N)) in
s = 1 ( [GZ86, §V.1])

• Folgerung der Formel für die Ableitung in s = 1 der L-Reihe über einem geeigneten imaginär-quadratischen
Zahlkörper K einer elliptischen Kurve über Q, Zusammenhang mit der BSD-Vermutung ( [GZ86, §V.2])

• Korrektheit der BSD-Vermutung für elliptische Kurven über Q mit analytischem Rang 0 und 1 ( [Dar04,
Theorem 3.22], Formulierung des Satzes von Kolyvagin aus Vortrag 5 in Erinnerung rufen)

Literatur: [GZ86, §V.1-V.2], [Dar04, §3.8-3.9], [Zha02, §5.3]

12. Ausblick: Verallgemeinerungen der Gross-Zagier-Formel

• Quaternionenalgebren, Shimura-Kurven, Heegner-Systeme (durch Shimura-Kurven parametrisiert), verall-
gemeinerte Gross-Zagier-Formel von Zhang ( [Dar04, §4], [Zha97])

• Verallgemeinerung der Gross-Zagier-Formel auf spezielle Divisoren auf Shimura-Varietäten von orthogo-
nalem Typ durch Bruinier und Yang ( [BY09])

Literatur: [Dar04, §4], [Zha97], [BY09]
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6.2.2014, Frankfurt (optional)

13. Durchschnittlicher Rang von elliptischen Kurven über Q

• Durchschnittliche Kardinalität der 2- und 3-Selmergruppe einer elliptischen Kurve über Q: Resultate vor-
stellen, Beweisidee des Resultats über die 2-Selmergruppe erläutern (2-Selmergruppe mit PGL2(Q)-Bahnen
von binären Formen vierten Grades identifizieren)

• Folgerung: Durchschnittlicher Rang einer elliptischen Kurve über Q ist maximal 7/6.

Literatur: [Poo12], [BS10a], [BS10b]

14. Konsequenzen der Resultate von Bhargava und Shankar für die BSD-Vermutung

Erläuterung der folgenden Resultate:

• Ein positiver Anteil der elliptischen Kurven über Q hat Rang 0.

• Unter der Voraussetzung der Endlichkeit der Tate-Shafarevich-Gruppen: Ein positiver Anteil der ellipti-
schen Kurven über Q hat Rang 1.

• Ein positiver Anteil der elliptischen Kurven über Q hat analytischen Rang 0 und erfüllt die BSD-Vermutung.

Literatur: [BS10b, §4]
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