Matrixrechnung - Grundlagen

Was ist eine Matrix? |

Eine m x n-Matrix ist eine

a1 a12 a1,m a1
rechteckige Anordnung von 621 022 a2,m a2n | e Die Zahlen a;; heiflen Ein-
Zahlen in m Zeilen und n : : : trige der Matrix.

Am,1  Am,2 Am,m Amn

e Die i-te Zeile hat die Form
A(i) = (ai,l, Q5,2 - - - 7ai,n)‘
e Die j-te Spalte hat die Form

Spalten.

Der Index i, j des Eintrags a; ; gibt die Position innerhalb der
Matrix an. a;; befindet sich sich in der i-ten Zeile und der

j-ten Spalte. Tl
p az ;
Anstelle von Zahlen konnen die Eintrédge einer Matrix auch AW = .
andere Objekte sein.
amvj

Man schreibt oft: A = (a;,;)i=1

0,7 )i=1:0s

Rechnen mit Matrizen |

Zwei Matrizen der selben Gréfle m x n kénnen mit einan-
der addiert werden. Die Addition erfolgt eintragsweise: Die
Matrix A + B hat die Eintrage a; ; + b; ;.

Beispiel (mit m = 3, n = 2):

Eine beliebige m x n-Matrix kann
mit einem Skalar multipliziert wer-
den. Die Multiplikation erfolgt ein-
tragsweise. Die Matrix c- A hat die
Eintrige c - a; ;.

ai1 a2 bii bio arn+bi1 a12+b12\ | Beispiel (mit m = n = 2):
ag1 a2 | + | b21 bao| =[az1i+b21 az2+bao
as,1 as? b1 b32 ag1 +b31 azo+b3o a1,2 c-ay2

c a1,1 __[(¢-a11
az1 a2 C-az1 C-a22

)

Eine m x r-Matrix kann mit einer » x n-Matrix multipliziert werden. Es entsteht eine m x n-
Matrix. Die Matrix A - B hat an der Stelle i, den Eintrag Z;:l a; 1br,;. Dies entspricht dem
gewohnlichen Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der j-ten Spalte von B, d.h. der i, j-te

Eintrag ist <A(Z-), BU)>.
Beispiel (mit m =n =2, r = 3):

b b 3 3
a1 a2 a3 b; b;i _ (@abiaF a2 +a1sbsy a1,1b12 +a10022 +a18b32) _ Z/f. a1 1bk,1 Z;‘ﬂ a1 1br2
az1 Q22 a3 b3=1 b3.2 a2,1011 + az b1 +ag3b31  a2,1b12 + az bz s + as3b3 3 Z;y’,l as,1by,1 Zl,lfx a,;by 2

Transponieren

Beim Transponieren einer Matrix werden Zeilenindex und
Spaltenindex mit einander vertauscht.

Hat die Matrix A an der Stelle 4,j den Eintrag a; j, so
hat die transponierte Matrix A” hat an der Stelle j,4 den
Eintrag a; ;.

Aus einer m x n-Matrix wird so eine n X m-Matrix.

Das Transponieren entspricht
einer Spiegelung an der
Hauptdiagonalen. Das ist die
gedachte Diagonale, die von
links oben von a; 1 durch as 2
bis @, verlduft.

ai 1 a2 1 Am,1
a1,1 ay,2 a1,m a1,n 01,2 a2,2 am,2
a1 G22 a2,m a2.n T .
Aus A= wird A =
A1m  A2m Am,m
Gm,1  Gm,2 Apm,m Am,n :
ai,n a2 n Am,n,

Besondere Matrizen

Die Diagonalmatrix Die Einheitsmatrix

Und natiirlich viele weitere mehr...

Die obere Dreiecksmatrix

ai 0 0 1 0 0 a1 ai2 a1,m
0 az2 0 1 0 az,2 a2 m
: c 0 : .0 : ..
0 0 Am,m 0 0 1 0 0 amﬂn

Anhand ihrer Gestalt und der Stuktur der Eintrdge unterscheidet man verschiedene Typen von
Matrizen. Gilt m = n, so heifit die Matrix quadratisch. Die folgenden Matrizen sind quadratisch.
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Aufgaben

Rechnen mit Matrizen

Aufgabe 1. Gegeben seien die folgenden Matrizen:

a=( Y o= (5 %) o= (3 D) o= (h) 5= b )

Berechnen Sie sofern moglich die folgenden Ausdriicke:

a) A+ A b) A-B c) B+2-A d A+C el A—(B+0O)
f) D+D g) C+D h) A+FE iy -2-F

Aufgabe 2. Gegeben seien die folgenden Matrizen:

a0 ) o= ) om0 2 = () s=( 3 4

Berechnen Sie sofern moglich die folgenden Produkte:

a) A-A b) A-B ) A-C d C-A e) C-D f) D-C
g) AE h) E-A
Transponieren

Aufgabe 3. Gegeben seien die folgenden Matrizen:

1 2 3 -2
10 12 4
A= 72T (2)111 ,B_(O 3),0_(1 2 7 0),D=|7 ,E_(2 0 _1>.

Berechnen Sie zu diesen Matrizen jeweils die transponierte Matrix.

Losung

Aufgabe 4. Gegeben seien die folgenden Matrizen:

2 1 11
A= 0 -1|,B=[2 0 -1
2 1 0 0

O N

Berechnen Sie (A - B)T, AT . BT und BT - AT.
Besondere Matrizen

Aufgabe 5. Beweisen Sie: Das Produkt zweier oberen Dreiecksmatrizen ist eine obere Dreiecksmatrix.

Aufgabe 6. Beweisen Sie:

1. Das Produkt zweier Diagonalmatrizen ist eine Diagonalmatrix.

2. Das Produkt zweier Diagonalmatrizen ist kommutativ.

Geben Sie zwei Matrizen A und B an, sodass A- B # B - A.
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