Folgen Il

Teilfolgen von Folgen }

Ist (an)nen eine Folge und (ng)xen eine streng mono- Ist (an)nen eine Folge, so ist
ton wachsende Folge mit nj € N fiir alle £ € N, dann Qpy Gy Qng, - - - €ine Teilfolge von
heifit die Folge (a, )ren eine Teilfolge von (ay,)nen- (an), wenn ny < ng < ng < ---.

Haufungspunkte }

Ein Wert a heifit Hiufungspunkt einer Folge (an)nen, | Jeder e — o e
wenn fiir alle € > 0 und fiir alle V € Nein n > N Hiufungspunkt. Aber nicht jeder
existiert, sodass

Héufungspunkt ist ein Grenzwert.

lan, —al < e.
Eine Folge kann mehrere Haufungspunkte haben. Wenn sie beschrankt ist und genau
einen Haufungspunkt besitzt, dann ist dieser ihr Grenzwert.

,Haufungspunkt* in anderen Worten:
a heifit Haufungspunkt der Folge (ay,)nen, wenn gilt:

e In jeder e-Umgebung Uc(a) = {z € R: |z — a| < &} Die Folge (an)nen  mit
um a liegen unendlich viele Folgenglieder der Folge a, = (=1)" hat die zwei
(an)nen- Héufungspunkte 1 und —1.

Die zugehorigen Teilfolgen sind

e Es gibt eine Teilfolge (an, )reny von (a,)nen, sodass (az) ke und (asks1)ren.

(an, )ken fiir K — oo gegen a konvergiert.

Zu einem Haufungspunkt liegen unendlich viele Folgenglieder in einer e-Umgebung, jedoch
nicht zwingend alle bis auf endlich viele. Es kénnen also auch unendlich viele Folgenglieder
auflerhalb der e-Umgebung liegen.

Satz von Bolzano-Weierstral3

Jede beschrinkte Folge besitzt (mindestens) eine konvergente Teilfolge.

In anderen Worten:

o Jede Dbeschrinkte Folge besitzt (mindestens) einen Es gibt auch unbe-
Héufungspunkt. schrinkte Folgen mit
. . ) ) mindestens einem

e Jede beschrinkte Folge besitzt einen grofiten und einen kleins- Hiufungspunkt.

ten Haufungspunkt.

/Em(kléruné\ Limes superior und Limes inferior
I

7 Der grofite Haufungspunkt einer Folge (ap)nen heiBt Limes superior und der kleinste
H&aufungspunkt heiffit Limes inferior.

Schreibweise: lim sup a,, und lim inf a.,.
n—oo n—oo

Ist die Folge (a,)nen beschrinkt, so gilt fiir alle € > 0 fiir alle bis auf endlich viele Folgenglieder
von (an)nen:

liminfa, —e < a, < limsupa, + ¢.
n—oo n—oo
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Aufgaben
Teilfolgen

Aufgabe 1. Bestimmen Sie von diesen Folgen jeweils die ersten 10 Folgenglieder der angegebenen
Teilfolgen:

1

a) von a, = ; — 1 die Teilfolgen (a2x)ren und (asx)ren,
b) von a, = (—1)"(n + 1)2, die Teilfolgen (ass)ren und (azx)ren,
¢) von a, = sin (gn), die Teilfolgen (ask)ren und (@ak+1)ken-
d) a,=3-[%], die Teilfolgen (ask+1)ren und (ask+2)ken, wobei [] : R — R die Rundungsfunktion
bezeichnet, also z.B. [2,6] = 3 und [-1,9] = —2.
Haufungspunkte
Aufgabe 2. Bestimmen Sie alle Hiufungspunkte der folgenden Folgen:
a) an=(-1)°" b) ap=(-1)"(1-7) c) an=(—3)"
d) a,=01+1Li)m e) a,=sin(3mn) f) a, =sin(n)

Aufgabe 3. a) Geben Sie eine unbeschrinkte Folge mit mindestens einem Haufungspunkt an.

b) Geben Sie eine unbeschrinkte Folge an, die unendlich viele Hiufungspunkte besitzt.

¢) Geben Sie eine beschrinkte Folge an, die unendlich viele Hiufungspunkte besitzt.

d) Geben sie eine unbeschrinkte Folge an, die keinen Hiufungspunkt besitzt. Kann es auch be-
schrinkte Folgen ohne Haufungspunkt geben?

Aufgabe 4. Zeigen Sie: Eine Folge (a;,)nen konvergiert genau dann gegen einen Grenzwert a, wenn
jede Teilfolge (an, )ren gegen a konvergiert.

Aufgabe 5. Sei (ap)nen eine Folge mit unendlich vielen Hiufungspunkten. Es sei (Ap,)men €ine
Folge von Hiufungspunkten von (a,). Zeigen Sie: Ist h ein Haufungspunkt von (h,,), so ist h auch
ein Haufungspunkt von (ay,).

Limes superior und Limes inferior

Aufgabe 6. Bestimmen Sie zu den Folgen aus Aufgabe |2] jeweils den Limes superior und den Limes
inferior.

Aufgabe 7. Es seien (a,)neny und (b, )nen zwei Folgen.
a) Beweisen Sie
lim sup(a,, + b,) < limsup a,, + limsup b,

n—oo n—r oo n—oo

b) Geben Sie ein Beispiel an, bei dem obige Ungleichung mit Gleichheit erfiillt ist.

c¢) Geben Sie ein Beispiel an, bei dem obige Ungleichung nicht mit Gleichheit erfiillt ist.
Aufgabe 8. Sei (a,)nen eine Folge. Zeigen Sie:

lim sup a,, = — lim inf(—a,,)
n—o00 =€
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