Arklarung,
:

Allgemeine und Lineare Codes

Einfiihrung: Definition Alphabet und Wort } Definitionen Allgemeine Codes

Ein Alphabet A = {ay,...,ax} ist eine endliche e Ein Code C iiber dem Alphabet A ist

Menge von Symbolen a; mit k > 2. eine nicht-leere Teilmenge von A.

Ein Wort w iiber dem Alphabet A ist ein Tupel e Ein Blockcode der Linge n € N ist

(@iys---505) € A! von Elementen 2;15 A. eine nichtleere Teilmenge von A™.

Die Menge aller Worter ist A* = |J AL e Codes tiber dem Alphabet Fy = {0,1}
=1 nennt man binire Codes.

Hamming-Abstand }

Es seien z,y € A™ zwei Worter gleicher Lange Der Hammingabstand ist eine Metrik und

iiber dem Alphabet A. erfiillt die folgenden drei Kriterien:
Der Hammingabstand von z = (z1,...,z,) zu  Fiir alle z,y, 2 € A" gilt:
y = (Y1,--.,Yn) ist die Anzahl an Positionen, an 1) Positivitét: dist(x,y) > 0,dist(x, ) = 0.
denen sich  und y unterscheiden: 2) Symmetrie: dist(z,y) = dist(y, x).
) ) 3) Dreiecksungleichung:
dist(z,y) = [{t € {L,...,n} 1 25 # yi}| dist(x, y) < dist(z, z) + dist(z, y).

Minimalabstand und Hamming-Kugel }

Der Minimalabstand eines Codes C ist definiert als d(C) := min{dist(x,y) : z,y € C,z # y}.

Sei A ein Alphabet, auf dem der Hammingabstand dist definiert ist und x € A.
Dann ist B,(z,A) = {y € A:d(z,y) < r} die Hamming-Kugel um z mit Radius r in A.

Dekodieren mit dem Maximum Likelyhood Decoding (MLD)-Verfahren |

Sei w € A™ ein Wort der Lénge n, C' C A™ ein Blockcode der Linge n, und d der Minimalabstand
von w zum Code C. Das MLD-Verfahren funktioniert wie folgt:

e Gibt es nur ein ¢ € C mit dist(¢, w) = d, so wird w das Codewort ¢ zugewiesen.
e Gibt es mehrere ¢ € C mit dist(c, w) = d, so schlidgt das Verfahren fehl.

Fehlererkennung und Fehlerkorrektur }

Ein Code C' heif3t

o t-fehlererkennend mit ¢t € NU {0}, wenn fiir jedes Codewort ¢ € C gilt: Einfiigen von bis zu ¢
Fehlern in ¢ erzeugt stets ein Wort w mit w ¢ C.

o t-fehlerkorrigierend mit ¢t € NU {0}, wenn fiir jedes Codewort ¢ € C gilt: Einfiigen von bis zu
t Fehlern in ¢ erzeugt stets ein Wort w, das beim Dekodieren mit MLD das Codewort c¢ liefert.

Ein Code C' C A™ mit ¢ := d(C) ist (¢t — 1)-fehlererkennend und | 5! |-fehlerkorrigierend.

Ein Code C' C (F,)™ heifit linearer Code, wenn C ein Untervektorraum von (F,)™ ist. Man spricht
von einem [n, k]-Code, falls C' die Dimension % hat. Mit einem Minimalabstand von d := d(C)
spricht man von einem [n, k, dJ-Code.

Generator- und Kontrollmatrix

Sei C' ein linearer Blockcode der Dimension k und g¢i,...,g9x € C seien linear unabhéngig. Die
Matrix G' mit Zeilen gy, ..., gx ist eine Generatormatrix von C.

Die Generatormatrix erzeugt alle Codeworter und ordnet jedem Datenwort ein Codewort zu, d.h.
fiir jedes Codewort ¢ w € (Fp™) Eine Matrix H € (F,)"*! ist eine Kontrollmatrix von C, falls
fir alle z € (F,)" gilt: € C < x- H = (0,...,0).

Das Kontrollmatrix-Kriterium

Eine Matrix H € (F,)"*! ist genau dann eine Kontrollmatrix fiir C, wenn:
0 ... 0
i) rang(H) = n — k mit k£ = dim(C), ii)G-H=|: . :|e@F,)>"



https://online-eval.studiumdigitale.uni-frankfurt.de/evasys/online.php?p=lernskripte-gesamt
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/cf6823edd3244717a3e911d7bd889f671d
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/21c07fe919084ff2881b798f01e7cfea1d
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/00f833fc036a46529f2a3d9475ae27941d
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/dcbd287479484f8890b23cb2d18899001d
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/e17d3518268b4dc39df43b77ed29e0d61d
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/0476b27542c54a71a87d96ac90c391801d
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/b2a2d1c6673340e782005266e46fe32e1d
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/1e6770f635f04b3f80c40bae09a722661d
https://video01.uni-frankfurt.de/Mediasite/Showcase/elearningmathematikarchiv/Presentation/4fcb1044045d4c18aafa311ba62159671d

Aufgaben

Allgemeine Codes

Aufgabe 1. Gib ein Beispiel fiir ein Codewort in den folgenden Mengen an.
a) {0,1}3 b) {0,1,2,3}° c) {A,M,E, S, N}5.
Notiere zusétzlich das zugehorige Alphabet und die Lénge des Codewortes.

Aufgabe 2. Bestimme die Menge aller Codeworter von
a) (F2)>  b) (F5)!  c) (Fs)®

Aufgabe 3. Schreibe einen Code
a) der Linge 2 iiber F3 b) der Lénge 3 iiber Fy ¢) der Lénge 6 iiber Fy

Aufgabe 4. Wie viele Codewérter besitzt ein (bingirer) Code der Léinge n hochstens?

i) Hamming-Abstand und Minimalabstand

Aufgabe 5. Berechne den Minimalabstand der folgenden Codes:
a) C; = {00001, 00110, 11000} b) Cy = {01100,10011, 11001, 10101}

Aufgabe 6. Bestimme jeweils den minimalen und maximalen Hammingabstand der Worter aus den
Codes aus Aufgabe 3.

Fehlererkennung und Fehlerkorrektur

Aufgabe 7. Wie viele Fehler konnen die folgenden Codes korrigieren?

a) C = {0101,1110, 1001} b) C = {00011,11000, 11111,00100}

¢) C ={000000,110001,001111,111110} d) C = {000011,110010,001100,111101}

~Lésung ~
Bl

Aufgabe 8. Zeige, dass der folgende Code keine Fehler korrigieren kann:
C3 ={0111,0100, 1001}.

Aufgabe 9. Gibt es einen Code mit 4 Codewértern der Lénge 8, der 3 Fehler korrigieren kann?

Aufgabe 10. Zeige, dass ein Code C C Z8§, der zwei Fehler korrigieren kann hochstens 4 Codeworter
haben kann. Gibt es einen solchen Code?

Aufgabe 11. Gib ein Beispiel an, wann das MLD-Verfahren fehlschlégt.

Lineare Codes

Aufgabe 12. Sind die folgenden Codes linear?
a) C' = {0000,0001,0011,0010} b) C = {00000,10001,01101,11100,11101}

¢) C = {0011, 0001, 0010} d) ¢ = {00000,10111,01110, 11001}

Losung
e T

Aufgabe 13. Bestimme je einen [4,k]-Code in C Zj3 mit unterschiedlichem Minimalabstand d = 1
und d = 2.

!
]

Aufgabe 14. Bestimme fiir den folgenden linearen Code die Parameter k£ und n.
0 1 1

0

0 0 1 1
CiS of’t1)1’{of’1

0 1 0 1

Generator- und Kontrollmatrix

Aufgabe 15. Bestimme Generator- und Kontrollmatrizen von C; und Cs mit

Cl ) 02

o O O O
== O O
)—IC;CDH
—_o = O
o O o O
O;OH
OC;HO
O;OO

Aufgabe 16. Gebe eine Kontrollmatrix H fiir C' aus Aufgabe 14 an.

Aufgabe 17. Seien G eine Generatormatrix zum Code C und ¢ € C'. Zeige, dass das Gleichungssystem
x - G = c eindeutig losbar ist. Welche Bedeutung hat damit die Generatormatrix?
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