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Aufgabe 1 (3 Punkte)

Sei K ein Korper und d € N. Wir erinnern an den Untervektorraum K[X]; = {f €
K[X] : deg(f) < d} C K[X] mit der Basis {1,X,...,X%}. Sei a € K und E,: K[X}
K, Y b Xt — Y b’ die zugehdrige Auswertungsabbildung. Sei Uy(a) = {f €
K[X]s: Ea(f) = 0} C K[X]a.

(a

)
(b) Sei V' ein Komplement zu Uy(a) in K[X]4. Bestimmen Sie dim V' durch Angabe einer
Basis.

Zeigen Sie: Ug(a) ist ein Untervektorraum und bestimmen Sie dim Uy(a).

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei n € N, K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit einer Basis (v1,...,v,).

Untersuchen Sie, ob die folgenden Tupel von Elementen aus V' linear unabhéngig sind, ein
Erzeugendensystem oder eine Basis bilden.

(a) (Ul + V2,02 + V3, ..., Un_1 +Un);
(b) (Ulavl+U2,...,Ul+~--+vn).

Ergénzen Sie jeweils die linear unabhéngigen Tupel, die noch keine Basis bilden, zu einer
Basis von V.

Aufgabe 3 (3 Punkte)

Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit geordneter Basis B := (v, ..., v, ). Bestim-
men Sie die Basiswechselmatrix © g¢ fiir

(a) C = (v1,v1 +v2,...,01+ -+ v,) und
(b) C = (Vy(1),- - Vo(n) fiir ein o € Sy.

Aufgabe 4 (6 Punkte)

Seien n € N; K ein Korper, V ein K-Vektorraum und Uy, ...,U, C V endlichdimensionale
Unterrdume. Zeigen Sie:

n—1

(a) dim(Uy +-+ +Un)+ Y_dim((Us + -+ + Uy) N Up1) Zdlm Us.
k=1



(b) Ist n =3, so gilt:
dim(U1 + Uy + Ug) + dim(U1 N UQ) + dim(UQ N Ug) + dim(U1 N Ug)
< dimUj 4+ dim Us + dim Us + dim(U1 NU;N U3).

Hinweis: Zeigen Sie zundchst (U NUs) + (U2 NUs) C (Uy + Uz) N Us.

Finden Sie ein Beispiel fiir Uy, Us, Us, so dass die Ungleichung strikt ist, d.h. keine
Gleichheit gilt.

Abgabe bis 10:15 am Montag, den 13. Dezember in den Kasten Thres jeweiligen Tuto-
riums.



